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SMI MISION: Entrega a la Voluntad Suprema.
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Vector unitario: magnitud igual a 1

Para obtener un vector unitario u a partir de cualquier vector U{u,, u,, u,):

1. Se halla la magnitud del vector U(u,, u,, u,): \/uxz + u,,? + u,?

2. Se divide el vector U(wu,, U, u,) entre la magnitiud \/uxz TP Uy S U

U(ux, Uy, uz)

u =

Juxz 1F @, 90
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<V

= av

El vector unitario siempre tiene la misma direccion del vector del cual se obtuvo.
Por tanto, es muy util para expresar al vector original: V = av.
Permite hallar una combinacion lineal del vector original.

| waes. 019 mbPr25E2



https://www.geogebra.org/m/m6PrQgEQ

Ejercicio

Hallar el vector unitario para A(3,4,5):

|A| =32 4+ 42 + 52 =/50=7.1

El vector unitario

y su magnitud la| =1
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X

Si se toman los vectores unitarios en las direcciones x, y, z, Se
denominan: i, j, k y son unos vectores unitarios especiales:

» Por ser unitarios su magnitud siempre es igual a 1.
» Son perpendiculares entre si (ortogonales).

» Sirven para expresar cualquier vector del plano o del espacio.
» Pueden representar a los ejes coordenados x, y, z.
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Los vectores unitarios i, j, k se pueden escribir:

i(1,0,0)
j(0,1,0)
k(0,0,1)

10/9/2019 Elabord MSc. Efrén Giraldo.



Todo vector en R3 0 en R2 se puede expresar con base en los vectores unitarios i, j, /
y Sus componentes en x, y, z:

Sea U un vector U(ux u, uz>
) )
U se puede expresar en funcion de i, j, k
En 3 dimensiones: U<ux; Uy, uz>= uxi + uyj, -|-qu R3

; i R2
O en 2 dimensiones:

U(ux, uy)= Uyl + Uyj

10/9/2019 Elabord MSc. Efrén Giraldo. 8



Lo que quiere decir, que si un vector dado tiene componentes Uy, U,, U,

se puede expresar como:

U=(uy, Uy Uz)
O también como:

U=u,i + uyj+ uyk

De ahora en adelante cualquiera de las dos formas es lo mismo.
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El vector oz es funcion de los vectores unitarios i,j: es combinacion lineal de i, j

3 A (5,3)

N

|

0 i 5
Si empleo los vectores unitarios i, j, i va endireccion x, jen direcciony.
OA =5i + 3j
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P(4,57) = 4i + 5j + 7k

Elabord MSc. Efrén Giraldo.
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Base vectorial en R2.

Un vector en el plano siempre podra ser generado con base en dos vectores con

direcciones diferentes.
Cualquier vector del plano con direccion diferente de otro se puede expresar

como suma o combinaciodn lineal de dos vectores.

12



Entonces una base vectorial en el plano la forman dos vectores con diferente
orientacion, los cuales pueden generar todos los vectores del plano.

En este caso, los vectores A y B son una base en R2

10/9/2019 Elabord MSc. Efrén Giraldo. 13



Base canonica del plano

Dado que cualquier vector del plano se puede escribir como combinacion lineal de los
vectores i(1,0), j{0,1), estos dos vectores se les Ilama base candnica del plano.

Una base canodnica para el plano debe cumplir:

Que los vectores sean unitarios.

Que sean linealmente independientes (estén en lineas con direccion diferente).
Que tengan un origen comun

Que generen a los vectores de R2.

Que su # sea igual a la dimension del plano, en este caso R2: dos vectores

S e R A
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Teorema de la base
Para que dos vectores U y V sean una base para el plano deben existir
escalares a y f diferentes de cero (0) tales que cualquier vector W del
plano se pueda escribir como combinacion lineal de Uy V.

U=aU + pV

10/9/2019 Elabord MSc. Efrén Giraldo. 15



La base canonica i, j, k no es la Unica que puede generar a los elementos
del plano o del espacio, esta puede estar conformada por dos o tres
vectores cualesquiera del plano linealmente independientes.
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Base vectorial en R3.
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Una base en el espacio la forman tres vectores con diferente orientacion.
Cualquier vector del espacio requiere de tres vectores para expresarlo.
Los vectores X, y, z generan al vector V, son una base para R3.
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Si empleamos los vectores unitarios i, j, k para generar los vectores de R3, seran una base

V{x,y,k) =xi + yk + zj

De ahora en adelante sera lo mismo
10/9/2019 18



Producto escalar , producto interno o producto punto entre dos vectores

U=(uq, uyp, usz....) v=(U1, U2, V3 .... )

Existen dos maneras de calcular el producto escalar o producto punto

U=(uq, uy, uz....)

I Da un escalar
V=(v1, U2, V3....)

UV=uvi+u vy + ...+u,.v,

H.fz |U|*|V| cosa




U=(uy, up, uz....)
[+ |+ |

V=(v1, V2, V3 )

UV =u vi+u vy, + ...+ u, . vy

El producto escalar implica la multiplicacion y luego la suma de las respectivas componentes.



Calcular el producto escalar o punto de los siguientes vectores: A(1,2,3) y B(2,3,4)

A(1,2,3
']
B(2,3,4

)
)

AB=1%2+2%3+43%4 =20
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Cos a = U. - CX=COS_1(

\_

Uu.v

Ny

\

Muy util para calcular el angulo entre vectores

Elabord MSc. Efrén Giraldo.
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Calcular el angulo entre los vectores anteriores A(1,2,3) y B(2,3,4)

U.v

1
vy

a =cos

AB=1%2+2%3+3%4 =20

|A| = V12 + 22 + 32 =+/14 = 3.741 |IB| = V22 + 32 + 42 =+/29 = 5.385

! 20 — c0s~1(0.99) = 6.8°
#= €05 "\3741+5385) " O VIE
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Proyecciones

Existen dos tipos de proyecciones:
Proyeccion vectorial

Proyeccion escalar



Proyeccion Vectorial: da un vector

<l

<4

<
o

U
Proy %

Si se tienen dos vectores U y V' se puede hallar la proyeccion vectorial
de un vector sobre otro: se traza una perpendicular desde el extremo de

U hasta V.Elvector OC es la proyeccion vectorial del vector U sobre V
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Graficamente el vector Proy g es un vector paralelo al vector V.

10/9/2019 Elabord MSc. Efrén Giraldo.
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Proyeccion escalar o Componente escalar = nimero

Proyeccion escalar o Componente escalar de un vector U sobre un vector V-
es la magnitud de la proyeccion vectorial

10/9/2019 Elabord MSc. Efrén Giraldo.
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— uv Vixy,z)
Proy U = .
> 14 14
V
., Vix,y,z)
Proy U =
v V]
UV ’
m es la proyeccidn escalar o componente escalar de la proyeccion U sobre V.

V{x,y,z)
14

es el vector unitario que le corresponde a V
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1

<!

Proyeccion vectorial de un vector V sobre un vector U

Proy vect V =
U



Vectores y rectas perpendiculares
AB=0 — A LB=
Si el producto escalar da 0, los vectores son perpendiculares.

10/9/2019 Elabord MSc. Efrén Giraldo.
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Demuestre que el vector v que corresponde a los puntos P(0, 2, 2) y Q(2,—2,12),
es perpendicular al vector v, que pasa por los puntos R(—2, 1, 0.5y M(-0.5, 3, 1).

Primero se requiere hallar lo vectores directores de los segmentos PQ y RM. Se
hallan por la diferencia de coordenadas del punto Py del punto Q.

PQ{2—-0,—2—-2,12 - 2) =(2,—4,10)

RM(—0.5 — (—=2),3 = 1,1 — 0.5) = (1.5,2,0.5)

(2,—4,10)
]
(1.5,2,0.5)

PO.RM =3+-8+5=0

10/9/2019 33
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Demuestre que el vector v es perpendicular al vector u.

(-1.3,4.56) 5

(4.56,1.3)

Elabord MSc. Efrén Giraldo.
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El Producto vectorial o Producto cruz da un vector

|v1 X v2|= |v1]|v2]|send

i ] k
X1 Y1 21
X2 Y2 242

V1= <X1,Y1,Z1)
(i (X2, ¥2,22)

X2 Y22

ik
X1 Y1 41
X2 V2 42

da la magnitud del vector v{ X vy

R ]
[ J |

X1 Y1 41
X2 Y22

St el producto vectorial da 0, los vectores son paralelos. -

10/9/2019

35



B(2,3,4)

i j k
1 2 -3
2 3 4

AXB=i(2%4—-3(-3)—j(1x4—2(-3)+k(1%x3—2%2)
AXB=i(8+9) —j(4+6)+k(3—4)

-

A XB =il7 —j10 + k(-1)

_)X
Ay

=17i—10j — k

B
B no son paralelos

10/9/2019
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El producto vectorial A x B crea un tercer vector perpendicular a los

vectores Ay B y por tanto al plano formado por el vector Ay el vector B.

J
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El vector AxB como vector que es, tiene magnitud y direccion.
Lamagnitudde 4 x B = |A x B|
|A X B| = |A||B| sen 6
O si se tienen las coordenadas se puede hallar por la formula.

La direccion es perpendicular al plano determinado por los vectores Ay B.

10/9/2019 Elabord MSc. Efrén Giraldo. 38



|AxB | =|A||B| sen 6

|A x B | = area del parlelogramo de lados |A| y |B]

|U||V|sen 8 tambiéen define el area de un paralelogramo de lados U y V

10/9/2019 Elabord MSc. Efrén Giraldo. 39



i j ok
x1 Y1 z1|=0
X2 Y2 22

St el producto vectorial da 0, los vectores son paralelos.
Esto es, st todas sus componentes son cero.,

|A x B |=0i+0j+0k — - AL B

10/9/2019
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Producto vectorial entre u(2,0,0) y v(1,1,1)
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https://www.geogebra.org/m/TDsyaheC

NN
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s Ay ==
X ow X

T i j k |17k P P
u=(2,0,0) D= w ug |= 2 0 o |=03—27+2k
v=(1,1,1) v1 w2 ws| |1 1 1
sen (i, ¥) = sen(54.74°) = 0.82 X J==
X k=
@l =AB = Jui+ w3+ ui = V2 + 0L 02 =vVZ =2 kExi=
—— I v - g . . F "
| = AC = \/ vitv;+v; =124+ 12412 = /3 = 1.73
@] = |@|-|3]- |sen(d, B)| = 2-1.73-|0.82| = 2.83
Ww=uxXxv:q wlu, wlv
T w : regla sacacorchos (i, v) [] Int. geom.
@] = /1] +wd+wf = /02 + (—2)°+22 = VB = 2.83

trzpe: [|wwen. geagetna. erglm| TDeyate?

10/9/2019 Elabord MSc. Efrén Giraldo.


https://www.geogebra.org/m/TDsyaheC

Dados los vectores u(2,0,0), v(1,1,1) hallar el area del paralelogramo formado
por los vectoresu y v.

De la diapositiva anterior sabemos que |u| = 2 y |v| =1.73 el angulo entre los
vectores es 54.74° y el sen 54.74° =0.82, por tanto:
Area del paralelogramo formado por los vectores u ,v es=

lu X v| = |[ul*|v|sena =2+ 1.73 x0.82 = 2.8

10/9/2019 Elabord MSc. Efrén Giraldo. 43



También se puede hallar por medio de la magnitud del producto vectorial entre u e v:

u X v=0i — 2j + 2k

lu X v|=v02 +22 422 =/8=28

10/9/2019 Elabord MSc. Efrén Giraldo. 44



Triple Producto Escalar o Producto mixto.

El triple producto escalar es la combinacion del producto punto
y el producto vectorial entre 3 vectores. Da como resultado un escalar.
Se define como:

Alay, ay,, a,)
B(b,,by,b,)
C(cy, Cy, c,)

A.(BXC)= | p, b, b,

10/9/2019



_—\ =@xB).c = (CxA)B = (Bx0)A
A (BxC)=C.(AxB)=B.(CxA)=A.(BxC(C) =

a-[bxcl=b-[cxa]l=c-[axbl=-a-[cxb]=-b-[axc]=-c-[bx a]

La magnitud del Producto Triple Escalar o Mixto define un nimero real y
es el volumen de un paralelepipedo de lados |4], |B|, |C]|.

10/9/2019 Elabord MSc. Efrén Giraldo. 46



Si los tres vectores son coplanarios, el producto triple o mixto es cero.

10/9/2019 Elaboré MSc. Efrén Giraldo.
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Al

ool

|A.(BXC)|

|A. (B X C)| = volumen del paralelipipedo

10/9/2019 Elaboré MSc. Efrén Giraldo.
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= volumen del tetraedro
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Vectores coplanarios.

i %
//
/
/

Vectores que estan en el mismo plano, se llaman vectores coplanarios.
Tres vectores A,B, C (o cuatro puntos) son coplanarios si son
linealmente dependientes o si cumplen el triple producto escalar:

A.(B x C)=0

10/9/2019 49



Verificar si los vectores A(1,1,1), B(1,3,1), C(2,2,2), son coplanarios

10/9/2019 Elabord MSc. Efrén Giraldo.
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Vectores colineales

v

Y
v

L_os vectores que son paralelos a una recta o que son coincidentes con la recta se

denominan vectores colineales.
Como se vio anteriormente, deben cumplir que sus respectivas coordenadas sean

proporcionales.
O gue su producto vectorial sea cero.

10/9/2019 Elabord MSc. Efrén Giraldo. 51
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Perez, J.A. y Paniagua, J. G. (2016). Geometria Analitica e
Introduccion al Calculo Vectorial. Fondo Editorial ITM. .

1a ed. — Medellin : Instituto Tecnologico Metropolitano, 2016.
ISBN 978-958-8743-97-4.
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» Posiicion relativa de rectas en el espacio

http://www.vadenumeros.es/sequndo/posiciones-
rectas-espacio.htm

http://personales.unican.es/gonzaleof/Ciencias _2/re
ctasC2.pdf

hitp://www.acienciasgalilei.com/public/forobb/view
topic.phpet=3639
https://prezi.com/efyjkt1fOwsg/paralelismo-de-recta-
y-plano/

Elabord MSc. Efrén Giraldo.
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http://www.vadenumeros.es/segundo/posiciones-rectas-espacio.htm
http://www.vadenumeros.es/segundo/posiciones-rectas-espacio.htm
http://personales.unican.es/gonzaleof/Ciencias_2/rectasC2.pdf
http://www.acienciasgalilei.com/public/forobb/viewtopic.php?t=3639
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= VIDEOS

» hitp://www.monserrat.proed.unc.edu.ar/pluginfile.ohp/6206/mod resourc

e/content/2/Rectas%20alabeadas’%20animaci%C3%B3n.mp4

Elabord MSc. Efrén Giraldo.
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http://www.monserrat.proed.unc.edu.ar/pluginfile.php/6906/mod_resourc

10/9/2019

» Deparfamento de Matematicas Universidad de Extremadura

http://matematicas.unex.es/~pjimenez/hedima/12espacio.pdf

Vectores interactivos en el espacio

https://www.intmath.com/vectors/3d-space-interactive-applet.ohp

http://galeon.com/jiisach/u-5.pdf

Elabord MSc. Efrén Giraldo.
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