EJERCICIOS DE
APLICACION CAPITULO1
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Conceptos previos

Todo punto que esta sobre el gje X, tiene su segunda coordenada cero: P(x,0).
Todo punto que esta sobre el eje vy, tiene su primera coordenada cero P(0,y).

Equidistar es estar a igual distancia de dos 0 mas puntos.
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Trisecar

Si un segmento ABse divide por ejemplo en tercios, significa que se dividio en tres
tercios o en tres partes iguales: se triseco. Una parte sera 1/3 de ABYy la otra sera
2/3 de AB. Si se divide en quintos, una parte sera 1/5, la otra 4/5 de AB. Siunaes
2/5AB la otra es 3/5AB.
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Colinealidad de puntos: puntos alineados

o o
A B C

Dados tres puntos, para ver si son colineales, es recomendable primeramente

graficarlos.

Después, para comprobar si los tres puntos son colineales, la distancia de los puntos
mas alejados debe ser igual a la suma de las dos distancias mas cortas, es decir, la
longitud del segmento mas largo que se forma con dos de estos puntos, es igual a la
suma de las longitudes de los segmentos mas cortos.

AC=AB +B
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mediana

it || matematicasdelhiian. Uogepor. com. co) 2012| Ol mediana - de- an-trianguls. bt

Una mediana es el segmento que une un veértice con el punto medio del lado
opuesto en un triangulo. Por tanto, la mediana divide al lado en dos partes iguales.


https://www.definicionabc.com/ciencia/baricentro.php
http://matematicasdelhijar.blogspot.com.co/2012/01/mediana-de-un-triangulo.html

El baricentro (también llamado centroide) de un triangulo es el punto de interseccion de
las medianas de dicho triangulo. Por ello, para representar graficamente el baricentro
debemos dibujar las tres medianas (o0 al menos dos) y localizar el punto en el que se
cortan. Esta figura muestra el baricentro de untriangulo.
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baricentro

™
-
-
.
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El baricentro del triangulo es el punto de cruce entre las medianas. Este punto se
encuentra a los 2/3 de la distancia de toda la mediana tomado a partir del veértice
(sobre lamediana). O a 1/3 de la longitud tomada desde la mitad del lado opuesto.

BO:§BE
OE:‘;BE
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O sea, que si se toma como relacion el segmento mas grande sobre el
mas pequeno ( a partir del vértice), siempre se tendra una razon igual a
2 para el baricentro. Esto  simplifica  grandemente
este tipo de problemas.
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Ejercicio 1

Hallar la distancia entre los puntos A(2,—5) yB(—4,—1).

_5 \A (21_5)

5 (Pérez y Paniagua, 2013)

Elabord MSc. Efrén Giraldo T. 9



La distancia entre los puntos A(2, —5) y B(—4,—1)

|AB| = 2V/13 unidades




-6 -5 -4

Ejemplos:

1. Encontrar las coordenadas del punto P que divide al segmento determinado por A(8.2) y B(-5.7)

en larazon r =



1. Encontrar las coordenadas del punto P que divide al segmento determinado por A(S8.,2) y B(-5.,7)

. 3
en la razén r = Z

Al sustituir en, 5 o — M . y= ;)."-*-_':1'_2. , tenemos:
I+ 147
3 3
8 = (- 2 = (7
+(4)( 3) 17 +(4)( ) 29
X= — ).’ — —
1+ = 7 1+ & 7
- 4
17 29
las coordenadas del punto buscado son P ERh

Al graficar: B

P(2.42, 4.14)
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Ejercicio 3

Se tienen dos puntos de coordenadas A(0,6) y B(5,1) en un plano, se
quiere saber que coordenadas tiene un punto C que esta sobre el gje x, y
que equidiste (este a igual distancia) del punto Ay del pun to B.

Hallar las distancias CA, CB,AB.
Primero graficamos:

(Pérez y Paniagua, 2013)
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http://www.geogebra.org/m/Adc44ZZq
http://www.geogebra.org/m/Adc44ZZq

Se grafican los punto Ay B, el punto C se sabe que esta sobre el eje X,
por tanto, su segunda coordenada es O.

El punto C se ubica a una distancia aproximada para que CAy CB sean
Iguales.

Como no se conoce la primera coordenada de C la denominamos por x.
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D = V(2 — 1) + (2 — 11)?

C(x0) B(51) A(0,6)
CA=CB

Ahora se pueden plantear dos ecuaciones con la férmula de la
distancia: CA y CB y se igualan.

CA=  (x=0)’+(0-6)] L

J(x=0) +(0=6)" =\(x=5) +(0-1)" .

CB = y(x—3)+(0-1)
(x —5)°=x%—2*x*x5+1% =x%—10x + 25 +1

(Pérez y Paniagua, 2013)



efectuando las operaciones dentro de log radicales. obtenemos:

Jx2 436 =+/x2 —10x+25+1.

elevamos al cuadrado los dos lados de la ecuacion y encontramos el valor de x;

¥ +36=x-10x+25+1
10x=-36+26=10
xy=-1

entonces el punto del eje X que equidista de 4 y B es C( -1.0).

(Pérez y Paniagua, 2013)
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http://www.geogebra.org/m/Adc44ZZq
http://www.geogebra.org/m/Adc44ZZq

Ejercicio 4

Hallar las coordenadas del punto Q que esta a 3/4 de la distancia que va
desde R(—1, 3) a T(2,—5). Solo falta hallar la razon para el punto Q(x,y). 1o



Solucién
Sea Q(,y) las coordenadas del punto buscado, la razén r estd dada por:

= IFQ)
ar

_ 1P|
1iFT|

r=3

r :

Por tanto, las coordenadas del punto son:

e T Tlp Ty
147 Y=




Reemplazando los valores dados tenemos:

o -1+(3)2
=T TaE

+L+6

Las coordenadas del punto buscado son: Q(3, —3)




baricentro

™
-
-
.
.

El baricentro del triangulo es el punto de cruce entre las medianas. Este punto se
encuentra a los 2/3 de la distancia de toda la mediana tomado a partir del veértice
(sobre lamediana). O a 1/3 de la longitud tomada desde la mitad del lado opuesto.

BO:§BE
OE:‘;BE
2 2
BO ﬂ_ 3243 T~
— -1 - = =*==2 59 _, BO=20E
OFE = BE L 3 1 OE ~
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O sea, que si se toma como relacion el segmento mas grande sobre el
mas pequeno ( a partir del vértice), siempre se tendra una razon igual a
2 para el baricentro. Esto  simplifica  grandemente
este tipo de problemas.
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Ejercicio 5

¢Hallar las coordenadas del baricentro del triangulo cuyos vertices son:
A(=2,3), B(1,72) y C(=1,73).

» B(1,-2)

thtzpe. [ |diccionanioactual, com|banicentrol
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https://diccionarioactual.com/baricentro/

A(-2,3)

baricentro

\ B(1,-2)

Procedimiento:

Conocemos la razon %:2 y si conociera las coordenadas del punto medio P(x,y)
podriamos hallar las coordenadas del punto P ¢ baricentro:

Elabord MSc. Efrén Giraldo T.
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C(-1,-3) B(1,-2)

La ecuacion para el punto medio P viene dadapor:

x = X1tx2 — —2+1 — _l
2 2 2
—yit+ty2—_3-2_1
y = = _
2 2 2
11

FlabAarA NM<e-c EFfrédn Giraldna T

26



Con larazon &%=

opP
coordenadas
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C(-1,-3)
C(x1,¥1)

B(1,-2)

2 y con las coordenadas P(-1/2, %) y aplicando la ecuacion de las

Ty + T2 - EETs
1+7r =5 + 7
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11
C(-1-3) P(- 55

Con la ecuacion de la razon obtenemos las coordenadas del baricentro.

X = x1+Rx? y = v1+Ry>?
1+ R 1 +R
—142¢-3 1
= 2 — = 23+20)—_
X T 2/3 y 1+22 2/3
0(2/3,-2/3)
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» B(1,-2)
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Ejercicio 6

Ejercicio anterior generalizado

Hallar las coordenadas (x, y, z) del baricentro O del triangulo cuyos vertices
son: A(xq, 1, Z1,), B((x3, ¥,, 25) Y C((x3, y3, Z3). Coordenadas conocidas.

Elabord MSc. Efrén Giraldo T.
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Axq, y1,21,)

C((x31 Y3, Z3)

B((x2, ¥2, 22)

Elabordé MSc.

Efrén Giraldo T.
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C((xS! Y3, Z3)

M((x4, Va, Z4)

A(x1, y1,21,) \B((x2, ¥2, 23)

Como larazdn en que el punto O divide al segmento AM (segmento dirigido de A
hacia M) es 2, solo falta hallar las coordenadas del punto M (x4, v, Z4).

Elabord MSc. Efrén Giraldo T.
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C((x3, y3, 23)

M((x4, Va, Z4)

Axq, y1,21,)

' ' > B((x2, ¥2, Z2)

El punto M((x4, y4, z4) €S el punto medio del segmento BC. Por tanto: las coordenadas son:

_ XatXx3
X4— >

_Y2tYy3
Ya— >

Z2+23
2

Ahora, se requiere reemplazar los valores de x,, y,, z, en M.
Elaboré MSc. Efrén Giraldo T.
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C((x3, ¥3, 23)

Xop+Xy YotYV4 Zp+Zy
2 ) ] 2 )

A(x11 Y1, Zli)

- B((x2, y2, 22)

Como ya se conocen las coordenadas del punto medio y la razon 2, se pueden calcular las coordenadas O((X,y,z).

Iy + TIa
141

| ——

XZ+X4_

Para el segmento AM, x; es x;, X, es la coordenada en x del punto M, la cual es , por tanto

x, + 22214

YT 12

El 2 esta multiplicando y dividiendo, se puede cancelar
X1+ Xy + X3
7 Vé . x = 34
Elabord MSc. Efrén Giraldo T. 3




X1+XZ +X3
X = 3

. x1+x2 +X3
3

. x1+x2 +x3
3

Elabord MSc. Efrén Giraldo T.
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Ejercicio 7

(2,-2,6).

AC=CB

°A(—1,3,74)

Ejemplo. Hallar las coordenadas del punto medio del segmento
cuyos extremos son los puntos A(—1, 3,—4) y B(2,-2,6).

Elabord MSc. Efrén Giraldo T.
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Solucién
En el punto medio r = 1, entonces las coordenadas del punto medio S(z,y, 2) son:

Ty + Ty _ Nty it +7rz
147 = 147 . 147

Sustituyendo los valores tenemos:

4

Luego, las coordenadas del punto medio S son: S (%, %-, 1)




Ejercicio 8

Sea B(b, 3) y A(-3, -3) los extremos del segmento BA, encuentre las
coordenadas del punto C que lo divide en unarazéonr = 1/3

4

: (5, 3)
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Ejercicio 9
(x1 Y1) (x2 y2)

Sea A(-3,-3)y B(5, 3) los extremos del segmento AB. Encuentre las coordenadas

del punto P que lo divide en una razon r = 1/3 :
B
X1+rXx +r
x =21 2 y = Y1TtTry» ]
1+r 1+r |
- —3+%*5_ '
X = 1 —
1+§
—3++3 3+1 3_ 3
y = = ——=*=_-=-15
1+§ 3 4 2

Note la diferencia con el ejercicio anterior, en el cual se toma el segmento BA. En esta diapositiva se
considera el segmento AB. Las coordenadas dan diferentes por la diferente orientacion del segmento.
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Ejercicio 10

; M Primero se grafica.
== > Se debe demostrar que la distancia AB + BC =AC

4. Demostrar que los tres puntos siguientes son colineales 4(—3, —2), B(5, 2). C(9, 4).

AB = V(5 4+ 3)2 +- (2 + 2 = 4\/5 BC = V(9 — 5 +(4 —2)2 = 2v'5

AC = V(94 3)2 + (4 + 2)® = 6V'5

Como AB + BC — AC.o0sea, 415 | 2v'5 — 61/5, los puntos son colincales.

40



Ejercicio 11

Demuestre empleando la formula de la distancia que los puntos A(0,1), B(-5,2) y
C(-3,-1) son los vértices de un triangulo rectangulo.

Del teorema de Pitagoras se tiene:

AB = \/AC? + CB?2
Si se demuestra que los lados del triangulo cumplen esa ecuacion, se demuestra
que el triangulo ACB es rectangulo

41
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A(0,1), B(-5,2) y C(-3,-1)

SOLUCION Debemos probar que se cumple la igualdad

[d(4,B)F =[d(B.C)F +[d(4.C)]
Primero calcularemos cada distancia al cuadrado

d(4.8)f = [ =50 +(2- ”J -[V2s=1] =[vz6] =2
a(B,0)F = [ (-3-(-35)F + (-1- °>’ _[yazsf - [JE} _13
(4, CF = |(-3-0

'y

= _\;’9f4‘f =[\'1_2} =1

13+13= 26
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b)

a)

b)

Ejercicio 13

Demostrar que los puntos A(7, 5), B(2, 3), ('(6, —7) son los vértices de un triangulo rectangulo.
Hallar el area del triangulo rectangulo.

AB = V(T—2) + (5 —3) = v29 BC = y/@2—6) + (3 + 1 =vV116

AC = V(T—6)* + (5 + 7 = V145

Como (4B)* +(BC)* = (AC)* o sea, 29 + 116 = 145, ABC es un triangulo rectangulo.
Area = Y(AB)(BC) = 1v29 v 116 = 29 unidades de superficie.

YA
A(7.5)
B(23)
o X
C(6-7)
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4. Demuestre que e trngulo cuyos vrtices son A(L), BS.1), C(13) e un i
d=y2=x) +(r2-1)

e TR

d=(4)’+(0)2= F

d=4

distancia AC;

d=J(1-1) +(1-3)"
d= oy (5 =

a=(5-1)' +(1-3)




Comprobacion de que el triangulo ABC es rectangulo:

Aplicamos el teorema de Pitagoras.
(BCY = (AC +(aB)

(V20) =2* +42

20=4+16

20=20 por lo cual, el tnangulo ABC es rectangulo.

Elabord MSc. Efrén Giraldo T.
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Ejercicio 15

Calcular la longitud de la mediana AM del triangulo ABC, cuyos vértices son los
puntos: A(0, 0); B(3, 7)y C(5, —-1).

Solucion

El punto M, es punto medio del segmento BC por tanto:

Luego la longitud de la mediana AM esta dado por la distancia:

i 5 5
dam = Xy —*a) Yy —VYa)

2

{ 2 | =

Elabord MSc. Efrén Giraldo T.
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Dos de los vértices de un triangulo equilatero son los A(—1, 1); B(3, 1). Hallar las
coordenadas del tercer vértice.
Solucién

Sea la figura:
Y
t Cx,y)

v\_ A L“X
of -"“‘_;','('A
&

d(A, B) :"4(3 ,'-;_(-—!))2 + (1--'-1)2:' =4
Como el triangulo ABC, es equilatero:
d(B, C)=d(A, C)

o372 v - 17 = e 2 17
X -Bx+9=x2-2x+ 1
x=1



Ahora:  d(B, C) = d(A. B)

Jxr )2 siy-1)°% —4

(1+17+(y-17°=16
(y-17°=12

De donde: y=1+ 32 0 y=1 —32
Por tanto existe dos soluciones posibles:

Ci1.1+32) o C(1,1-32)




Ejemplo. Un tridngulo egquilitero OAB cuyo lado tiene una longitud a
estd colocado de tal manera que el vértice O esti en el origen, el vértice A esta

sobre el eje de Tlas X y a la derecha de O, ¥y el vértice B esti arriba del
eje X. Hallar las coordenadas de los vértices A y B y el irea del tridzngulo.

OA=AB =B0 =a
Y




Solucién. Con referencia a los
ejes coordenados, el tridngulo estd en
la posicion indicada en la figura O.

Como OA = g, la abscisa del punto
A es g. T-ambién, por estar A sobre
el eje de las X, s$u ordenada es O.
Por tanto, las coordenadas del veér1ti-
ce A son (a. O).



Si trazamos la altura BC, per-
pendicular al lado OA, sabemos, por
la Geometria elemental, que C es el

punto medio de QA.



Por tanto, la abscisa de C es %. Como BC es paralela

al eje Y, la abscisa del punto B es también -g-. LLa ordenada de B se obtiene

ahora muy facilmente por el teorema de Pitigoras; dicha ordenada es



BC = \fﬁz—ﬁﬂ -‘-—"Jaz—(%)z'—"u_ja.

L as coordenadas del vértice B son, pues, (-g- V'3 a) .

El drea del tridngulo (Apéndice IA, 1) es

K=—£—a--\¥a=\/3a“.



Ejercicio 17

E(5, 2)

‘B’-’/-/_q" F(Z, -3

Demostrar que los lados del triangulo DEF formado al unir los puntos medios de los
lados del triangulo ABC, son la mitad de los lados paralelos del triangulo ABC.

54



Del lado AB AB = 24D (1) AC =2AE (2) (lado AC)
Del tridangulo ABC R — E 4+ ﬁ‘) (3)
(1)y 2)en3  AC =2AE =2AD + BC (despejando BC )

BC =24F — 2 AD BC =2(AE —AD) (4) -



AE + (— AD )= DE

—  BC
2

S
[T
1

en (4)
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Ejercicio 18

Hallar las coordenadas de los vertices de un triangulo A,B,C sabiendo que las
coordenadas de los puntos medios de sus lados son D(-2,1), F(5,2),E (2,-3).

Elabord MSc. Efrén Giraldo T. 57



El triangulo buscado tiene sus lados paralelos al triangulo interior formado por
los puntos medios y sus lados miden el doble que el triangulo interior.
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Si se encuentran los vectores posicion 0A, OB, OC el ejercicio estara resuelto, porque las
componentes del vector posicion son las mismas coordenadas del punto correspondiente.
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h:F(Z, -3)

OB=0F+FB OF=(2,-3) FB=ED
ED=(—2—-5,1—2)=(=7,—1)
OB = (2,-3) + (—7,—1)

OB=(-5,—4) —— B(-5,-4)

60



0C = OF + EC OE =(5,2)

EC =DF = (2 —(-2),—-3 — 1) = (4,—4)

0C = (5,2) + (4,—4) = (9, =2) —— C(9,-2)
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OA = OE + EA OE= (5,2)
EA=FD =(-2-2, 1-(=-3) = (-44)

0A =(52) + (—4,4)=(1,6) __. A(L,6)
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