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CAPITULO 1. PROGRAMA DE ESTUDIOS.

GEOMETRIA ANALITICA I

1. Vectores en el Plano

= Naturaleza de la Geometria Analitica.
= Vectores y puntos. Algebra de vectores. Interpretacién geométrica.

= Producto Punto. Norma Euclidiana. Distancia entre dos puntos. Teo-
rema de Pitdgoras.

= Angulo y ortogonalidad. Proyeccién ortogonal. Complementos ortog-
onales.

2. Rectas en el Plano

= Fcuacién general lineal en dos variables.
= Definicién de recta.
= Caracterizaciones geométricas:

e Punto y pendiente.
e Dos puntos.

= Formas:

e Vectorial.
e Parameétrica.
e Simétrica.

= Combinacién convexa. Segmentos rectilineos. Divisién de una recta
en segmentos.

= Angulo entre dos rectas. Rectas ortogonales.

e Distancia de un punto a una recta.
e Forma normal de la ecuacién de una recta.
e Cosenos directores.
= Sistemas de ecuaciones lineales en dos variables. Introduccién. Solu-
cion.
e Interpretacién geométrica.
e Determinantes de 2x2. Propiedades basicas.
e Regla de Cramer.

3. Coénicas en el Plano

= FEl circulo. Ecuacién general.

e Determinacién del centro y del radio. Traslacién del origen.



e Secantes y tangentes a circulos. Interseccién de circulos.
= La parabola. Ecuacién general para ejes horizontales y verticales.

e Tangentes. Propiedad de reflexion.
e Ecuacion vectorial.

= Cébnicas centrales: Elipse e Hipérbola.

e Fcuaciones generales para ejes horizontales y verticales. Simetrias.
e Ecuaciones vectoriales.

e Tangentes.

e Asintotas de hipérbolas. Hipérbolas conjugadas.

= Definicién de conicas: focos, directriz, excentricidad.

4. Curvas Paramétricas

Curvas planas. Forma implicita y paramétrica.

Parametrizaciéon de parabolas, elipses e hipérbolas.

Otras curvas paramétricas: Cicloides e Involutas.

= Tangentes y normales. Cambio de parametro.
5. Coordenadas Polares

= Representacion polar en el plano.
= Gréficas de ecuaciones polares: Lemniscata, cardioide, etc.
= Forma normal de las ecuaciones de rectas.

= Ecuacién polar de las conicas.
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6 CAPITULO 2. VECTORES EN EL PLANO.

2.1. Tarea l

1. En un sistema de coordenadas cartesianas dibujar los vectores:

a) 1= (1,0)

b) a= <a1,a2>

¢) PQsi P(=5,—4) y Q(~1,2)

d) RS 1R(3 1) y S(3,3)

e) b equivalente a PQ del inciso (le)

f) ¢ equivalente a RS del inciso (1d)

2. Colocar al lado de los puntos y vectores que aparecen en el sistema de
coordenadas cartesianas que se presenta en la Figura 2.1, la notacién y
expresion analitica adecuada.

Figura 2.1: Ejercicio (2)

3. Determinar para qué nimeros reales las ecuaciones que se presentan abajo
son véalidas. Indicar si no existe solucién.

a) (x—4,2) = (3,2 —5)
b) (x —2y,2z +y) =(-1,3)
) (x? =2z, —8) = (—1,-1)

4. Sia=(3,7), b= (4,3), ¢ = (2,8). Calcular w en los casos:

a) W =a—3b
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5. Dibujar w utilizando la figura que se indica en cada inciso:

A

Figura 2.2: Ejercicio (5a.) Figura 2.3: Ejercicio (5b.)
a) W =14+ 3% en la Figura 2.2
b) W = 24 — 30 en la Figura 2.3
b u
Figura 2.4: Ejercicio (5¢.) Figura 2.5: Ejercicio (5d.)
¢) i =a+b+ ¢ en la Figura 2.4
d) W = 24+ 0 en la Figura 2.5
e) i =a+ b+ ¢en la Figura 2.6

6. Expresar los siguientes vectores como parejas ordenadas.

a) a=—4+3)



10.

11.
12.

13.

CAPITULO 2. VECTORES EN EL PLANO.

Figura 2.6: Ejercicio (5¢)

Si © representa al vector AB y se satisface la ecuacién v = 47 — 2j con
B(—2,—1), determinar las coordenadas de A.

Si v representa al vector AB con la ecuacion o = 4i — 67 y el punto medio
de AB es (3,—1), determinar las coordenadas de A y de B

Demostrar que:

a) i+9=0=a=

b) i+i=t=a=1%t—10

¢) —4—10= (iLJr@)

d) Sia+a=1a= a=0 (Unicidad del Neutro Aditivo)

e) Sia+a=0= a=—a (Unicidad del Inverso Aditivo)
Sia=3,8=-24=(1,3)y 0 = (—=2,5) calcular las expresiones
siguientes :

a) ad+ B

b) |80[] + [Jevi]

c¢) (a+B)(a+9)

d) ||oi + Bo|

Demostrar que: (af)t = a(Bh)
Demostrar que:
(a+ B) (1 + ) = ati + ab + Bu+ B
Calcular la magnitud y direccién de los vectores y expresarlos en la forma:
0 = ||0|| (cos 8, sen )

a) (V3,1)
b) (—2,0)
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14.

15.
16.
17.

18.

19.
20.
21.

22.

23.

24.

25.

TAREA 1 9

¢) (=2,1)
d) (—4,-3)
e) (5,—1)
Determinar ¢ = (x,y) si:
a) |0] = 6, 0 = 90°
b) 18] = 2, 0 = 300°

Encontrar dos vectores perpendiculares a (5, —1).
Encontrar un vector de magnitud 3 que sea perpendicular al vector (5, 2).

Encontrar un vector cuya magnitud es la misma que la de (4, —3) y cuya
direccién es paralela a la de <17 \@>

Demostar graficamente que existen niimeros reales a, f tales que se satis-
face la ecuacion ¢ = aa + 8b si:

a) a=(51),b=(3,5),¢=(55).

b) a=(—1,-2),b=(—1,3), ¢ = (4,1)
En las Figuras 2.8 a 2.10 dibujar @ como combinacién lineal de 4 y .
Demostrar que: ||ad|| = |a| ][9]
Demostrar que: ||—o|| = ||9]|

Demostrar que si @ # 0 entonces

j« 3

Q>

es un vector unitario en la direcciéon de a

Calcular de dos formas diferentes:
a) (3,-7)-(5,1) = (3,-7)" (5,1)
b) (4,1)-(2,2)

Determinar si los siguientes vectores son paralelos, perpendiculares o ningu-
na de las dos cosas:

a) 4=(3,3), 0 =(2,2)
b) 4= (51), 0= (-3,7)
¢) = (2,-3), 0 = (6,4)

Determinar todos los valores de § tales que P(2,3), Q(7,-1), R(4,5)
formen un triangulo recténgulo.
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Figura 2.7: Ejercicio (19.)

—
N

Figura 2.9: Ejercicio (19.)

Figura 2.8: Ejercicio (19.)

Figura 2.10: Ejercicio (19.)
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

TAREA 1 11

Determinar el angulo entre los vectores que se indican en cada inciso:
a) 4= (5,2), o= (18)
b) u=(2,8), 1

Encontrar el 4rea del paralelogramo que puede construirse con los vectores
del problema anterior usando el concepto de componente.

En las Figuras 2.11 a 2.16 dibujar la Proy,u

Si las coordenadas de los vectores son & = (—10,10) y © = (30,0) ;Cual
seria el area del paralelogramo que puede construirse con ellos 7

Demostrar quesi i # 0, 9 £ 0y w #0
a) Sia||oyo||w=4l|w
by Sia Lo=a L1l —v
¢) Si
u=av, a<0 :%:—1
[lall [|o]]
d) Si & y w son vectores paralelos no nulos entonces Proy, 0 = Proy,, o
e) comp,, (0 + W) = comp; 0 + compWb

Haga uso del concepto de componente de un vector a lo largo de otro para
calcular el area del triangulo con vértices: P(5,12), Q(8,6), R(0,0).

Dibujar @ como combinacién lineal de @ y ., , para cualquier ¢ y w

Para cualquier vector w, escribalo como una combinacién lineal de los
vectores 4 y 0 arbitrarios, distintos del vector cero perpendiculares entre
si haciendo uso del concepto de Componente de un vector a lo largo de
otro.

Demostrar que el tridgulo cuyos vértices son P(0,1),Q(8,—7), R(1, —6) es
isésceles.

Demostrar que S(1, —2) es equidistante de los puntos P(—11,3),Q(6, 10),
R(1,11).

Para los siguientes conjuntos de puntos haga uso de la férmula de distancia
para verificar si estan sobre una recta.

0,) {P(72a75)7Q(1771)7R(473)}
b) {P(7333)7Q(272)7R(7371)}
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PEREN

Figura 2.11: Ejercicio (28.) Figura 2.12: Ejercicio (28.)
v
v
\ \>
Figura 2.13: Ejercicio (28.) Figura 2.14: Ejercicio (28.)
\
v
u\ _
u

Figura 2.15: Ejercicio (28.) Figura 2.16: Ejercicio (28.)
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Figura 2.17: Ejercicio (41.) Figura 2.18: Ejercicio (43.)

37. Considere la siguiente definicién de distancia entre dos puntos:
Sean los puntos A y B con vectores de posicién a y b respectivamente.
Entonces la distancia entre ellos esta dada por:

aam) = /(h-a)- (h-3)

Haga uso de esta definicién para determinar si los conjuntos de puntos de
problema anterior son colineales.

38. Determinar x tal que d(A, B) = /5 con A(z, ) y B(1,4).

39. Determinar la distancia mas corta entre el punto P(—2, —3) y el segmento
delimitado por los puntos Q(—1,5) y R(4,0). (No usar distancia de un
punto a una recta)

40. Determinar qué punto en el segmento definido por Q(—1,5) y R(4,0) es
el mas cercano al punto P(—2,—3). (No usar distancia de un punto a una
recta)

41. Demostrar que el area de un tridngulo cuyos vértices son P(x1,y1), Q(z2, y2),
R(x3,ys) esta dada por: (Ver la Figura 2.17)

1
A= 3 |21 (y2 — y3) + x2(ys — y1) + 23(y1 — ¥2)|

42. Demostrar utilizando vectores que el segmento de recta definido por los
puntos medios de dos de los lados de un tridngulo es paralelo y mide la
mitad del lado no considerado.

43. Un semaforo de 200 1b de peso cuelga en equilibrio y esta sostenido por
dos cables como se indica en la Figura 2.18. Determinar Fi y Fb.

44. Una camara de television estd a 30 pies de uno de los lados de 94 pies de
una cancha, y estd a 7 pies del centro. Determinar qué dngulo debe barrer
para cubrir toda la accién del campo. Usar vectores. (Ver Figura 2.19)
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Figura 2.19: Ejercicio (44)
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3.1.

1.

10.

11.

12.

CAPITULO 3. RECTAS EN EL PLANO

Tarea 2

Encontrar la ecuacién cartesiana ordinaria de la recta cuya ordenada al
origen es —b y cuya abscisa al origen es 3.

Determinar la ordenada y la abscisa al origen de Az + By + C = 0.

Encontrar la ecuacion de la recta cuya ordenada y abscisa al origen suman
21 y su pendiente es 2.

Para las rectas que se presentan a continuacién indique si son paralelas o
son perpendiculares. Justifique su respuesta.

a) 2¢0—3y+7=0
b) dx+5y—9=0
¢) 4o — 6y — 15 =
d) 10z —8y+17=0

Encontrar la ecuacion de una recta que pase por (1,3) y sea paralela a
20 — 5y +7=0.

Encontrar la ecuacién de una recta que pase por (1,3) y sea perpendicular
a2x—-5y+7=0.

Encontrar la ecuacién de una recta paralela a Az + By + C = 0 con
A% + B? # 0 que contenga al punto (h, k).

Demostrar que la recta del problema anterior intersecta al eje y en el punto
(0,4h+ k).

Si en el problema (7) A # 0 ; en donde intersecta esa recta al eje z ?

Demostrar que las coordenadas (zg,y0) del punto medio del segmento
cuyos extremos son P(x1,y1) y Q(z2,y2), estan dadas por

1+ 22 _n + Y2
2 ) Yo 2

o =

Si A(—1,3),B(3,7),C(7,3) son los vértices de un triangulo:

a) Determinar las ecuaciones de las rectas que contienen a los lados.
b) Determinar las ecuaciones de las rectas que contienen a las medianas.

¢) Determinar las ecuaciones de las rectas que contienen a las alturas.

;Para qué valor de a son perpendiculares las siguientes rectas

Ty Ty
P y o3tz
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13.

14.

15.

16.

17.

TAREA 2 17

Encontrar la ecuacion vectorial de la recta que pasa por (3,—4) y su pen-
diente es 2.

Encontrar la ecuacion vectorial de la recta que pasa por (5,—3) y su pen-
diente no esté definida.

Encontrar la ecuacion vectorial de la recta que pasa por (—3,4) y su pen-
diente es cero.

Indique si @ € £
a)
Q(2,-1); L=A{P(z,y)lp=(1,2) +a(-1,3)}

b)
Q(3.2); L={P(z,y)lr=1+2a; y=1-3a}

Determine la ecuacién vectorial, las ecuaciones paramétricas y la forma
simétrica de la recta que satisface las condiciones:

a) Pasa por P(2,1) y es paralela a a = <%, 2>.
b) Pasa porP(1,2) y Q(—1,4).

¢) Pasa por P(1,2) y es paralela a la recta cuyas ecuaciones paramétri-
cas son

r = 243«
7
d) Pasa por P(—1,7) y es perpendicular a la recta cuya ecuacion es

3r—4 —y
4 2

e) Pasa por Q(1,2) y es paralela al eje .
f) Pasa por P(—1,7) y es perpendicular a la recta

z = 143t
1-—t
g) Pasa por P(2,3) y tiene vector de direccion v = 37 + 4j.
h) Pasa por Q(3,—1) y es paralela a p = (-2, —3) + « (5, 2).
i) Pasa por Q(—6,2) y es perpendicular a p = (—1, —2) + o (-1, 3).
j) Corresponde a cada una de las alturas del triangulo con vértices

A(6,1), B(-2,3), C(2,-7).
k) Contiene a P(4,—2) y al punto medio de Q(10,4), R(—2,2).
1) Contiene a (a,b), (b,a).
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

23.

CAPITULO 3. RECTAS EN EL PLANO
Determinar el vector de direccién de la recta 7x — 2y + 5 = 0 a partir de
los coeficientes de = y y.
Si las ecuaciones paramétricas de una recta son
r = 3-Tt
y = 2-—4t
escriba la ecuacion en la forma ax + by + ¢ = 0.

Escriba la ecuacién de las rectas, cuyas condiciones se describen a contin-
uacion, de la forma paramétrica vectorial, esto es: p = 7+« (1, m), cuando
sea, posible

a)
L:ia=(2,-1)+p3(32)

b) L que pase por (5,1) y (—4,2).
¢) L que pase por (2,—3) y no estd definida su pendiente.
d) L que pase por (4,3) y tiene pendiente cero.

Determine la forma simétrica de la ecuacién de la que recta que pasa por
(7,-2), (—5,-8).

Obtener la forma simétrica de la recta: 2z — 3y +4 = 0.

Demostrar que si P,Q, R son colineales, entonces
(G—p)-(F=p), =0

Determine si (2,1),(—1,3), (5, —1) son colineales usando el resultado del
problema anterior.

Determine si (8, —3),(—4,5),(2,4) son colineales usando el resultado del
problema (23).
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

Determine si las dos rectas dadas en cada inciso se intersectan y en caso
afirmativo encuentre el punto de interseccion y el dngulo entre ellas.

a)

Jx = 142a oz = 4=
El'{y = 1—4da 7Y £2'{y = —-146b
b)
[z = 243a Jx = 6-6b
El'{ y = —-4-2a Y Ez'{y = =244
c)
)z = 1-2¢ )z = —1+3s
ﬁl'{y — 249 yﬁQ'{y = 4-2s
d)

) = 1-2¢ )z = 3+2s
El'{;, = —1+3t yﬁQ'{y = —4-3s

Demuestre que si las rectas cuyas ecuaciones simétricas son:
rT—T1 _ Y-y
hy k1

T — X2 Yy—1Y2
ho ko

son paralelas, entonces h1ks — hok; = 0.

Demuestre que para dos puntos distintos en el plano P(z1,y1), Q(z2,y2)

r y 1
1 oy 1 |=0
T2 Y2 1

es la ecuacioén de la recta que pasa por ellos. Haga uso de este resultado y
verifique si (0,3), (—4,0), (4,6) son colineales.

Demuestre que

rz y 1
1 y1 1 |=0
1 m 0

es la ecuacion de la recta que pasa por (z1,y1) y tiene pendiente m.

Calcular la distancia que separa al punto P de la recta cuyo vector director
es ¢ o cuya pendiente es m y que pasa por el punto dado R.

a) P(3,4); ¢=(2,1),R(4,7)
b) P(=3,7); m=—2%,R(—4,6)

Calcular la distancia de (3,6) a la recta 22 — 3y + 6 = 0.
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32

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

CAPITULO 3. RECTAS EN EL PLANO

. Determinar la distancia entre las rectas del ejercicio (26) si éstas no se
intersectan.

Calcular la distancia que hay entre las rectas
) 3tr—y—8=0y3z—y—15=0
b) 15z —5y—8=0y 12z —4y+5=0

Calcular el valor de k tal que (2, k) sea equidistante de las rectas c+y—2 =
Oyx—Ty+2=0.

Obtener la ecuacién de la bisectriz del angulo formado por las rectas = +
2y—5=0y4zx+2y+3=0.

;,Obtuvo més de una ecuacién a resolver? Justifique esta situacion analitica

y geométricamente.

Calcular la distancia que separa al punto P(b,a), de la recta cuya abscisa
y ordenada al origen son respectivamente a, b.

Obtener el tercer vértice de todos los tridngulos isésceles cuya base tiene
los extremos P(3,0) y Q(—1,3).

Demostrar que las medianas del triangulo cuyos vértices son P(6,1), Q(—2, 3)
y R(2,—7), se cortan en un punto tal que la distancia del vértice al punto
de corte es % de la distancia del vértice a su lado opuesto.

Encontrar el area del triangulo cuyos vértices son (1,1),(2,1) y (1,2):
a) Utilizando comp; i
b) Utilizando d(P, L)

Demostrar que la distancia entre dos rectas paralelas cuyas ecuaciones son
Li: Az +By+C=0y Ly: Ax+ By+ D =0, es:
|C — D
VA? + B2
Dibujar las rectas mencionadas en cada inciso, sin tabular, ni usar dos

puntos sino usando y marcando en el dibujo los elementos que
intervienen en la definiciéon proporcionada.

a)

d(Ly, L2) =

—2x4+3y+4=0

b)
y=x—>5
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d)

—N
< 8
|
(2 0 \V]
|
-~

e)
r Yy
I A |
1 + 3
42. Obtener las ecuaciones de las rectas que son paralelas a 3x — 4y +10=10
y que estan a cinco unidades de distancia.
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4.1. Tarea 3

1. Encontrar las ecuaciones de las circunferencias que cumplen las condi-
ciones que se indican:

a
b
c

d

e

f

r =5y concéntrica con 22 +y2 —4r —2=0
Centro (3, —1) y tangente al eje y

De radio 6 y tangente a los dos ejes coordenados.
Un diametro es el segmento entre (2, —3), (—4,5)
Que pase por los puntos (—4,1),(3,0),(5,4)

Que pase por (11,1), (3,—3) y que sea tangente a la recta 3z + 4y +
13=0

g) Tiene su centro en la recta 2z —y — 10 = 0 y pasa por (1, 3), (5,—3)

)
)
)
)
)
)

2. Determinar los puntos de intersecciéon de los lugares geométricos sigu-
ientes:
a) 2> +1y? -8 —-9=0y3x+y+11=0
b) 2?2+ 9> +6r -2y —5=0ya®>+y? —4x—-8y+1=0
3. Encontrar el centro y el radio de:
a) 42 + 4y? — 162 + 24y + 27 =0
b) 22+ 9> +8y =0

4. Encontrar la ecuacién cartesiana de la recta tangente en el punto 7" a la
circunferencia cuya ecuacion se da:

a) T(0,0), 2> +y*> -8z +6y=0
b) T(2,1), 22 +y?> — 122+ 14y +5=0

5. Encontrar una ecuacion cartesiana de la circunferencia cuyo centro es P
¥y que es tangente a la recta £

a) P(3,4), L:2 =38
b) P(1,-5), L:x+y=5
6. Considere la circunferencia que pasa por los puntos P(0,4),Q(0,0) y
R(4,0)
a) Determinar su ecuacién cartesiana

b) Determinar las intersecciones de la circunferencia con la recta £ :
z—y—1=0

¢) Encontrar la ecuacién de la recta Lo tangente a la circunferencia en
el punto (0,4)

d) Demostrar que £1 L Lo
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10.

Obtener las ecuaciones de todas las rectas con pendiente % y que son
tangentes a
22 +y? =13.

Deteminar la ecuacién de la circunferencia tangente a 3v —4y —4 =0en
(0,—1) y que contiene al punto (—1, —8)

. Deteminar la ecuaciéon de la circunferencia tangente a 3z —4y —4 =0-en

(0, —1) ;Qué es lo que puede concluir ? (Observe el resultado del problema
anterior)

Resolver los siguientes problemas. En cada caso haga una definicién apropi-
ada de los objetos necesarios para la solucién del problema y sélo hasta el
final ponga nimeros y haga las operaciones algebraicas.

a) Demostrar que las siguientes circunferencias son concéntricas (tienen
el mismo centro)

4y  +dr+6y—23 = 0
2?4y -8 —10y+25 = 0
b) Demostrar que las siguientes circunferencias son tangentes

4 4> — 162+ 12y +13 = 0
122% +12y% — 48z + 36y +55 = 0

¢) Demostrar por dos métodos diferentes que las siguientes circunferen-
cias no se cortan

2+ +22—-8y+13 = 0
4o + 4% — 402 +8y+79 = 0

d) La ecuacion de una circunferencia es
4% + 4y* — 162+ 20y +25 =0

Determinar la ecuacién de la circunferencia concéntrica que es tan-
gente a la recta
o — 12y —1 =0

e) Determinar la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(11,4) y
es tangente a la circunferencia

2 +y? =8 —6y=0
f) Una circunferencia de radio v/13 es tangente a la circunferencia
2?4y —dr+2y—47=0

en el punto P(6,5). Hallar su ecuacion. (Dos soluciones)
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g) Determinar el valor de la constante k para que la recta
20 4+3y+ k=0
sea tangente a la circunferencia
2 2 _
Tty " +6x+4y=0

h) Determinar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro esta sobre la
recta
Tr—2y—1=0

y que es tangente a cada una de las rectas
S5r —12y+5 =
dr+3z -3 =

i) Determinar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos
P(-3,-1) y Q(5,3) y que es tangente a la recta

r+2y—13=0
(Dos soluciones)

11. Sean las siguientes circunferencias no concéntricas:

44 8
C, : 2?4y ——z——y+16=0
5 5

Co : 2?4y —4x+2y—20=0

a) Determinar si son o no tangentes.

b) Determinar las coordenadas de un punto P(x*, y*) tal que la longitud
de la tangente de P a C; y a Ca es de 4 unidades. (Sugerencia hacer
uso de la definicién alternativa de eje radical)

12. Demostrar el siguiente
Teorema Un punto Q(x,y) estd en la pardbola con foco F(p,0) y directriz
x = —p si y solo si satisface la ecuacion y> = 4px
Sugerencia Es necesario demostrar

a) que todo punto Q(x,y) que estd en la parabola con foco F(p,0) y
directriz x + p = 0 satisface la ecuacién y? = 4px,

b) todo punto Q(z,y) que satisface la ecuacion y?> = 4px estd en la
parabola con foco F(p,0) y directriz x +p =0

Explicar por qué es necesario hacer esto.

13. Sea la parabola del ejercicio anterior
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

a) Dibujar el lado recto y determinar las coordenadas de sus extremos.

b) Determinar la longitud del lado recto.
Encontrar las ecuaciones de las siguientes parébolas:

a) V(2,3), pardmetro p = 4, concavidad hacia arriba.
b) V(la _4)7 F(_57 _4)

¢) F(2,3),Ir = 4, concavidad hacia la izquierda.
Encontrar los elementos que caracterizan a las parabolas siguientes:

a) (x+4)° =3 (y—1)
b) y? = 6(z—1)

¢) 2y +dy—x—-1=0
d) 3y> +6y+x+3=0

Encontrar las ecuaciones de la parabola con foco (3,4) y directriz 2z —y+
3=0.

Determinar la ecuacion cartesiana de la conica que satisface las tres condi-
ciones que se presentan a continuacion:

= Una directrizes D: 2 =1
= Su eje focal coincide con el eje z

» El lado recto corta a la conica en (—3,4)

Deducir como se hizo en clase la ecuacién vectorial de una pardabola con
vértice V(h, k) vy con 4 el vector director del eje de la parabola.

Proporcionar las ecuaciones paramétricas de la pardbola con:

a) V(0,0), p= 2, a=¥2(1,1)

iSe trata de una rotaciéon, de una translacién o de ambas?
b) V(2,3), p=5, a=1(3,4)

iSe trata de una rotacién, de una translacién o de ambas?
¢) V(5,2), p=3, i =—15(5,12)

iSe trata de una rotacién, de una translaciéon o de ambas?

Demostrar que la grafica de la funcién f (z) = ax? 4+ 2bx +¢, con a # 0 es

b b2 1 : : _ b1
—E,c—;+ﬂ>yd1rec‘cr1zy—c =

la parabola con foco ( -~

Encontrar la ecuacién de las tangentes a la curva z = 32 —y + 1 que pasan
por el origen.

Encontrar las ecuaciones ordinarias y vectoriales de las elipses cuyos ele-
mentos son los que se indican:



28 CAPITULO 4. CONICAS.

a) Vertices V1(7,-2), Va(=5,-2); e = 2

b) Focos Fi(5,4), Fp(—1,4); Ir = 22

¢) Focos F1(5,1), F5(—1,1); longitud del eje menor 10 unidades.
)

d) Centro C(3,—3), vértice V(3,5), Ir =4

23. Encontrar todos los elementos (centro, ejes, focos, excentricidad y lado
recto) de las elipses:

a)
2 2
(xz+4) n y-1" _,
25 16
b)
2?44y +8x — 16y +28=0
c)

1622 +9y% =320 +6y —39=0

24. Encontrar la ecuacién de una elipse con centro en el origen y que pase por
los puntos P(1,3), Q(4,2).

25. Determinar la ecuacion vectorial de la elipse con focos (—1,—3), (1, —2) si
a = 3. Proporcione también las coordenadas de los vértices y los covértices.

26. Encontrar la ecuacion de la elipse cuyos ejes son +2y—3 = 0; do—2y+1 =
0 con respectivas longitudes 6 y 4.

27. Encontrar la recta tangente a la elipse 222 + y? = 9 en P(2,—1).

28. Determinar los elementos (vértices, focos, ejes, extremos de los lados rec-
tos, longitud del lado recto), al igual que las ecuaciones paramétrica y
cartesiana y finalmente dibujar los lugares geométricos de las colecciones

a)

{E/Q AV

{(:ay) c R2| (z,y) = (5,2) Lo iy (x’)Q n (y’)Q _ 1}

29. Encontrar las ecuaciones ordinarias y vectoriales de las hipérbolas que
cumplen con las siguientes condiciones:
a) Centro C(—5,3), 2a = 10, 2b = 6, eje focal paralelo al eje z
b) Focos (7,1),(—5,1) longitud del eje transverso 6
¢) Vértices (—1,8), (=1,—-4), Ir =3
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30.

31.

32.

33.

d) Asintotas ¢ —4y +4 =0, 2z +y — 2 = 0, que pase por (2,3)

Encontrar los elementos (centro, ejes, focos, vértices, excentricidad, lado
recto y asintotas) de las hipérbolas que se presentan a continuacion. Haga
también un dibujo.

a) 16(z +3)> —4(y —5)* = 64

b) 1622 — 9y? + 128z — 72y + 256 = 0

¢) 922 —y? +18x — 10y +19=0

Encontrar la ecuacion de la hipérbola cuyos focos son (—1,4),(2,-3) y la
longitud del eje real es 2a = 6.

Sea H el conjunto de todos los puntos P tales que el cociente de la distancia
entre Py Fi(ae,0) y la distancia entre P y la recta Dy : x = ¢, es igual
a e. Demostrar que H es una hipérbola cuya ecuaciéon es:

siempre y cuando e > 1y b = a? (62 — 1)

Para las siguientes ecuaciones que definen ciertos lugares geométricos de-
terminar a qué tipo de grafica corresponden y proporcionar todos sus
elementos.

a) 922 —4y? — 54z — 8y +41=0
b) —da? +y? — 24 — 2y —51 =0
¢) > —4y? —22+1=0

d) 322 —y? + 300+ 78 =0

10 ft

200 ft 200 ft

Figura 4.1: Ejercicio (34)
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10 ft

- 30 ft —_—

Carretera

Figura 4.2: Ejercicio (35)

eINLIQY

Figura 4.3: Ejercicio (36)

10 000 Km

C : centro de la Tierra

Figura 4.4: Ejercicio (37)
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34.

35.

36.

37.

Una seccién de un puente colgante tiene su peso uniformemente distribuido
entre dos torres gemelas que distan 400 pies una de la otra y que se elevan
a 90 pies sobre una carretera horizontal. Un cable suspendido entre los
extremos superiores de las torres tiene forma parabolica y su punto medio
se encuentra a 10 pies por encima de la carretera.

Considere los ejes coordenados de la figura y encuentre la ecuacién de la
parabola que hace el cable. (Figura 4.1)

Un arco de un puente tiene forma semieliptica con el eje mayor horizontal.
La base del arco mide 30 pies y la parte mas alta esta a 10 pies por encima
de la carretera horizontal que pasa por abajo del puente. Calcular la altura
del arco sobre el punto del suelo que esté a 6 pies del centro. (Figura 4.2)

Se tiene un reflector parabdlico cuya forma se obtiene haciendo girar,
alrededor de su eje, un arco de pardbola que empieza en el vértice. Si el
foco estad a 9cm del vértice y el arco parabélico tiene 16cm de profundidad,
determine la abertura del reflector. (Figura 4.3)

Un satélite es puesto en érbita eliptica alrededor de la Tierra. El radio
terrestre mide 6000km (aproximadamente) y su centro de localiza en uno
de los focos de la orbita. (Figura 4.4)

a) Utilice la infomacion dada en la Figura (4.4) que se presenta a con-
tinuacién y en el enunciado para obtener la ecuacion de una 6rbita.

b) ;Cual es la altura del satélite sobre la superficie de la Tierra en el
punto P 7
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5.1. Tarea 4

1. Sea el siguiente lugar geométrico

[z o= t2(B3-2t)
g_{y = 3(3-2t)

Encontrar:

a) El o los puntos (z,y) en donde corta los ejes coordenados.
b
c

d

El o los puntos (x,y) en donde hay una tangente horizontal.

)
)
) El o los puntos (z,y) en donde hay una tangente vertical.

) La eculaci()n vectorial de la recta tangente en el punto correspondiente

at:§

Y 0.8

0.6

0.4

0.2
\7
T I L L L L
-05 0] 05 1.0 15

-0.2

_ X
—0.4—

Figura 5.1: Folio de Descartes, ejercicio

®3)

2. Graficar y anotar similaridades y diferencias entre:

a)
r = t
glz{y — 2 -1
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b)

y = 1

g2={m - t\/f

Expresar la ecuacion de cada curva mediante la eliminacién del parametro.

. Sea P un punto sobre la curva folio de Descartes que aparece en la Figura

5.1 y cuya ecuacién es: 3 + y* = 3axy con a = 1
Parametrizar esta ecuacion considerando a P como el punto de interseccién
la recta y = tx con el rizo .

. En cada inciso parametrizar la ecuacién con respecto a y = tx

a) vt —3zy? +2y> =0
b) 22 +y%? —2x =0

. Eliminar el pardmetro en los siguientes lugares geométricos:

a)
r = 2+4coso
y = —1l+sen¢

z = 3
R

. Encontrar la ecuacién rectangular correspondiente a:

| o= 2cos ¢
Q{ y = sen¢

y dibujar la grafica de la ecuacién resultante.

. Encontrar la ecuacién rectangular de la curva cuyas ecuaciones paramétri-

cas son:
2+ 3tanf

x
g_{ y = 1+44sech

. Considere una recta con pendiente m tangente a la parabola y? = 4pz.

Considere ahora una recta normal a la tangente anterior y que pase por
el foco de la parabola.

Los puntos de interseccién de todas las tangentes con su respectiva rec-
ta normal forman un lugar geométrico denotado como la podaria de la
parabola y? = 4pz.

Determine la ecuacién de ese lugar geométrico.

. Encontrar las ecuaciones paramétricas de los siguientes lugares geomé-

tricos:

a) Elipse (Figura 5.2)
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QJ x QJQ R X

Figura 5.2: Elipse, ejercicio (9a.) Figura 5.3: Hipérbola, ejercicio (9b.)

Figura 5.4: Cicloide, ejercicio (9¢.) Figura 5.5: Involuta, ejercicio (9d.)
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b) Hipérbola (Figura 5.3)
¢) Cicloide (Figura 5.4)

)
)

e

Involuta (Figura 5.5)
Epicicloide (Figura 5.6)

Figura 5.6: Epicicloide, ejercicio (9¢)

10. Por el punto fijo A(—a,0) de la circunferencia 22 + y* = a? se traza una

cuerda AB. Demostrar que el lugar geométrico descrito por los puntos
medios es 22 +y?> +ax =0

Sugerencias

= Expresar en forma paramétrica la ecuacién de la circunferencia.
= Encontrar el punto medio de AB.

= Eliminar el parametro.

11. Con referencia a la figura (6.3), sean O y B los extremos de un diametro
fijo de una circunferencia de radio a. t es la tangente a la circunferencia en
el punto B. Desde O se traza una secante s que corta a la circunferencia
en el punto C' y a la tangente en el punto D. Determine el la ecuacion
paramétrica del lugar geométrico que describe el punto P de la secante
s st d(O, P) = d(EB) para toda posicion de la secante en la medida que
gira alrededor de O.

12. En la Figura (6.2) determinar la ecuacion parameétrica el lugar geométrico
de los puntos P(z,y) tales que d(O, P) = d(T, M)
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Figura 5.7: Cisoide de Diocles, ejercicio

(11)

M(a,0)

Figura 5.8: Ejercicio (12)
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6.1. Tarea 5

1. Proporcionar las coordenadas de los puntos que aparecen en la Figura
(6.1)

n/2

3m2

Figura 6.1: Coordenadas polares, ejer-
cicio (1)

2. Dibuje los puntos que aparecen a continuacién:

a) (—1,m)
b (3,%)
¢) (=3,
) (=3, )
e) (5,5
) (3.57%)
3. Escriba otras parejas de coordenadas polares para los puntos:

a) (3:5)

b (6. %)
¢) (—4,m)
d) (2,m)

e) (4,57
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4. Graficar las siguientes ecuaciones indicando las intersecciones con los ejes,
simetrias, extensiéon, etc. y proporcionar la ecuacién correspondiente en
coordenadas cartesianas.

a) T =cos3¢p
b) r* =sen¢

¢) 1> =9cos2¢
5. Encontrar grafica y analiticamente los puntos de interseccién de las curvas:

)

> = 9cos2¢p
r = sen¢
b)
> = senf
r? = cosf

6. Dibujar las siguientes curvas y encontar los puntos de interseccién entre
ellas.

r = 1

r = 2senf

7. Demostrar que la ecuacion en coordenadas polares de (m2 + y2)3 = 4a?y?
es

r? = sen” 20
8. Transformar la siguiente ecuacién polar a una ecuacién cartesiana.

r = tan ¢ sec ¢

9. Si la distancia de un punto P(z1,y1) a una recta £ expresada en su forma
normal

rcosa +sina — p = 0, estd dada por
d(P,L) = |z1 cosa + y; sina — p

demostrar que la distancia de P a la recta £ cuya ecuaciéon cartesiana es
Ax + By + C =0 con A% + B? # 0, esta dada por

AP L) = = 5
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10. Demostrar que si

11.

12.

13.

14.

ep
"7 + ecos @
es la ecuacién de una elipse, entonces
2ep
VI—e?

es la longitud del eje menor. (NO transformar a coordenadas cartesianas)

En la Figura (6.2) determinar el lugar geométrico de los puntos P(z,y)
tales que d(O, P) = d(T, M)

M(a,0)

Figura 6.2: Ejercicio (11)

Con referencia a la figura (6.3), sean O y B los extremos de un didmetro
fijo de una circunferencia de radio a. t es la tangente a la circunferencia en
el punto B. Desde O se traza una secante s que corta a la circunferencia en
el punto C'y a la tangente en el punto D. Determine el la ecuacion del lugar
geométrico que describe el punto P de la secante s si d(O, P) = d(EB)
para toda posicion de la secante en la medida que gira alrededor de O.

En la Figura (6.4) que se presenta a continuacién puede observarse la
forma general de la Bruja de Agnesi al variar el angulo ¢.

a) Encontar sus ecuaciones paramétricas.

b) Encontrar su ecuacién cartesiana

Una podaria es el lugar geométrico que describe un punto P resultado
de la interseccion de la recta tangente L1 a otro lugar geométrico (una
conica, por ejemplo) y la recta Ly perpendicular a L satisfaciendo una
condicién adicional.

Demostrar que la ecuacién de la podaria a la parabola y? = 4pz con
respecto al foco F(p,0) es el eje-y.
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Figura 6.3: Cisoide de Diocles, ejercicio
(12)

Figura 6.4: Bruja de Agnesi, ejercicio
(13)

15. Un satélite tiene una orbita eliptica alrededor de la Tierra. El planeta es
uno de sus focos. Los puntos més cercanos y mas lejanos estan a 100 millas
y a 500 millas respectivamente. Encontrar la ecuaciéon polar de la érbita
si se considera que el radio de la Tierra es de 4000 millas.
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A.1. Espacios vectoriales

A.1.1. Introduccién

Todo discurso matemaético requiere de un soporte estructural que permita
su desarrollo. Para el enfoque de la Geometria Analitica que nos interesa estu-
diar, el soporte requerido es el que suministra el concepto de Espacio Vectorial.
Conversamente, en muchas ramas de la matematica actual como en la de las
ecuaciones diferenciales, analisis funcional, algebra lineal, programacién lineal,
etc. el concepto de Espacio Vectorial es toral para su discusién. Creemos que el
estudio de la Geometria Analitica es un excelente vehiculo para introducir esa
estructura.

A.1.2. Espacios vectoriales sobre los niimeros reales.

Definiciéon A.1 Un conjunto V de objetos llamados vectores 0 tiene estructura
de Espacio Vectorial sobre los nimeros reales R, si bajo las definiciones de dos
operaciones denotadas como adicién y multiplicaciéon por un ntmero real se
satisfacen todos y cada uno de los axiomas siguientes:

Sean a, l;, ¢€Vysean a, 8 € R, entonces
para la adicién:

- a+beV cerradura (A1)
2. o
at+b=b+a conmutatividad (A.2)
3.
a+(b+eé)=(a+0b) +eé asociatividad (A.3)

4. Existe un tnico elemento de V llamado neutro aditivo y denotado como
0, tal que para todo elemento @ € V se satisface:

a+0=a (A.4)
5. Para todo elemento a € V existe otro elemento llamado ¢nverso aditivo,
también en V, denotado como (—a) tal que:
a+(—a)=0 (A.5)
Para la multiplicacién por un escalar:

6.
aaeV cerradura (A.6)
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7.
a(a+b)=ada+ab
8.
(a+ B)a = aa+ Ba
9.
a(pBa) = f(aa) = (af)a
10.

ad=a sis(siysolosi) a=1

A.1.3. El conjunto de flechas dirigidas.
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distributividad ~ (A.7)

distributividad ~ (A.8)

asociatividad (A.9)

neutro multiplicativo
(A.10)

El primer conjunto de interés que se estudiara es el conjunto de las flechas
dirigidas en el plano, que se denota por { '} y consiste del conjunto de segmentos

de recta dirigidos caracterizados por:

a) Su magnitud, que es la longitud del segmento de recta respecto a una

longitud unitaria de referencia.

b) Su direccién, que corresponde al angulo 6 que hace el segmento de recta

con una horizontal y tal que 0 <8 < 7 .

c¢) Su sentido, que es hacia donde apunta la tnica punta de flecha que contiene

el segmento de recta.

Figura A.1: Flechas dirigidas.

S

A continuacién se definen las operaciones de adicion y multiplicacién por un

escalar para este conjunto:
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Definicion A.2 La adicion de dos flechas dirigidas se lleva a cabo utilizando
cualesquiera de los procedimientos que se describen a continuacion:

Meétodo del Tridngulo: se coloca el origen de la sequnda flecha en la punta de la
primera, la flecha suma es la que resulta de unir el origen de la primera flecha
con la punta de la sequnda. (Figura 1.2)

Método del paralelogramo: en este caso se hacen coincidir el origen de las dos
flechas, se construye un paralelogramo trazando paralelas a ellas y la flecha suma
es la diagonal que parte del origen comin al vértice opuesto. (Figura A.2)

Figura A.2: Adicién de flechas dirigidas.

Definicion A.3 La multiplicacién de una flecha dirigida por un nimero real
(un escalar ) estd definida por una de las siguientes operaciones:

a) Si o > 1 la longitud de la flecha se estira a veces.
b) 810 < a <1 lalongitud de la flecha se acorta o veces.

c) Sia <0 se cambia el sentido de la flecha y su magnitud cambia siguiendo
las reglas a) y b) aplicadas a |a|. (Figura 1.3)

Para verificar que este conjunto tiene estructura de espacio vectorial es nece-
sario constatar que todos los axiomas (A.1 - A.10) se cumplan. Asi, para la
adicién:

1. El axioma de cerradura implica que si los sumandos son elementos de un
conjunto, su suma también lo es. En el conjunto de flechas dirigidas este
axioma es cierto ya que de su definiciéon la suma de flechas dirigidas es
otra flecha dirigida.
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/o

Figura A.3: Multiplicacién por un escalar.

2. Conmutatividad. En la Figura 1.2 se puede observar que la flecha dirigida
suma (G + b) es la diagonal (segmento AC del paralelogramo ABCD.
Entonces de acuerdo con del método del tridngulo:

— { AD+DC =

o n
b) = AC = 2
(@+9) AB + BC n

SITETS
Q> oo

y por lo tanto la flecha resultante es unica.

3. Asociatividad. En la Figura 1.4 se lleva a cabo una construccion en la que
se ilustra la veracidad de este axioma con los vectores arbitrarios a, b, ¢.

4. Neutro aditivio. La flecha cero (0) se define como aquella flecha con mag-
nitud cero, es decir un segmento de recta con longitud cero, méas atn debe
satisfacer:

a+0=a
para toda a € { }.
La flecha 0 es la tnica sin direccion ni sentido. Por esta razén y por el
hecho de para que cualquier otra flecha la longitud de su segmento de recta
es distinto de cero, se concluye que flecha cero es tunica.

5. Inverso aditivo. Para toda flecha & € { "} existe en { "} otra denotada
como —a, tal que:
a+(—-a)=0
La flecha —a tiene la misma magnitud que a pero tienen sentidos opuestos,

por tanto su suma deviene en una flecha de longitud cero, es decir, en la
flecha cero.
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Figura A.4: Asociatividad de la adicién de flechas.

Se puede concluir que el conjunto { 7} cumple con todos los axiomas de
la adicién.

A continuacién se presentan los axiomas correspondientes a la multipli-
cacién por un escalar.

. Cerradura. De la definicion de multiplicacién de un ntimero real por una
flecha es claro que el resultado de esta operacién es otra flecha, por tanto
este axioma se satisface.

. Distributividad. Antes de proponer una demostracion de este axioma es
conveniente hacer algunos comentarios. La situacién se describe en la Figu-
ra A.5.

Geométricamente esta proposicién implica que si a las flechas a y b se
les cambia su magnitud en la misma proporcién entonces la diagonal del
paralelogramo AEF'G cambia su magnitud en la misma medida, y conver-
samente, si se cambia la magnitud de la diagonal AC' del paralelogramo
ABCD entonces sus lados cambian en la misma proporciéon. Entonces:
Sean los triangulos ACAB y AFAFE, éstos son semejantes ya que:

/CAB = J/FAE
/ABC = /AFEF
/ZBCA = J/EFA

Si se denota la longitud de una flecha mediante el simbolo || - || se tienen
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Figura A.5: Distributividad de la multiplicacién de un escalar sobre una suma
de flechas.

entonces las siguientes longitudes:

AB = ||AB| longitud de AB
AC = ||@H longitud de AC
AE = |AE| longitud de AE
AE = «aAB

De las propiedades de los tridangulos semejantes (Tales de Mileto) se tiene:

AC AF
AB ~ AE (A-11)

entonces, si a la flecha AB se le cambia su magnitud « veces, esto es:
AE = o AB

lo que se tiene que demostrar es que la magnitud de la flecha AC cambia
en la misma proporcién: - -

AF = a AC
pero esto es inmediato de la ecuacion (A.11) ya que:

AC
AF = —AF
AB

AC

= aAC
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Mé4s atin, si @ es una flecha de longitud uno en la direccion de AF y de
AC, dado que son colineales, se tiene:

—

AF = AF4
= «aACu
- aAC
Finalmente la prueba se completa haciendo una demostracién similar para
los triangulos ADAC y AGAF.
La demostracion de los axiomas (A.8) y (A.9) se deja al lector como ejer-
cicio.
8. Neutro multiplicativo. En este caso el Gnico real que no modifica ni la

longitud ni el sentido de una flecha es el nimero 1, y éste es tnico ya que
a € R, entonces sea a € V distinto de 0:

Q>
—_
Q>

(a—1)

=a, pero

por tanto

_ O

S &

Consecuentemente, el conjunto de las flechas dirigidas satisface los axiomas para
la multiplicacién por un escalar.

Se concluye entonces que bajo las operaciones de adicién (Definicién A.2)
y multiplicacién por un escalar (Definicién A.3) arriba definidas, el conjunto
de flechas dirigidas { 7} tiene estructura de espacio vectorial. ...0

Un resultado adicional de la operacién de multiplicacién por un escalar con-
siste en las definiciones de vectores flecha paralelos, vectores colineales y vectores
no colineales:

Definicién A.4 (Vectores paralelos.) Se dice que dos vectores flecha, dis-
tintos de la flecha cero, son paralelos si tienen la misma direccion. (c.f. A.8
) Es decir, las rectas a lo largo de las cudles actuan tienen el mismo dngulo
respecto a la horizontal.

esta definicion implica que si las flechas a y b son paralelas entonces existe un
numero real a # 0 tal que la siguiente igualdad es verdadera:

b=aa
Un caso especial de vectores paralelos son las flechas colineales, es decir, aquéllas
que comparten la misma linea de accién.

Definicion A.5 Dos flechas, distintas de la flecha cero, son no colineales si sus
direcciones respectivas son disitintas.

De esta definicién se puede concluir que no existe un escalar « tal que:

b= aa
ya que la operacién de multiplicaciéon por un escalar sélo cambia la magnitud
y/o el sentido de la flecha pero no su direccion.
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A.1.4. El conjunto de parejas de niimeros reales R2.

En la seccién anterior se presenté como ejemplo de espacio vectorial al con-
junto de flechas dirigidas con las operaciones de adicién y multiplicacién por un
escalar, en ésta se analizara otro conjunto con dos operaciones para determinar
si tiene estructura de espacio vectorial.

Existen tanto en la matematica como en la vida diaria objetos o situaciones
que requieren, para ser especificados adecuadamente, de dos o mas nimeros
reales en los que el orden de los nameros es significativo, por ejemplo, el marcador
de un juego, las coordenadas de un punto, la fecha, etc.

Se definira en esta seccién el concepto de "par ordenado” de elementos, la
notacién para escribir dichos pares y algunas operaciones algebraicas sobre ellos
para posteriormente, analizar, si es posible pensar en una estructura de espacio
vectorial sobre ese conjunto con las operaciones definidas.

Es fundamental, antes de empezar, definir el producto cartesiano de dos
conjuntos:

Definicién A.6 (Producto cartesiano) Sean A y B dos conjuntos, el pro-
ducto cartesiano, denotado por A x B, es el conjunto de parejas ordenadas (x,y)
donde x € A yy € B, esto es:

A xB={(z,y)lzr € A,y € B}
y la igualdad de pares (z,y) y (r,s) en A x B se define con:
(x,y)=(r,s) siysdlosi x=r, y=s
a los elementos de A X B se les denomina pares ordenados.

Ejemplo A.1.4.1 Sea A = {a,b,c}, B = {1,2} entonces:

AxB = {(z,y)lre A, ,yeB}
= {(a71)7(a72)7(b71)><b’2)a(071)7(672)}

..0O

Puede observarse que el conjunto B X A no contiene los mismos elementos
que A x B ya que:

BxA = {(z,y)lreB, ye A}
= {(laa>7(27a)7(1’b)><27b)7(170)7(270)}

Definicién A.7 (R?) Los elementos de R x R = {(z,y)|zr € R, y € R} se
llaman pares ordenados de numeros reales y se denotardn por: (ai,as) o a,
asumiendo que & representa a la pareja de nimeros reales (a1,as). Una forma
de escribir R x R es R?,
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Dos ejemplos de elementos de R? son: (2,1),(1,2), que ademés son diferen-
tes, ya que el primer elemento del primer par no es igual al primer elemento del
segundo par.

A continuacién se definen las operaciones de adicion de dos pares ordenados
de ntimeros y reales y la multiplicacién de un par ordenado por un escalar real:

Definicién A.8 (Adicién de dos pares ordenados de niimeros reales)
Sean & = (aj,az2) y b = (b1,b2) en R2, la adicion de dos pares ordenados de
niimeros reales en R?, se denota por a + b y se define como:

d+5:(a1+b1,a2+b2)

Esto implica que la suma de dos pares ordenados es también un par ordenado,
cuyas componentes se obtienen sumando las componentes respetivas de cada uno
de los sumandos.

Ejemplo A.1.4.2 Sumar a = (1,2) y b= (—3,4)

a+b=(1+4(-3),2+4)=(-2,6)

Definicién A.9 (Multiplicacién de un par ordenado de niimeros reales
por un niimero real) Sea @ = (a1,a2) en R? y a € R la multiplicacion de
un par ordenado de niumeros reales por un numero real se denota por aa y se
define como:

ad = alay az) = (aar, aas)

Entonces la multiplicacién por un escalar también da como resultado un par
ordenado cuyos elementos son « veces los elementos de a.
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Se analizara a continuacién si el conjunto de pares ordenados de nimeros
reales, R?, con las operaciones de suma de parejas ordenadas y multiplicacién
de un par ordenado de niimeros reales por un numero real cumple los axiomas
de un espacio vectorial.

Sean

d:(al,ag), B:(bhbg), é:(C1,C2)€R2, o, ﬂER
Para la adicién de parejas ordenadas:

1. Cerradura. El axioma de la cerradura en la adicién implica que si se suman
dos pares ordenados de ntimeros reales el resultado debe ser también un
par ordenado de ntimeros reales, esto es:

a+beR?
De la definicién de adicién:
CAL-Q-IA): (al+b1,a2+b2)
que es una pareja en R2.

2. Conmutatividad. o
a+b=b+a
De la definicién de suma de en R%y haciendo uso de las propiedades de las
operaciones de los niimeros reales, se tiene:
a+b = (a1 +b1,az+bo)
= (b1 +ai,by+a2)
b+a
3. Asociatividad en la suma
a+(b+é)=(a+b) +e
De igual forma, para demostrar que este axioma se cumple, se invocaran las

propiedades de los nimeros reales y las definiciones de adicién de parejas
en R?, asi:

a+(b+¢é) = (ar,a2)+ (b1 +c1,b2 4+ c2)

(CL1 + (b1 + 01)7a2 + (b2 + CQ))
((a1 + b1) + c1, (ag + b2) + c2)
(
(

a1 + b1, az + b2) + (1, ¢2)
i+ b)+¢
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4. Neutro aditivo. Existe un elemento 0 € R? tal que

(e}

a+0=a
Si 0 = (0,0) entonces

0 = (a1+0,a2+0)

(G‘l) (12)
a

Q>
_|_

. Inverso aditivo. Para toda a € R?, existe —a € R? tal que:

i+ (—a)=0

Si se define —a = (—ay, —a2) entonces

a+(-a) = (a1 +(-a) a2+ (—az))
= (al—ahaz—az)
(0,0)
=0

Para la multiplicacién por un escalar:

. Cerradura. El resultado de la multiplicacién de una pareja ordenada por

un escalar es una pareja ordenada, esto es, ad € R?.

Por definicién ad = (aa, aaz)que es una pareja ordenada en R2.

. Distributividad.

ala+b) = adi + ab

Al aplicar las definiciones de las operaciones en R? y las propiedades de
las operaciones de nimeros reales, tenemos que:

ala+b) = ala; +bi,as +bo)
(a(ar + b1), a(as + b2))
= (aaj + aby,aas + abs)
(avay, aas) + (aby, abs)
= afay,a2) + a(br,be)

= ad—l—al;

8. Distributividad. También:

(a+ B)a = ada+ fa
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ya que:

(a+B)a = ((a+Bar, (a+ Baz)
(aaq + Bay, aas + PBas)
(aaq, aaz) + (Bay, Bas)
= alai,az) + B(ai, az)

= «aa+ fa

9. Asociatividad en la multiplicacién por un escalar.
(aB)a = a(pBa)

De la misma manera que en los casos anteriores:

(aB)ay, (af)az)
a(Bai), a(Baz))
(Bax, Bas)

(Ba)

(aB)a =

(
(

(%

= «

10. Neutro multiplicativo. El 1 € R cumple con la propiedad: 1a = a, ya que:

la = l(al,ag)
= (1a1, 1&2)
= (a1,a2)

= a

Dado que todas las condiciones se satisfacen se puede afirmar que el con-
junto de parejas ordenadas de reales con la suma y el producto por un escalar
constituyen un espacio vectorial. ...0O

Ejercicios Para los conjuntos V y las operaciones de adicion (6) y de multipli-
cacion (®) por un ntmero real que se describen a continuacién, determine si V
tiene o no estructutra de espacio vectorial.

1. V = RT el conjunto de los nimeros reales positivos, las operaciones son

Sean z,y €ERT, AeR

Adicién rTdy=u1ay el producto algebraico de
nlimeros reales

Multiplicacién por un escalar A®@x =2t exponenciacion algebraica
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2. V = R? | el conjunto de parejas ordenadas de ntimeros reales, las opera-
ciones son

Sean 2,9 €R%, AeR
Adicion @Y= (z1+y1,0)
Multiplicacion por un escalar A ® & = (Ax1, Axa)

3. V = R? | el conjunto de parejas ordenadas de ntimeros reales, las opera-

ciones son
Sean 2,9 €R%, AeR
Adicion @Y= (T1+y1, T2+ Y2)
Multiplicaciéon por un escalar A® & = (Ax1,0)

4. V = R? | el conjunto de parejas ordenadas de ntimeros reales, las opera-

ciones son
Sean 2,9 €R?, AeR
Adicion @Y= (r1+y1,T292)
Multiplicacién por un escalar A® & = (Axy,x2)

(Sugerencia considere el neutro aditivo como (0, 1))

A.1.5. Dimensién y bases de un espacio vectorial V.

Una vez demostrado que { 7} y que R? son dos espacios vectoriales es conve-
niente encontrar una manera sucinta para describirlos, mas atin, esta metodologia
debe ser aplicable para cualquier espacio vectorial. A continuacién se presentan
y se comentan algunas definiciones que se aplicaran més adelante a los espacios
vectoriales objeto de este estudio.

o>

Definicién A.10 (Combinacién lineal de vectores) Sean los vectoresa, b, . ..
elementos de un espacio vectorial V y sean los nimeros reales o, 3,...,7 , en-
tonces una expresion como:

ad+ b+ -+ e (A.12)
se define como una combinacién lineal de esos vectores.

En esta definicion se utilizan los axiomas de adicién de vectores y de su
multiplicacién por un ntunero real. De hecho, el resultado de esa suma (A.12) es
otro vector. Esta ecuacion (A.12) puede ser leida de una manera muy sugerente:

d= i+ b+ ---+~é

esto es el vector suma d puede ser expresado como una combinacién lineal de
los vectores a, b, --- , ¢. De particular interés es determinar cuando un vector
se puede expresar como combinacién lineal de otros y mas atn cuindo esa
combinacion lineal es tnica. De aqui las siguientes definiciones:
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Definicién A.11 (Dependencia lineal de vectores) Sea V un espacio vec-
torial. Entonces, se dice que:

a,b,...,ceVv
son linealmente dependientes si existen nimeros reales:

a7/87""’y

no todos cero tales que se satisface la combinacédn lineal:
aa+pbt-dye=0

Los vectores que no son linealmente dependientes se dice que son linealmente
independientes.

En otras palabras, los vectores a, 3, ..., ¢ son linealmente independientes si la
igualdad:

Qi+ b+ +yé=0

implica que

necesariamente.

Supongamos que ya se encontrdé una coleccion de, digamos, n vectores que
no pueden ser expresados como combinacion lineal de los otros, entonces, podria
preguntarse si estos n vectores son suficientes para expresar cualquier vector de
V como una combinacién lineal de ellos, es decir, si generan todo el espacio
vectorial. De aqui las siguientes definiciones:

Definicién A.12 (Dimensién de un espacio vectorial) Un espacio vecto-
rial 'V se dice que es de dimension n, y se escribe dim V = n si contiene n
vectores linealmente independientes y si cualquier conjunto de n + 1 wvectores
éstos son linealmente dependientes.

Definicién A.13 (Base de un espacio vectorial de dimensién n) Sea V
un espacio vectorial de dimension n entonces cualquier conjunto de n vectores
linealmente independientes tales que cualquier otro elemento de V se puede

expresar como una unica combinacion lineal de ellos, se dice que es una base de
V.

Es claro de esta altima definicién que un espacio vectorial no tiene una y sélo
una base, de hecho existe un nimero infinito de ellas, sin embargo el namero
de vectores de cada base es siempre el mismo y un tema muy importante del
algebra lineal consiste en expresar un vector respecto de varias bases.

En las siguientes secciones se aplican estas definiciones a los espacios vecto-

riales { '} y R2.
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Figura A.6: Combinacién lineal.

A.1.6. Dimension y bases en { "}.

Para el caso del espacio vectorial de las flechas dirigidas { 7} las ideas pre-
sentadas al principio de esta seccién se ilustran a continuacién.

Ejemplo A.1.6.1 Expresar al vector ¢ como una combinacién lineal de los
vectores a y b.(cf. Figura 1.6)

Se puede observar en la Figura A.6 que el vector AB = %ZE’, ademaés usando
la definicion de adicion de vectores, se tiene que:

¢c=a+AB=a+ -AC
pero: L
AC=b—a
por lo que finalmente:
. L2
¢ = a+ 3( —a)
1 2.
= —a+=b
3473
que es la combinacién lineal que se busca. ...0

Una primera pregunta que se puede hacer en relaciéon al ejemplo anterior
consiste en indagar si el vector ¢ se puede expresar como una combinacion lineal
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de tres vectores flecha arbitrarios a, b, d, distintos de la flecha cero, es decir, si
existen numeros reales «, g, v no todos igual a cero tales que:

La respuesta es que si es posible. Para demostrar tal afirmacion se invita al
lector a hacer graficamente la siguiente construccion:

= Dibujar las flechas a, l;, cy cf, arbitrarias de preferencia en distintas direc-
ciones.

» Seleccionar los nameros reales o y 5’ (distintos de cero) y utilizar la regla
del paralelogramo para hacer la suma:

p=ao'a+pb

= Poner bajo un origen comin las vectores p, ¢ y d y construir cuidadosa-
mente un paralelogramo cuya diagonal es precisamente la flecha ¢.

Esto altimo implica determinar escalares (nimeros reales) v y w tales que:
c= Vci + wp

= Finalmente se tiene la siguiente combinacion lineal:

¢ = ~d+wp
= (wo)a+ (wB)b+~d
¢ = aa+pb+~d (A.13)
que es la combinacién lineal deseada. ..o

Una segunda pregunta relacionada también con el ejemplo de arriba seria si
la combinacién lineal (A.13) es tnica, esto es, si no existe otra combinacion lineal
que exprese al vector flecha ¢ como una combinacién lineal de las otras flechas
del enunciado. La respuesta es que existe un nimero ilimitado de combinaciones
lineales que lleva a cabo esta operacién. Por ejemplo, en la construccién anterior
hagase o/ = 0 y se tiene una nueva combinacion lineal; etc.

Mas atn, con una argumentacion similar se llega a las mismas conclusiones
cuando se expresa ¢ como una combinacion lineal de mas de tres vectores flecha
distintos de la flecha cero y con distintas direcciones, por tanto si es posible
construir la combinacién lineal y que ésta no sea tnica.

Entonces, llevando el argumento un poco més alla, existirfa un nimero min-
imo de vectores flecha tales que:

= Cualquier otro elemento de { 7} pueda ser expresado como una combi-
nacién lineal de esos vectores.

= La combinacién lineal obtenida sea tnica.
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De la discusién de arriba es claro que tres o méas vectores flecha no satis-
facen estos requerimientos. Por otra parte, un solo vector flecha apuntando en
alguna direccién solamente puede generar otros vectores flecha que tengan esa
misma direccién (aunque pueda cambiar de sentido) por lo que cualquier otro
vector flecha que no tenga esa direccién no puede ser expresado como una com-
binacién lineal de la flecha original. De los resultados del Ejemplo (A.1.6.1) se
puede afirmar que es posible expresar un vector flecha cualquiera en términos
de otras dos flechas que no tengan la misma direccién y que sean distintas de la
flecha cero. Mas aun, de la definicién de la operacién de adicién por el método
del paralelogramo, es claro que si ¢ es la diagonal de un paralelogramo, este
paralelogramo es inico; esto es, no existen dos paralelogramos distintos con la
misma diagonal (Wentword, 1972), por lo que la combinacién lineal es tnica.

Estos resultados se pueden resumir como sigue:

= Un solo vector flecha distinto de la flecha cero actuando en su linea de
acciéon solo genera flechas paralelas a él. Por tanto todas estas flechas
generadas son linealmente dependientes.

= Dos 0 méas vectores flecha colineales son linealmente dependientes. Esto es
evidente ya que:

ag+ b+ +ye=0

se puede reescribir haciendo uso de las propiedades de las operaciones de
adicién y multiplicacién por un escalar como:
a6 = —(Bb+---+7¢)

= d

Como d # 0 se tiene que existe un namero real a # 0 y los vectores son
paralelos.

= Dos vectores no colineales distintos de la flecha cero, son linealmente inde-
pendientes. Esto se hace evidente si se considera que la flecha resultante
de la adicién de tales vectores es la diagonal de un paralelogramo cuyos
lados no paralelos son las susodichas flechas. Entonces la Ginica manera
como la flecha resultante sea igual a la flecha cero es multiplicar por el
real cero cada una de ellas.

= Tres o mas vectores flecha no colineales son linealmente dependientes. El
ejercicio anterior (ec. A.13) es evidencia suficiente.

De esta discusién se concluye que es verdadera la siguiente proposicién:

Proposicion A.1 Cualquier conjunto de dos vectores flecha no colineales es
una base del espacio vectorial { /}.
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A.1.7. Dimensién y bases en R?

Al principio de esta seccion se presentaron las definiciones generales de com-
binacion lineal, dependencia e independencia lineal, base y dimensiéon de un
espacio vectorial y en la primera subseccion se aplicaron dichas definiciones al
espacio de {7}, aqui analizaremos esos conceptos en el contexto del espacio
vectorial de las parejas ordenadas, esto es de R2.

Dado que en la seccién A.1.4 se demostré que el conjunto de parejas orde-
nadas de ntiimeros reales con las operaciones de adiciéon y multiplicacién por un
escalar forma un espacio vectorial, a las parejas ordenadas se les puede llamar
vectores.

El aplicar la definicién A.11, especificamente a R? nos lleva a considerar que
la expresion:

a(al, ag) + ﬁ(bh bg) + ...+ ’Y(Cl,CQ)

corresponde a una combinacion lineal de los vectores (a1, az), (b1,b2), ..., (c1,¢2)
de R? con a3, ..., v reales.

Ejemplo A.1.7.1 «(1,1) + B(1,2) es una combinacion lineal de los vectores
1,1y (1,2).

Ejemplo A.1.7.2 Una combinacion lineal de los vectores (1,0),(0,1) y (1,1)
es:

—2(1,0) — 3(0,1) + 5(1, 1)
.0

El problema de expresar un vector (di,ds) de R? como una combinacién

lineal de otros vectores (a1, asz), (b1,b2), ..., (c1,c2) del mismo espacio vectori-
al, implica determinar los escalares «, £, ..., 7, si estos existen, que permitan
escribir:

(dl,dg) = Oé(a1, CLQ) + B(bl, bg) + ...+ ’y(Cl, Cg) (A14)

Ejemplo A.1.7.3 Expresar el vector (3,4) como combinacion lineal de los vec-
tores (1,1) y (1,2).

Como se mencioné arriba, el problema se reduce a encontrar los valores de o y
B tales que:
(3.:4) =a(1,1) + B8(1,2)

entonces
(3,4) = a(1,1)+8(1,2)

= (a,a)+(8,28)
= (a+B,a+2p)
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Por definicién, para que dos vectores sean iguales deben ser iguales elemento
a elemento, lo que lleva a:

a+p=3 y a+28=4
al resolver el sistema se obtiene:
a=2 y s=1

por lo que el vector (3,4) puede expresarse en forma tnica, como combinacion
lineal de los vectores (1,1) y (1,2), quedando:

(3,4) =2(1,1) + 1(1,2)

Ejemplo A.1.7.4 Expresar el vector (3,2) como combinacion lineal de los vec-
tores (1,0), (0,1) y (1,1).

Se deben encontrar valores para a, 8y v tales que:
(3,2) = a(1,0) + 5(0,1) + (1, 1)
El sistema a resolver es:

= a+tvy
= B+y

donde «, 5y v deben satisfacer ambas ecuaciones. Si se despeja « en la primera
ecuacién y 5 en la segunda, se obtiene:

a=3-v 'y fpf=2-v

Al quedar a y B en términos de v puede observarse que para cada valor de
que se seleccione se encuentra una solucién al sistemas:

(3,2) = B=(L0) +(2—=7)(0,1) +~(1,1)

Esto implica que existen una infinidad de formas de expresar el vector (3,2) en
términos de los otros 3, por ejemplo:
si se selecciona v =1 entonces a =2,8=1y

(3,2) =2(1,0)+ (0,1) + (1,1)
siy=>5entonces a = -2, =-3y

etc. ..o
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Ejemplo A.1.7.5 Expresar el vector (3,4) como combinacion lineal de los vec-
tores (1,1) y (—2,—2).

Para encontrar los valores de o y ( tales que:
(37 4) = Oé(]., ]-) + B(727 72)
es necesario que:
a—28=3 y a—28=4

es facil notar que no existe solucién para este sistema de ecuaciones, en este caso
se dira que el vector (3,4) no puede expresarse como combinacién lineal de los
vectores (1,1) y (=2, —2). ...0

Ejemplo A.1.7.6 Expresar el vector (3,4) como el producto de un real por el
vector (2,—1).

Es necesario encontrar el valor de « tal que
(35 4) = 04(2, 71)

es decir
200 =3 y —a=14

es facil notar que no existe solucién para este sistema de ecuaciones, en este caso
se dird que el vector (3,4) no puede expresarse a partir del vector (2,—1)....0

Ejemplo A.1.7.7 Determinar si cualquier vector de R? se puede expresar como
una combinacién lineal de los vectores (1,1) y (1,2) .

Por definicién para que los vectores (1,1) y (1,2) generen R? es necesario que
cualquier pareja ordenada (z,y) pueda escribirse como una combinacién lineal
de ellos, esto es:

(z,y) = o(1,1) + B5(1,2)

donde « y 8 son nimeros reales.
Para analizar si esto es posible se plantea el sistema de ecuaciones como se
hizo en los ejemplos anteriores, esto es:

a(l,1)+ 5(1,2)
(o, @) + (8,28)
= (a+B+,a+2p)

(z,y)

obteniéndose:

a+pf Yy a+28=y
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La solucién del sistema es:
a=2x—y y f=y-ux

por lo que el vector (z,y) puede expresarse como combinaciéon lineal de los
vectores (1,1) y (1,2), quedando:

(z,y) = 2z —y)(1,1) + (y — 2)(1,2)

Por ejemplo, si se proporciona la pareja (3,4) del ejemplo A.1.7.3,
a=2(3)—4=2 y f=4-3=1

entonces:
(3,4)=2(1,1) +1(1,2)

Es importante observar que en el sistema de ecuaciones las incognitas son «
y [y deben expresarse en términos de = y y. ...O

Como puede observarse en los ejemplos A.1.7.3 al A.1.7.7, al reducir el prob-
lema de determinar si un vector puede expresarse como combinacién lineal de
un conjunto de vectores, al problema de resolver el sistema de ecuaciones (A.14)
se llega a que:

= ¢l vector puede expresarse en forma tnica como combinacion lineal de un
conjunto de vectores, si el sistema tiene solucién tnica,

= existe un nimero infinito de formas de expresar el vector como combi-
nacién lineal de un conjunto de vectores, si el sistema tiene una infinidad
de soluciones, y

= ¢l vector no puede expresarse como combinacién lineal del conjunto de
vectores, si no existe solucién para el sistema que se plantea.

Podriamos pensar igual que en la seccién A.1.6, si existe un niimero minimo
de vectores tales que:

» cualquier otro elemento de R? pueda ser expresado como combinacién
lineal de estos vectores,

= la combinacién lineal obtenida sea tnica,

y demostrar una proposicién analoga a la proposicion A.1 para los elementos
de R?, esto es, que cualquier conjunto de dos vectores en R? linealmente inde-
pendientes forman una base del espacio vectorial R?

Analicemos primero con la definiciéon A.11 si los conjuntos de vectores que se uti-
lizaron para formar las combinaciones lineales en los ejemplos A.1.7.3 al A.1.7.5
son linealmente dependientes o independientes.
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Ejemplo A.1.7.8 Determinar si los vectores del ejemplo A.1.7.3, (1,1) y (1,2),
son linealmente dependientes.

Para determinar la dependencia lineal es necesario resolver
(0,0) = a(1,1) + 5(1,2) (A.15)

y analizar si la tnica solucién es « =0y 8 = 0 o si existen « y 8 no necesaria-
mente cero que satisfacen A.15, entonces:

(0,0) a(1,1) + 8(1,2)
(o, ) +(B,28)

= (a+B,a+2p)

que lleva al sistema:
a+p=0 y a+28=0

cuya solucién tnica es: @« = 0y f = 0 por lo que se puede concluir que los
vectores (1,1) y (1,2) son linealmente independientes. ...0

Ejemplo A.1.7.9 Determinar si los vectores del ejemplo A.1.7.4,(1,0),(0,1) y
(1,1), son linealmente independientes.

Para encontrar «, 5 y vy tales que

(0,0) = «(1,0) + B8(0,1) +~v(1,1) (A.16)
el sistema que hay que resolver es:

O=a+vy y 0=p8+7~

este sistema tiene un namero infinito de soluciones; para cada valor de v que se
seleccione se encuentra una solucién al sistema calculando a = —v, y 8 = —7,

(070) = _’7(170) - ’V(Oa 1) + 7(1’ 1)

lo que implica que existen «, 8y v no todos cero que satisfacen A.16 por lo que
los vectores (1,0), (0,1) y (1,1) son linealmente dependientes. ...0

Ejemplo A.1.7.10 Determinar si los vectores del ejemplo A.1.7.5, (1,1) y
(—2,—2), son linealmente independientes.

(0,0) = a(1,1) + 8(-2,-2) (A.17)

esto es

(0,0) = (v — 28,0 — 28)
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por tanto
a—28=0
de donde
a=2p

para cada valor de 8 que se seleccione puede encontrarse una solucion particular
a la ecuacion A.17, sustituyendo el valor en

(07 0) = 25(17 1) + ﬂ(_Qv _2)
por ejemplo, si 8 = —3 entonces &« = —6 y
(0,0) = —6(1,1) — 3(-2,-2)

el sistema tiene un namero infinito de soluciones, por lo se puede concluir que
existen valores de a y 5 no necesariamente cero que satisfacen A.17 y entonces
los vectores (1,1) y (=2, —2) son linealmente dependientes. ...0O

Analicemos dos teoremas antes de demostrar que cualquier conjunto de dos
vectores en R? linealmente independientes forman una base del espacio vectorial
R2,

El primer teorema permite analizar rapidamente la dependencia o indepen-
dencia lineal entre dos vectores, el segundo determinar que méas de de dos vec-
tores en R? son siempre linealmente dependientes.

Teorema A.1 Sean a y b dos vectores en un espacio vectorial V, en particular
en RQA, son linealmente dependientes si y solo si existe un escalar v tal que
a=nb.

Demostracion: Sean a y b dos vectores en un espacio vectorial V,y a, 8y vy € R

= Se demostrara primero que si @ yj) son linealmente dependientes entonces
existe un escalar v tal que a = ~b.
Que dos vectores sean linealmente dependientes implica que existen a # 0
y/o B # 0 tales que aa + Bb = 0, si se supone que a # 0 entonces @ puede
escribirse como

a— 24
«
entonces:
=B
y=—
«

» Se demostrard ahora que si existe un escalar y tal que a = 'yZ;, entonces a
y b son linealmente dependientes.
Si existe un escalar « tal que & = 'yl;, para demostrar que a y b son
linealmente dependientes es necesario probar que existen o # 0 y/o 5 # 0
tales que:

ad+ b =0

Ded:’ylgsetiened—vgzo, sia=1lyfB=—y,comoa#0y3#0se
concluye que los vectores a y b son linealmente dependientes.
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..0O

Aplicando el teorema a los vectores (1,1) y (—2,—2), del ejemplo A.1.7.10,
puede demostrarse ficilmente que son linealmente dependientes ya que para
v = —2 se tiene (-2, -2) = —2(1,1).

Al aplicar el teorema a los vectores (1,
observar que no existe v que satisfaga (1,
independientes.

Es importante hacer notar que en conjuntos con més de dos vectores

1) y (1,2) del ejemplo A.1.7.8 se puede
1) = 4(1,2) por lo que son linealmente

= Si se observa que al menos dos de ellos son linealmente dependientes se
puede decir que los vectores del conjunto son linealmente dependientes,
por ejemplo el conjunto {(1,1),(-2,-2),(1,2)}

= Sin embargo, si no es obvia la dependencia lineal entre dos de los vec-
tores de un conjunto dado, la dependencia lineal no puede probarse
por parejas, ya que puede ocurrir que no existan escalares que permi-
tan expresar a uno de ellos especificamente a partir de sélo uno de los
deméas. Pero es posible que si existan escalares que permitan expresar-
lo como combinacién de algunos de ellos, por ejemplo para los vectores
(1,0),(0,1),(1,1) no existen escalares a, 8 y v tales que:

pero como se demostrd en el ejemplo A.1.7.9 si existen escalares o, 8y
tales que:

a(1,0) 4+ 8(0,1) +~(1,1) = (0,0)
En particular, para R? se puede demostrar el siguiente:

Teorema A.2 Tres o mds vectores en R? siempre son linealmente dependi-
entes.

Demostracion: Sean a = (aq, ag),la = (b1,b),...,¢ = (c1,c2), n vectores en R?
(n>2)ya,pB, ..., vnnumeros reales, entonces para determinar la dependencia
lineal es necesario establecer si « = = ... = v = 0 es la tnica solucién del
sistema:

afay,az) + B(b1, ba) + ... +v(c1,c2) = (0,0)

que es equivalente a:

aa; + Bby+ ...+
aas + Pbas+ ... +vcy =

o O
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que es un sistema con dos ecuaciones y n incégnitas por lo que tendré al
menos un grado de libertad, esto implica que no existe solucién tnica y por
tanto los vectores a, b, ..., ¢ son linealmente dependientes. ...0

En el ejemplo A.1.7.9 la aplicacién de este teorema es suficiente para de-
mostrar que los vectores no pueden ser linealmente independientes.

A continuacion se discute si es posible determinar si existe un nimero minimo
de vectores linealmente independientes que permitan expresar, en forma tnica,
cualquier elemento de R2.

Proposicion A.2 Con un solo vector (ay,a2) no podemos expresar cualquier
elemento (x,y) de R?

Es suficiente con exhibir un cotraejemplo, concretamente en el ejemplo A.1.7.6
no es posible encontrar un real o tal que:

(‘Tv y) = a(alv a2)

Proposicion A.3 Con dos vectores linealmente dependientes no necesariamente
es posible expresar cualquier otro vector de R?

Demostracion. R
Sean (ai,as) y (b1,b2) linealmente dependientes esto es ¢ = b, al tratar de
encontrar la combinacion lineal

(x,y) = alar,az) + B(b1,b2)

se llega a
(z,y) = (a+7)(a1, a2)

lo que nos lleva a una ecuacién analoga a la del caso anterior que como se vid
no necesariamente tiene solucion. (ver ejemplo A.1.7.5) ..o

Proposicion A.4 Con dos vectores linealmente independientes se puede en-
contrar una combinacion lineal inica.

Demostracion.

Sean (a1,as) v (b1,b2) dos vectores cualesquiera en R? para demostrar que ge-
neran todo R? es necesario probar que para cualquier vector (z,y) en R? existen
reales o y (3 tales que:

(z,y) = alar, az) + B(b, b2)
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esto es:
aay + by =2 y aaz + by =y

es facil observar que si los vectores son linealmente independientes siempre
existe solucién para este sistema de ecuaciones y la solucién es tnica. ...O

Proposicion A.5 Con dos o mds vectores linealmente dependientes puede no
ezistir una combinacion lineal, o determinarse un numero infinito de combina-
ciones lineales para expresar un vector (x,y) de R?

La demostracion de esta proposicion se le deja al lector, se le sugiere ver ejemplos
Al175A1.74

Utilizando entonces la definicién A.12 llegamos a que la dimensién de R?
es 2 y por la definicion A.13 podemos concluir que cualquier conjunto de dos
vectores linealmente independientes en R? constituye una base para ese espacio
vectorial.

Revisemos ahora los siguientes ejemplos.

Ejemplo A.1.7.11 Determinar si {(1,1),(1,2)} es una base de R2.

En el ejemplo A.1.7.8 se demostro que los vectores (1,1) y (1, 2) son linealmente
independientes y por el teorema A.2 generan R?, por lo tanto se puede decir
que {(1,1),(1,2)} forman una base de R2. ...O

Ejemplo A.1.7.12 Determinar si los vectores {(1,0),(0,1),(1,1)} forman una
base de R?.

En el ejemplo A.1.7.9 se demostro que {(1,0),(0,1),(1,1)} son linealmente
dependientes por lo que, aunque puedan generar R?, no pueden constituir una
base para R? ...0

Ejemplo A.1.7.13 Determinar si el conjunto de vectores {(1,1),(—2,—2)}
constituyen una base de R2.

En el ejemplo A.1.7.10 se demostr6 que {(1,1),(—2,—2)} son linealmente
dependientes por lo que no pueden considerarse como una base de R2. ...0

A.1.8. Relacion entre R? y { "}.

En lo que sigue se establecera una regla de asociaciéon entre los elementos
del espacio vectorial de flechas dirigidas y el de las parejas de ntimeros reales
de manera que los vectores resultantes de las operaciones de adicién y multi-
plicacién por un escalar, definidas en cada espacio vectorial, también sigan esa
regla de asociacién. Una consecuencia de establecer esta regla es que los espa-
cios vectoriales mencionados se vuelven indistiguibles, cualidad que se utilizara
para obtener nuevos resultados que seran validos tanto para un espacio vectorial
como para el otro. Algunas definiciones necesarias se presentan a continuacion.
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Definicién A.14 (Isomorfismo entre espacios vectoriales) Sean los espacios
vectoriales V1 y Vo, se dice que son isomorfos si es posible establecer una cor-
respondencia uno a uno (& < 0) entre los elementos &, § € V1 y G, 0 € Vg tal
que Si:

T — U
y o
entonces aZ + Py <+— at+ PO

donde o, B son nimeros reales.

A continuaciéon se introduce la idea geométrica que asocia a cada elemento
de R x R uno y sélo un punto del plano.

Definicién A.15 (Sistema Cartesiano de coordenadas) Sea R x R el producto
cartestano del conjunto R consigo mismo, si el conjunto de la izquierda del
producto se representa como una recta horizontal y el de la derecha como una
recta vertical y si ademds, el punto de interseccion entre ellas se denota como
0 u origen del sisterna coordenado, y se le asocia la pareja (0,0), entonces:

se define a la recta horizontal como el eje de las abscisas 6 eje-x cuya direc-
cion positiva es a la derecha de 0 y la direccion de x creciente es de izquierda a
derecha,

se define a la recta vertical como el eje de las ordenadas 6 eje-y cuya direccion
positiva es arriba del punto 0 y la direccion de y creciente es de abajo hacia
arriba.

A cada punto del plano le corresponde una pareja ordenada de nimeros
reales: la primera entrada o componente de la pareja corresponde a la posicion
del punto respecto al eje-x y se denota como la abscisa del punto; la sequnda
componente de la pareja corresponde a la posicion del punto respecto al eje-y y
se denota como la ordenada del punto.

De las propiedades de los nameros reales se tiene que a cada punto le corresponde
una y sb6lo una pareja de ntimeros reales y conversamente, a cada pareja de
ntmeros reales le corresponde uno y sélo un punto del plano. Por esta razén al
plano se le conoce también como R2.

Por otra parte, como ya se demostré arriba (Proposicién A.1), dos vectores
flecha no colineales son una base de {7}, considere el siguiente conjunto de
flechas no colineales que parten del punto 0:

) una flecha de longitud unitaria en la direccién de z creciente
7 una flecha de longitud unitaria en la direccién de y creciente(A.18)
la base que constituyen se denota como la base canonica de { 7}.

En consecuencia, toda flecha a puede escribirse mediante la combinacion
lineal:



A.1. ESPACIOS VECTORIALES 73

a=ail+ as) (A.19)

De igual forma, para R? es posible designar una base, en este caso las parejas:
e = <1,0>

ey = <0,1> (AQO)

como la base canénica de R2.
Con esto y la definicion A.14 de isomorfismo es posible demostrar la siguiente:

Proposicién A.6 Los espacios vectoriales { '} y R? son isomorfos.

Demostracion.
Considere la siguiente asociacién entre los vectores base de { '} y R?:

1 < €1

] & 69
Es suficiente con demostrar que la combinacién lineal a1% 4 as) corresponde al
vector a1é; + azé2, esto es que:

a1t + asj < a1é1 + asés

Pero esto es inmediato ya que la flecha a;1? + as) comienza en el origen del
sistema coordenado y termina en el punto A cuyas coordenadas son (a1, as) y
que corresponde a la suma a1é1 + asés lo que implica que:

A+—a

pero @ es un vector arbitrario de {,} y por tanto esto es cierto para todo
a € {/} y todo A € R?, consecuentemente los dos espacios vectoriales son
isomorfos. ...0O

Dado que un punto de R? puede ser representado por una flecha que parta
del origen de sistema de coordenadas y viceversa en lo que sigue se hablara
indistintamente de flechas o puntos en R2. M4s aun, para distinguir vectores de
puntos se seguira la notacion siguiente:

Un punto se prepresentari como

A(al,ag) (A21)
mientras que el vector asociado, por:
a=<ay,ay > (A.22)

Se menciond arriba que las bases de los espacios vectoriales no son tnicas,
en el ejemplo que se presenta a continuacién se explora la idea de expresar las
coordenadas de un vector dado respecto a una base nueva. Este problema se
conoce como cambio de coordenadas y es de fundamental importancia no solo
aqui sino en otras areas como algebra lineal y optimizacién, entre otras.
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asj

Q>

Y
Y

Figura A.7: Sistema Ortogonal de Coordenadas

Ejemplo A.1.8.1 Elvector a tiene como componentes respecto a la bdase candni-
ca a
< ai,az >.

= Demuestre que el conjunto de vectores:
{<1,-3>,<-1,1>}
es otra base de R?.
= Erprese al vector a en términos de la nueva base.
Como dimR? = 2 es necesario primero demostrar que
{Gr =<1,-3>,Go =< —1,1 >}
son linealmente independientes. Asi, la combinacién lineal:
a1 <1,-3>+as < —1,1>=0
implica el siguiente sistema de ecuaciones:

Q] — Q2

—3a1+ ay =
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Y
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Figura A.8: Sistema Oblicuo de Coordenadas

por tanto:
a1 = Qg = 0

necesariamente; por lo que ¢ y @2 son linealmente independientes.
Como ya se demostré arriba, cualquier vector en R? es expresable de manera
dnica como una combinacién lineal de dos vectores linealmente independientes.

En particular esto debe ser verdadero para a, asi:
a = P11 + P24z

donde (1, B2 € R son constantes a determinar y deben ser tnicas. Dado que el

vector & € R? las siguientes ecuaciones son ciertas:

a = a1é1 + agéz
= B+ 5242
Mas aun:
é1 = 7T141+ 720

(A.23)

€2 = 5141+ 520G
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con 71,79, 51, 52 € R coeficientes a determinar dado que é1, é; € R2. Por lo que
sustiruyendo en la ecuacién de arriba:

a = ai(riqir +r2G2) + az(s141 + S242
(@171 + a2s1)d1 + (@172 + a2s2)do
Bid1 + B2§G2

Por lo que:

B = aim + a5
B2 = aira +azsy (A.24)

Para terminar el problema sélo resta obtener valores para 1, r2, S1, S2 pero esto
es muy sencillo ya que escribiendo los vectores é1, és, §1, ¢2 de las ecuaciones
(A.23) componente a componente, se tienen los siguientes sistemas de ecuaciones
algebraicas:

rK — T2 = 1
-3 ry+re = 0
y por tanto:
S (A.25)
T = 27 T2 = 2 :
También:
S§1 — S92 = 0
-3 81+ 89 =
y por tanto:
S P (A.26)
s1 = 27 S2 = 2 .

Finalmente, sustituyendo las ecuaciones (A.25,A.26) en las ecuaciones (A.24)
se tiene:

1 1
f = —§a1—§a2

3 1
B2 = —5(11—502

Dado que los ntmeros a;, as son Gnicos para un vector particular a se sigue de
las ecuaciones de arriba que (1, P2, también lo son. Por lo tanto se concluye:

= Los vectores del conjunto:
{<1,-3><-1,1>}

son linealmente independientes y son una base de R?.
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= El vector a respecto a la nueva base tiene las componentes:

) 1 1 3 1
a:(—5611—§a2)91+(—§a1—§a2)%

7
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