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6. Las ecuaciones de una recta son 

Hallando las coordenadas de dos de 10s puntos de esta recta, demuistrese que esti 
en el plano 2% + 7y - 122 + 49 = 0. 

7.  Las ecuaciones de una recta son 

Poniendo estas ecuaciones en funci6n de 10s planos proyectantes, demudstrese 
que esta tecta esti  en el plano 3% + 2y - z + 1 = 0. 

8. Las ecuaciones de una recta son 

Empleando el haz de planos que tiene a esta recta por eje, demuistrese quo esti  
en el plano x - 6y - 22 - I - 0. 

9. Demostrar que la recta * = = k7 e s t i en el plano 
4 - I 2 

x -2y - 3 2  - 8  - 0 .  
10. Las ecuaciones de una recta 1 son 

y la ecuaci6n de un plano 8 es 6% - 8y + 232 - 14 = 0. Obtener las ecuaciones 
parametricas de 1 y sustituir estos valores de x ,  y y z en la ecuacion de 6. 
Demostrar que la ecuaci6n resultante es una identidad en el parimetro t y,  po t  
tanto, que 1 esti  en 8. 

11. Demostrar que la recta 7% - y - z + 8 = 0. 3% + 5y - 22 - 3 = 0. 
esti  en el plano 5% - 17y + 42 + 25 = 0 empleando las ecuaciones paramdtricas ' 
de la recta. 

12. Si una recta es paralela a uno de 10s planos coordenados, demulstrese 
que tiene solamedte dos planos proyectantes diferentes. 

1s. Hallar la ecuacidn del plano determinado por la recta 

y el punto (3, - 1. 2 ) .  
14. Hallar la ecuaci6n del plano determinado por la recta 

y el punto (2. 0. - 4). 
16. Las ecuaciones de una recta son 

Hallar las coordenadas de cada ano de sus puntos de penetration o trazas en 10s 
planos coordenados. 

En cada ano de 10s ejercicios 16 y 17. reddzcase la forma general dada a una 
forma simltrica de las ecaacioner de la tecta. 
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18. Demostrar que la recta x + 3y + z + 9 = 0, 4x + 3y - 22 + 12 = 0, 
& paralela a1 plano 2x - 3y - 42 + 6 = 0. 

18. Demostrar que la recta x - 2y - z + 7 0. 2x - 100 z 4- 5 = 0, 
err perpendicular a1 plano 4x + y + 22 - 5 = 0. 

20. Demostrar que las rectas 2x + y + z - 0, x - 4y + 22 + 12 = 0, p 

x S  *4 + 4 son paralelas. 
2 - 3 3 
21. Demostrar que las rectas 2x y - 22 10 = 0, !/ + 22 - 4 - 0, Y 

3 z + l l  42 I(- - son perpendicalares. 
4 - 3 2 

2x + 3 
22. Hallar el ingulo obtuso que forman las rectas - = .!!ik-? + zCI? 4 - 2  - 3  

g x + y - 2 2 + 1 1 = 0 , 2 ~ - y + z - 9 = 0 .  
23. Demostrar que las rectas 6x + 5y 52 = 0. x y 22 - 1 - 0 .  Y 

7x + 6y + 72 - 2 6 0,  7x + 2y - 212 - 86 5 0, son paralelae. 
24. Demostrarque las rectas 4x + y - z + 15 = 0. x - I/ - z + 5 0, Y 

2x + y + z + 1 - 0. x - y + 22 - 7 - 0, son perpendiculares. 
26. Hrllar el ingulo agudo formado por las rectas 2x + y - 42 - 2 = 0. 

4 x - 3 y + 2 2 - 4 - 0 .  y x + 5 y + z + l = O .  x + y - 2 - 1 - 0 .  

127. Posiciones de una recta y a n  plano. En este artfculo consi- 
deraremoa primero las poaiciones que pueden ocupar una recta I cuyos 
n h e r o s  directores son [ a ,  b , c ] y un plano 6 cuya ecuaci6n es 
A z + B y + C z + D = O .  

La recta I y el plano 6 son paralelos si y solamente ai I es per- 
pendicular a la normal a 6 .  Por tanto, por el corolario 2 del teore- 
ma 7 ,  Articulo 112, una condici6n necesaria y suficiente para el 
paralelismo de I y 6 eat& dada por la relaci6n 

La recta I y el plano 6 son perpendiculares entre sf si y solamente 
si 1 es normal a 6 .  Por tanto, por el corolario 1 del teorema 7 ,  Ar- 
tfculo 112, una condici6n necesaria y suficiente para la perpendicula- 
ridad de I y 6 est& dada por las relaciones 

en donde k es una constante diferente de cero. 
Un resumen de estos resultados lo expone el siguiente 

TEOREMA 4 .  La condCci6n necesaria y suficiente para que la recla 
cuyos ntimeroa directores son [ a ,  b ,  c ]  y el plano cuya ecuacidn es 
A x + B y + C z + D  = 0 ,  

a )  aean paralelos, ea Aa + B b  4- Cc = 0  ; 
b) Sean perpendkkres, A = ka , B = kb , C = kc,  (k # 0 ) .  
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Vamos a considerar ahora el caso (fig. 170) en que la recta 1 no 
es ni paralela ni perpendicular a1 plano 6 .  Sea I' la proyeccidn de I 
sobre 6 .  El 4ngulo forrnado por la recta 1 y el plano 6 se define 
como el Bogulo agudo + formado por la recta 1 y su proyeccibn I' 
sobre 6 .  Sea n la normal a 6 en P , punto de intersecci6n de I y 6 .  
Entonces las rectas n,  1 y 1' e s t h  en un mismo plano y el 4ngulo + 

Fig. 170 

es el complemento de 0 , el hngulo agudo fomado por n y 1. Pero , 
por el teorerna 7 del Articulo 112, el 4ngulo agudo 0 est4 deterrni- 
nado por la relaci6n 

Por tanto, como cos 9 = sen (90' - 9 ) = Een + , se sigue que sen + 
eat6 determinado por el segundo miembro de la ecuaci6n (3).  De aqui 
el siguiente 

TEOREMA 5 .  El dngulo + jonraado por la recta cuyos nzimeros 
directores son [ a ,  b , c ] y el plum Ax + By + Ca + D = 0 es el 
dngdo agudo delerminado por la jdrmula 

NOTA. El  ttortma 4 paede obtenerse directamente del teorema 5.  Esta 
dedocci6n se deja como ejercicio a1 estadiante. (Ver 10s ejercicios 3 y 4 del 
gropo 59 a1 final de este capitalo.)  

Ahora vamos a considerar la determinaci6n de la distancia d 
(fig. 171) de un punto dado PI a una recta dada I en el espacio. 
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Por el punto PI hagamos pasar un plano 6 perpendicular a 1 y sea 
PI el punto de interseoci6n. Entonces la longitud del segmento PIPI 
es la distancia buscada d. Vamos a ilustrar el procedimiento con un 
ejemplo num6rico . 

Fig. 171 Fig. 172 

Ejemplo 1. Hallar la distancia del punto P I  (6. - 3. 3 )  a la recta 1: 

Soluci6n. Por el artificio de loa numeros directores (Art. 113) hallamos 
quo lor numeros directores de 1 son [ l ,  - 2. 21. Por  tanto, la ecuaci6n del 
plano 6 quo pasa por P I  (6, - 3. 3)  y es perpendicular a I es 

l ( x - 6 ) - 2 ( y + 3 ) + 2 ( ~ - 3 ) r . O ,  
o sea, 

x - 2y + 22 - 18 = 0. 

Las cootdenadas del punto PI ,  intersecci6n de 1 y 6, son la aoluci6n comun 
(4. - 5, 2) de las ecuaciones de 1 y 6. Por  tanto, la distancia buscada es 

d = I P ' P I I ~ . \ / ( 6 - 4 ) a + ( - 3 + 5 ) a + ( 3 - 2 ) a = 3 .  

La distancia entre dos rectas paralelas puede hallarse como la 
distancia de cualquier punto de una de las rectas a la otra recta. 

Se demuestra en Geometrfa elemental que dadas dos rectas que se 
cruzan puede trazarse una y solamente una perpendicular comdn , 
y que esta perpendicular es la distancia m4s corta que existe entre las 
dos rectas. Vamos a determinar esta distancia. Sean 21 y h (figu- 
ra 172) dos rectas cruzadas cualesquiera, y AB su perpendicular 
comdn . Por 1 I hagamos pasar un plano 6 paralelo a 1 a .  Sea P I  un 
punto cualquiera de 12. Entonces la distancia de PI a 6 es la distan- 
cia buscada d = I kB 1 .  Evidentemente , d es tambih la distancia 
entre el plano 6 y el plano que pasando por 12 es paralelo a 1 I .  

Vamos a ilustrar la determinaci6n de d por un ejemplo num6rico. 
~ahn~na.-% 
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Ej8mplo 2. Hallar la distancia mis  corta entre las dos rectas cruzadas 

1 1 :  2 % - y + 2 + 3 = 0 ,  x + y + 2 2 + 3 = 0 ;  

Y l z :  x - y - 2 - 1 = 0 ,  3 % - 2 - 7 = 0 .  

Bolucibn. Por  el Articulo 121, la familia de planos que pasan por 1 1  es 

2 % -  y + z + 3 + k ( x + y + 2 ~ + 3 ) = 0 .  (4) 

Por  el artificio de 10s numeros directores (Art .  113), 10s nbmeros directores de 
11 son [ I ,  - 2. 31. Por tanto, por el teorema 4 anterior, para que un plano 
de la familia (4) sea paralelo a I n  debemos tener 

1 ( 2 +  k ) - 2 ( -  1 + k ) + 3 ( 1  + 2 k ) = O ,  

de donde. k = - %. Sustituyendo este valor de k en la ecuaci6n (4 ) ,  obtene- 
mos que la ecuaci6n del plano que pasa por 1 ,  y es paralelo a l z ,  es 

Las coordenadaa de un punto P l  de 11 son (0, 6,  - 7 ) .  La distancia buscada d 
es la distancia de PI a1 plano (5).  Por  el teorema 11 del Articulo 120, esta dis- 
tancia es 

1 0 - 4 . 6 - 3 ( - 7 ) - 2 1  
d =  = 24%. 

4 1  + 4 ' + 3 '  26 

EJERCICIOS. Grupo 59 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

x + 2  4 1. Hallar el Ingulo que forman la recta - = = y el pla- 
3 - 1 2 

no 2% + 3 y  - z + 11 = O .  
2. Hallar el dngulo formado por la recta 

y el plano 3% - 7y + 82 - 9 = 0. 
3. Partiendo del teorema 5, obtener la condici6n para el paralelismo de 

una recta y un plano, dada por el teorema 4 del Articulo 127. (Ver el corola- 
rio 2 do1 teorema 7. Art .  112. ) 

4. Partiendo del teorema 5,  obtener la condici6n para la perpendicularidad 
do una recta y un plano, dada por el teorema 4 del A r t i c ~ l o  127. (Ver el coro- 
lario 1 del teorema 7, Art .  112. ) 

5. Hallar la distancia do1 punto (- 1. 2. 3) a la recta 

6. Hallar la distancia del punto (7, 7, 4) a la recta 
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7. Demostrar que las rectas 

son paralelas, y hallar la distancia entre ellas. 
8. Drmostrar que las rectas x + 7y - z - 16 = 0, x - y + z - 4 = 0, 

x + I l y  - 22 = 0, x - 5y + 22 - 4 = 0. son paralelas, y hallar la distancia 
entre ellas. 

9. Hallar la distancia mi8 corta entre las dos rectas que se cruzan 

10. Hallar la distancia mhs corta entre las dos rectas cruzadas 

11. Hallar la ecuacidn del plano que pasa por  el pnn to  (3 .  - 1. 7 )  y es 
x + 2  3 -  perpendicular a la recta - = 2 - 3  - 1  =T. 

12. Hallar la ecuacidn del plano que pasa po r  el p u n t o  (2 ,  4, - 1) y es 
paralelo a cada una de las rectas 

13. Hallar las ecuaciones de la recta qne pasa po r  el pun to  (7.  - 2. 9 )  y es 
perpendicular a cada una de las rectas 

14. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por  el p u n t o  (5. 0. - 3 )  y es 
x + 6  y + 2  4 - 3 2  paralela a la recta - = - = -. 

3 - 8 9 
16. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa po r  el pun to  (6 ,  4. - 2 )  y es 

paralela a cada nno  de 10s planos x + 2y - 32 + 8 = 0 y 2x - y + z - 7 = 0.  
x + 2  16. Hallar la ecuaci6n del plano qne pasa por  la recta - - Y = 

2 - 3  4 
x - 1  2 + 7  y es paralelo a la recta - = 2- = .  

1 - 2 5 

17. Hallar la ecuaci6n del plano determinado por  la recta 

y el pun to  (4.  - 3, 2 ) .  

18. Demostrar que la recta X - 2 = * y el plan0 
6 - b 3 

son paralelos y determinar la distancia que hay entre ellos. 
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18. Demortrar que lar recta8 

ron paralelar, y hallar la ecuaci6n del plano deterrninado por ellas. 
20. Demortrar que Ira recta, 

re cortm,  y hallar la ecuaci6n del plano determinado por ellar. 
21. Demortrar, maliticamente, que ri dor planor paralelor ton cortados 

por un tercer plano, lac rectar de interrecci6n ron paralelar. 
22. Hallar la ecuaci6n del plano que para por el punto (6, - 1, 3) y er 

perpendicular a la recta 2% + 2y + z  - 4 = 0, x  - 3y + 42 + 2  = 0. 
23. Hallar la ecuaci6n del plano que para por el punto (2, 2. - 4) y er 

paralelo a cada una de Ira rectar x  + y  - z + 11 = 0, x  - y  + 22 - 7 - 0. y 
2 x - 3 y - 2 z + 8 - 0 .  x + 2 y + z - 9 - 0 .  

24. Hallar Iar ecuacioner de la recta que para por el punto (5, 1, - 1) y er 
paralela a cada uno de lor planos 3x - y  + Zz - 5  - 0  y Zx + 2y - 32 + 9  = 0. 

26. Hallar la8 ecnacionea de la recta que para por el punto (1, 6. - 5) y ea 
perpendicular a cada nna de I r a  rectar 3x -2y +32 +9=0 ,  x +  y-2z+ 13 -0,  
y 2 x + 2 y - 5 2 + 1 0 = 0 .  x - y - z + 3 - 0 .  

26. Hallar la ecuaci6n del plano determinado por la recta 

y el pnnto (1, - 2, 2) . 
27. Hallar la ecuaci6n del plano que para por la recta 

y er paralelo a la recta de ecuacioner 

28. Demortrar que la recta 

y el plano x  + y - 32 + 8  - 0  ron paralelor, y hallar la dirtancia que hay 
entre ellor. 

89. Demostrar que la, rectar x  - Zy + 22 - 4  - 0, x  + 4y + 82 + 8  = 0. 
y x  + y  + 52 - 5 = 0, x  + 8 ~  + 122 - 12 = 0, ron paralelar, y hallar la 
ecuaci6n del plano que dcterminm. 

30. Determinar la dirtancia d del plano 6: 3x - 12y + 42 - 3  = 0  a1 
* punto PI (3. - 1, 2) por el siguiente procedimiento. HAllenre Ira coordenadar 

del pnnto PI, pie de la perpendicular trazada de PI a 6. Luego determinere d 
como la longitud del regmento PIPI. 



CAPITULO XVI 

SUPERFICIES 

128. Introducd6n. El presente capftulo lo dedicaremos a1 estudio 
de la ecuaci6n rectabgular en tres variables, 

En primer lugar vamos a extender a1 espacio tridimensional algunos de 
10s conceptos tundamentales relativos a la ecuaci6n 

como representacidn analftica de un lugar geom6tric0, estudiados en 
el Capftulo 11. 

Vimos en en el Capftulo XIV que todo plano se repreaenta analfti- 
oamente por una hica ecuaci6n lineal de la forma 

De una manera m4s general, veremos que , si existe una representa- 
ci6n analftica de una figura geom6trica considerada por nosotros como 
una superficie, tal representaci6n consistid en una 4nica ecuacidn 
rectangular de la forma ( 1 ) . Por ejemplo , se puede demostrar f4cil- 
mente , por medio de la f6rmula de la distancia entre dos puntos (teo- 
rema 1, Art. 108), que la superficie esf6rica de radio r y con centro 
en el origen se representa , analfticamente , por la ecuaci6n 

De acuerdo con lo anterior, vamos a establecer la siguiente 
DEFINICI~N. Se llama supmjfcie a1 conjunto de puntos, y ~ 0 2 ~ -  

menfe de aquellos puntos , cuyas coordenadas satisfacen una aola eoua- 
ci6n de la forma ( 1 ) . 

El lector debe notar cuidadosamente lo que implica esta definici6n. 
Como de ordinario , las coordenadas de UD punto estsn restringidas a 
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valores renLe8. La definici6n establece que , si una ecuaci6n de la 
forma (1) representa un lugar geombtrico, ese lugar geometric0 es 
una superficie. Y reciprocamente, si una superiicie puede represen- 
tarse analiticamente, tal representaci6n es una sola ecuaci6n de la 
forma ( 1) . 

Aunque la ecuaci6n (1) contiene tres variables, la ecuaci6n de una superficie 
puede contener solamente una o dos variables. P o r  ejemplo, vimos anterior- 
mente que ana  ecuaci6n de la forma x = k .  en que k es una  constante cualquie- 
ra, representa un  plano paralelo a1 plano Y Z .  Ademis,  veremos m i s  adelante 
quo nna tcuaci6n de la forma 

considerado en el espacio, representa un  cil indro circular recto. A1 trabajar en 
tres dimensiones. el lector debe cuidarse de referirse a la ecuaci6n (2) como una 
circunferencia. Con  el f in  de evitar tal ambigiiedad. generalmente es mejor 
referirse a la ecuaci6n (2) como a "la superficie x 2  + y2 = 4" o "el cilin- 
d ro  xa + ya = 4". 

T o d a  ecuaci6n de la forma ( I )  no  representa necesariamente una superficie. 
Po r  ejemplo, la ecaaci6n 

x a  + y2 + 422 + 7 = 0 

tiene a n  n lmero  inf in i to  de soluciones o ternas de valores para x .  y y z .  Pero 
en ninguna de las ternas son reales 10s tres valores. P o r  tanto. en nuestra Geo- 
metria real, decimos quo esta ecuaci6n no  representa ninqcin luqar qeomdtrico. 
Podemos anotar  tambi ln  quo la ecuaci6n 

tiene solamente una eoluci6n real, quo es x = y = z = 0, y,  por  tanto,  su l u -  
gar geomCtrico es t i  consti tuido por un  solo punto ,  el origen. 

129. Discusidn de la ecuacidn de una superficie. En la construe- 
ci6n de curvas planas (Art. 19) , vimos que era particularmente ven- 
tajoso discutir la ecuaci6n de una curva antes de trazar su grifica 
correspondiente . Anilogamente , es ventajoso discutir la ecuaci6n de 
una superhie antes de construirla. Ljmitaremos nuestra discusi6n a 
10s cinco pasos siguientes : 

1 .  Intercepciones con 10s ejes coordenados. 
2 .  Trazas sobre 10s planos coordenados . 
3 .  Simetrla con respecto a 10s planos coordenados , ejes coorde- 

nados y a1 origen . 
4 .  Secciones por planos paralelos a 10s planos coordenados . 
5. Extensi6n de la superhie. 
LOB dos primeros pasos fueron definidos y discutidos en el Articu- 

lo 116. Por tanto, dedicaremos el resto de este articulo a una discu- 
si6n de 10s tres pama restantes . 
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En el Articulo 16 dimos las definiciones para la simetria de una 
curva con respecto a una recta y con respecto a un punto. Estas defi- 
niciones no cambian cuando la palabra ' ' curva ' ' es reemplazada por 
la palabra ' ' superficie ' ' . Queda por defininir la simetria con respecto 
a un plano . 

DEFINICI~N. Se dice que dos puntos diferentes son simdfricos con 
respecfo a un plano si y solamente si el plano es perpendicular a1 seg- 
rnento que 10s une en su punto medio . 

Asi, 10s puntos Pi y Pz (fig. 173) son simCtricos con respecto a1 
plano 6 siempre que el plano sea perpendicu- 
lar a1 segmento PlPz en su punto medio . El 
plano 6 se llama plano de simetria. 

DEFINICI~N. Se dice que una supeficie 
es simdtrica con respecto a un plano de sime- PI 

tria 6 si el simhtrico de cada punto de la su- 
perficie , respecto a1 plano 6, es tambidn un 

g'jcz 
punto de la superficie . 

Las pruebas para determinar la sirnetria de F i g .  173 
una supeficie a partir de su ecuaci6n pueden 
obtenerse por 10s mismos mCtodos empleados para deducir las pruebes 
antilogas para las curvas planas (Art. 16) .  De acuerdo con esto , el 
estudiante debe verificar 10s resultados dados en la siguiente tabla. 

Si la ecuaci6n de la superficie La superficie 
n o  se altera cuando las varia- es simltrica 
bles x ,  y y z son reemplaza- con 

das por respecto a1 

- x ,  y, z plano YZ 

plano XZ 

plano XY 

- x ,  - y, z eje Z 

- x, y. - z eje Y 

x. - y. - z eje X 
- x ,  - y, -z origen 

Los tres siguientes teoremas constituyen un resumen de estos resul- 
tados . 

TEOREMA 1 .  Si la ecuacidn de una superjicie no se ultera cuando se 
cambia el crigno de unu de las variables, la superjicie es simdtrica con 
respecto a1 plano corndenado a pmtir del cual se mide esa variable, y 
redprocamen te . 
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TEOREMA 2. Si la e c m ' h  de una superjicie no se altera cuando se 
les cambia el sign0 a dos de sus variables, la superjcie es simQrica con 
reapecto a1 q e  coordenado a lo largo del cual se mide la variable cuyo signo 
no se cambid, y redprocamente . 

TEOREMA 3 .  Si la ecuacih de una superjcie no se altera cuando 
sus tres variabks cambian de signo, la superjicie es sirnbtrica con respecto 
al origen, y redprocamente. 

Supongamos que la ecuaci6n de una euperficie es 

Se puede obtener una buena idea de la forma de esta superficie estu- 
diando la naturaleza de sus secciones planas. Tales secciones pueden 
determinaree convenientemente cortando la superficie por una sene de 
planos paralelos a 10s planos coordenados. Por ejemplo, 10s planos 
pamlelos a1 plano XY pertenecen a la familia cuya ecuaci6n es z = k , 
en donde k es una constante arbitraria o padmetro. Entonces , de la 
ecuaci6n ( 1 ) , tenemos que 

eon 18s ecuaciones de la curva de intemcci6n del plano con la superfi- 
cie , correspondiendo a cada valor asignado a k una curva determina- 
da. Y como la curva (2) eats en el plano z = k , puede determinarse 
su naturalem por 10s metodos de la Geometria analitica plana. 

El concepto de la extensi6n de una superficie es antilogo a1 de 
la extensi6n de una curva plana ya estudiado en el Articulo 17. 
Si ae da la ecuaci6n de una superficie en la forma ( I ) ,  se puede 
ver de despejar una de las variables en funci6n de las otras dos. 
Si, por ejemplo, despejamos z en funci6n de z y y podemos 
escribir la ecuaci6n en la forma 

Una ecuaci6n en la forma explfcita (3) nos permite obtener 10s inter- 
valos de variaci6n de 10s valores realea que las variables pueden tomar. 
Eata informaci6n ea Cltil para determinar la localizaci6n general de la 
superficie en el espacio coordenado ; tambih indica si la superiicie es 
cerrada o indeiinida en extensi6n. 

130. Conetraai6n do ana eaperfhfe. En este artfculo vamos a 
iluetrar la diecusi6n de la ecuaoi6n de una superficie y la constmcci6n 
de la misma mediante varios ejemplos. 
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Ejemplo 1. Discutir la superficie cuya ecuacidn ea 

Construir la superficie. 
Solucibn. 1. Intercepcionea. Laa hnicaa intercepciones con loa ejea coor- 

denados estin dadas por el origen. 
2. Trazas. La traza sobre el plano XY es on solo punto, el origen. La 

traza sobre el plano XZ e9 la paribola x' = 42. y = 0. La traza sobre el pla- 
no YZ es la parlbola ya = 42. x = 0. 

3. Simetria. La superficie es sImCtrica con respecto a1 plano YZ, a1 pla- 
no XZ y a1 eje Z. 

4. Secciones. Los planos z = k cortan a la superficie (5) en Ias curvas 

que conatitaye una familia de circunferencias, para todor 10s valorer de k > 0. 
Loa planos y = k cortan a la superficie (1) en laa paribolas 

y 10s plrnos x = k cortan a la ruperficie (1) en Ire paribolar 

5. Extenridn. La ecuacidn (1) muestra que las variables x y v pueden 
tomar todos 10s valorer realer, per0 la variable z esti  restringida a valores poai- 
tivos. Por tanto, ninguna parte de la superficie aparece abajo del plan0 XY. 
rino que se extiende indefinidamente hacia arriba del plano XY. 

En la figura 174 se ha trazado una parte de la superficie. Todar Iar reccionea 
paralelas a1 plano XY son circunferencias cuyo radio crece a medida que se alejan 
del plano XY. La parte que erti  en el 
primer octante aparece en liner grUeSl. z 
Esta superficie se llama paraboloide de 
reuolucidn. 

Ejemplo 2. Dircutir la superficie 
cuya ecuacidn es 

x ' + z - 2 - 0 .  (2) 

Construir la ruperficie. 
Solucibn. I .  Intercepcionea. La8 

intercepciones con el eje X ron A 4 3 .  
Con el eje Y no hay intercepcidn. La 
intercepcidn con el eje Z er 2. / 

2. Trazas. Lam trazas robre el pla- X 
no XY 8011 1ar rectar x - a, z 5 0. Fig. 174 
y x = - 4 2 ,  z - 0. La traza robre 
el plano XZ er la paribola xa - - (z - 2) ,  y 5 0. La traza sobre el pla- 
no YZ er la recta z - 2. x = 0. 
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3 .  Sirnetria. La  superficie es simitrica con respecto a1 plano YZ. 
4. Secciones. Si  cortamos la superficie (2) por 10s planos z = k se obtie- - 

nen las rectas x = * ' \ I 2  - k, z = k ,  siempre que k 5 2 .  Los planos y = k 
cortan a la superficie en las paribolas x a  = - ( z  - 2 ) ,  y = k.  Los  planos 
x = k cortan a la superficie en las rectas z = 2 - kP, x = k. 

5. Exrensidn. Po r  la ecuaci6n (2) vemos quo no  hay restricciones para 
10s valores que x y y pueden tomar. Pero la variable z n o  puede tomar valores 
mayores de 2. P o r  tanto.  la superficie estl  en su totalidad abajo o en el plano 
z = 2 y es indefinida en extensi6n. 

Fig.  175 

E n  la f igura 175 aparece una parte de la superficie. Dicha superficie es, evi-  
dentemente, un cilindro cuyas generatrices son paralelas a1 eje Y y cuyas seccio- 
nes paralelas a1 plano XZ son parabolas congruentes. E n  vista de esta ult ima 
propiedad, la superficie se llama cil indro parabdlico. 

EJEBCICIOS. Qrupo 60 

E n  cada uno  de 10s ejercicios 1-24,  estudiar y trazar la superficie cuya 
ecuaci6n se da. 
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25. Explicar c6mo se deducen 10s teoremas 1, 2 y 3 del Articulo 129. 
26. Demostrar que si una superficie es simitrica con respecto a dos  de 10s 

planos coordenados tambiin l o  es con respecto a1 eje coordenado contenido en 
ambos planos. 

27. Demostrar que si una superficie es simitrica con respecto a cada uno de 
10s planos coordenados tambi in  l o  es con respecto a1 origea. 

28. P o r  medio de un  ejemplo, demostrar que el reciproco del teorema del 
ejercicio 27, n o  es necesariamente verdadero. 

29. Demostrar que si una superficie es simitrica con respecto a cualquiera de 
10s planos coordenados y a1 eje coordenado perpendicular a ese plano, tambi in  
l o  es con respecto a1 origen. 

SO. Demostrar que la ecuacidn y2 - z 2  = 0 representa dos planos que se 
cortan. T raza r  estos planos. 

131. Ecuaci6n de la superficie esferica. En nuestro estudio ana- 
litico de la esfera , a610 nos interesa su superficie . Por esto , algunas 
veces , usaremos como sin6nimos 10s tbrminos esfera y superficie esfb- 
rica. El  estudiante debe observar en este articulo la estrecha analogia 
que existe entre las caracteristicas de la superficie esfbrica y 10s resul- 
tados previamente obtenidos para la circunferencia en la Geometria 
analitica plana (Capitulo IV) . 

La superficie esf6rica se define como el lugar geombtrico de 10s pun- 
tos del espacio que equidistan de un punto fijo. La distancia constante 
se llama radio y el punto fijo cenlro. De esta definici6n y del teore- 
ma 1 del Articulo 108 obtenemos el siguiente teorema (ver el teorema 1 
del Articulo 39) . 

TEOREMA 4 .  L a  ecuacidn de la superficie esjdrica cuyo cenlro es el 
punto (h , k , 1) y cuyo radio es la conslante r es 

(X - h)2 + (y - k)2 + ( I  - 1)"- = r2 .  (1)  

COROLARIO . La superficie esjdrica cuyo centro es el origen y cuyo 
radio es la constante dada r liene por ecuacidn 

x2 + ya + zZ = r2. 

La ecuaci6n ( 1 ) del teorema 4 se conoce como j ~ r m a  ordinaria de 
la ecuacidn de la esfera. Si desarrollamos esta ecuaci6h y ordenamos 
10s tbrminos, obtenemos una ecuaci6n de la forma 

La ecuaci6n (2)  es la llamada jormu general de la ecuaci6n de la 
esfera. Contiene cuatro constantes arbitrarias independientes; por 
tanto , una superficie eddrica queda p e r f e c t a m  e n  t e determinada 
por cuatro condiciones independientes . Asi , por ejemplo , cuatro 
puntos no coplanares determinan una super6cie esfbrica . 
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132. Coordenadas esfbricas. En este artlculo vamos a considemr 
un nuevo sistema de coordenadas en el espacio que eat$ estrechamente 
asociado con la supeficie esfbrica . 

Sea P ( z ,  y , z) (fig. 176) un punto cualquiera de una supeficie 
esfhrica de centro el origen y radio r .  La ecuaci6n de la super6cie es , 
evidentemente , 

z2 + yf + zS = rf  . (1) 

La porci6n de la esfera comprendida en el primer octante aparece en la 
figura 176. Por el punto P y el eje Z paw un plano que corta a1 

Fig. 176 

plano XY en la recta I .  Denotemos por 6 el Bngulo formado pot 1 y 
la park positiva del eje X ,  y par 4 el formado por el radio OP y la 
parte positiva del eje Z.  Designemos por Pt , A ,  B y C ,  respecti- 
vamente , las proyecciones del puoto P sobre el plano XY y sobre 10s 
e j e s X ,  Y y ~ .  Sea I O P ' 1 = = 1 C P I = s .  

Del trbingulo recthngulo OPC tenemos 

De 10s tri4ngulos rect$ngulos OAP' , OBPt y O P t P ,  tenemos, res- 
pectivamente , 

2=8COS8 - ~ 8 e 1 1 4 ~ 0 ~ 8 ,  
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Evidentemente , de las relaciones 

x = r s e n 9 c o s e ,  y = r s e n 9 s e n B ,  z = = r c o s 9 ,  (2 )  

es posible localiwtr cualquier punto P sobre la superficie esferica (1 )  
cuando se conocen 10s valores de r , 9 y 8 .  Por esto estas cantidades 
se llaman cootdendm esjdricm del punto P y se escriben asl : (r, 9, 8). 
De una manera m4s general, si dos rectas cualesquiera , intersectantes 
y perpendiculares en el espacio, tales como 10s ejes X y 2, y su 
interaecci6n 0,  se toman como elementos de referencia , entonces con 
las coordenadas esfdricas (r , 9 ,  8 ) se puede localizar cualquier punto 
en el espacio . Tenemos a d  un nuevo sistema llamado sistema: de coor- 
denadas esjh'eas . 

Considerado como un punto de la superficie de la Tierra, P se 
localiza por su latitud , el complemento del hgulo  9 ,  y su longitud e 
medida a partir del eje X como una recta en el plano del meridian0 
principal. De acuerdo con esto , las coordenadas 9 y e se llaman , 
reapectivamente , colatitud y longitud del punto P. La coordenada r 
se llama radio veetw del punto P. 

La longitud 6 puede medirse, como en Trigonometrfa, tomando 
la parte positiva del eje X como lado inicial (Apendice IC , 1 ) .  Para 
que las coordenadas esfericas ( r ,  9 ,  8 )  representen un punto linico 
en el espacio , restringimos sus valores a 10s intervalos 

r 1 0 ,  O L 9 < n ,  O L B < 2 n .  - .  

Eliminando 9 y e de las relaciones (2), obtenemos la ecuaci6n (1). 
Como el radio r de una esfera dada es una constante fija, vemos 
que las relaciones (2)  son las ecuaeiones paramdlricas de una superficie 
esf6ric.a de centm el origen y radio 7,  siendo las variables 9 y e 10s 
padmetros . 

Las relaciones (2)  pueden emplearse como ecuaciones de transfor- 
maci6n entre 10s sistemas coordenados rectangular y esf6rico. Si des- 
pejamos r , 9 y e , obtenemos 

Z 
r = * / x 2  + ya + zs , 9 = arc cos Y 

* /z l  + ya + z2 e = arc tg- (3) 
2 ' 

las cuaks pueden emplearse tarnbien como ecuaciones de transforma- 
ci6n entre 10s dos sistemas . 

Los resultados precedentes se resumen en el siguiente 

TEOREMA 5. LIB cootdenadas reclangulrrres (x , y , z) y la8 coor- 
denadas esjdricas ( r , 9 , 8 ) de un punlo en el espacio esldn ligadas pot 
las relaciones 
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Las transformaciones entre 10s dos sistemas coordenados pueden efectuarse 
por medio de estas ecuacianes y de las aiguientes relaciones obtenidas 
de ellas: 

2 
r = d x a + y 2  + z2, + =  arccos Y  

4 x a + y z +  zZ' 
0 = arc ig - . 

X 

Las variaciones para r, + y 0 esldn dadas por 10s intervalos 

EJEBCICIOS. Grupo 61 

Dibujar  una f igura  para cada ejercicio. 

1. Demostrar el teorema 4 y su corolario dados en el Articulo 131. 
2. Hallar la ecuacidn de la superficie esfhrica cugo centro es el p u n t o  

(3, 2, - 2) y quo es tangente a1 plano x + 3y - 22 + I = 0. 
3. Hallar la ecuaci6n de la superficie esfirica cuyo centro e s t i  sobre el eje X 

y quo pasa por  10s dos puntos  (3. - 4. 2)  y (6. 2. - 1) .  
4. Hallar el centro y radio de la superficit esfdrica cuya ecuacibn es 

6. Hallar el Irea de la superficie eafirica cuya ecuacion es 

6. La ecuaci6n de una superficie esfirica es 

Hallar la ecuaci6n de la superficie eafirica conchntrica con ella que  es tangente 
a1 plano 2x - 3y + 22 + 4 = 0. 

7 .  Obtener la ecuaci6n de la superficie esfirica que pasa po r  cuatro puntos  
dados no coplanares en forma de determinante. (Ver el teorema 3. Ar t .  41.) 

8. Hallar la ecuacidn de la superficie esfirica que pasa po r  10s cuatro pun-  
tos (8. 2. 21,  ( -4 .  3. - 3 ) .  (- 1. 2. 5) y (4. 3. - 7 ) .  

9. Demostrar quo el p lano tangente a la superficie esfirica 

en el pon to  P l (x1 .  y l ,  2 , )  tiene po r  ecuaci6n x l x  + y ly  + z ~ z  = ra .  
10. Hallar la ecuacidn de la auperficie esfirica que pasa po r  el p u n t o  

( -  1. 6 .  - 3) y es tangente a1 p lan0 4x + 4~ + 72 - % = 0 en el pun -  
t o  (7. 3, 8 ) .  

11. La traza de una superficie esfirica con el p lano XY es la circunferencia 
+ y' - 2x - 4y - 3 = 0. = 0. Hallar la ecuacidn de la superficie si pasa 

p o t  el p u n t o  (3. 4. 2) . 
Los  ejercicios 12-17 se refievea a las esferas 

S i = x P + y 2 + z 2 + G i x - k H p y + l i z + K r - 0 .  i - 1 .  2, 3, 4. 
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12. Demostrar que para todos 10s valores de k  diferentea de - 1, la ecua- 
cidn S I  + k S z  = 0 representa la familia do esferas que pasan por  la interseccion 
de las esfpras S I  = 0 y Sa = 0, con excepcidn de la esfera Sa = 0. 

13. Si las esf<ras S I  = 0 y Sa 0. n o  son conchntricas, demuistrese que la 
ecoacibn S1 + kSa  = 0 representa un p lano para k  = - I. Este p lano se llama 
plano radical de las dos esferas. 

14. Si las esferas St = 0 y Sz  = 0 son tangentes entre s i ,  demuistrese que 
para todos 10s valores de k  diferentes de - I ,  la ecuaci6n S I  + kS2 = 0 repre- 
senta a todas las esferas que son tangentes a las dos dadas en su pun to  comun, 
con excepci6n de la esfera Sa = 0. 

16. Demostrar que el plano radical de dos esferas tangentes es su plano tan- 
gente comun. 

16. Si de las tres esferas. S I  = 0,  Ss = 0. S s  5 0, n o  hay dos  que sean 
concintricas, y si n o  tienen una linea de centros comun, demukstrese que sus 
tres planos radicales se cortan en una recta comun. Esta recta se llama eje radical 
de las tres esferas. 

17. Si 10s centros de cuatro esferas n o  son coplanares, y si de las coatro 
esferas n o  hay dos que  sean concintricas, demuistrese que sus planos radicales se 
cortan en u n  p u n t o  com6n. Este p u n t o  se llama centro radical de las esferas. 

18. Hallar la ecuaci6n del plano radical de las dos esferas 

x' + y a  + 2' - 2x + 4 y  - 6 2  + 10 = 0 
Y X Z  + y 2  + z7 + 8 x  - 2 y  + 42 + 12 = 0. 

19. Hallar las ecuaciones del eje radical de las tres esferas 

20. Hallar las coordenadas del centro radical de las cuatro esferas 

21. Hallar la ecuaci6n de la superficie esfirica que pasa po r  la circunferencia 
de interseccibn de las dos superficies esfiricas 

y que tambihn pasa po r  el pun to  (- 2, 4, 0 ) .  
22. Hallar la ecuaci6n de la superficie esfirica que pasa p o r  la circunferencia 

de interseccibn de las superficies esHricas 

y cs tangente al p lano x + 2y - 22 = 3. (Dos  soluciones.) 
23. Eliminando 10s parhmetros 8 y #, demostrar que 

x = r sen q5 cos 8 ,  y  = r sen q5 sen 0 ,  z = r cos q5 

son Ias ecoaciones paramitricas de la superficie esfirica xa + ya + z 2  = r" 
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26. Obtener Ias relaciones ( 3 )  a partir  de Ias relaciones (2) del Ar t iculo  132. 
25. Traza r  lo8 dos  puntoe CUya8 coordenadac esfkricas son (1. 60'. 30') y 

(2 ,  4s0,  120'). Hallar lac coordemdae rectangnlares de cada uno  de ectos puntos.  
26. Hallar Iae coordemdas esflricas de cada ooo  de 10s pontos  coyae coorde- 

m d a s  rectangularee eon ( 3 .  - 4 .  0 )  y (6. 3. 2 ) .  
27. La ecoaci6n rectangular de u r n  euperficie esfirica es  

Hallar su ecuaci6n en coordenadas esftricas. 
28. Transformar  Ias siguientes ecuaciones rectangulares de superficiee a co- 

ordenadas esflricas: a )  x  + 4y rn 0: b )  y - 2  = 0 :  c )  x* + y* = 4 .  
d )  x 2  + + 22' = 4 :  e) x2 + y2 - z2 = 0. 

20. Hallar e identificat la ecoacidn rectangular de la superficie cuya ecuaci6n 
n en coordenadas esflricas em: a )  r = 3 :  b )  0 = -: c )  r - 2  cos # = 0. 
4  

30. Transformar  las siguientes ecuaciones de coordenadas esfiricae a rectan- 
gulares: a )  r = 4 ;  b )  r sen # sen 8 = 7; c )  r = 3 coe #. 

133. Ecnacibn de una snperficie cilindrica. Se h m a  superjicie 
n'lindrica a la generada por una recta que se mueve de tal manera que 

Fig.  177 

que se mantiene siempre paralela a una recta fija dada y pasa siempre 
por una curva fija dada . 

La recta m6vil se llama generatriz y la curva fija directtiz de la 
superficie cilindrica . 

En nuestro estudio de la superficie cilindrica consideraremos que la 
directria es una curva contenida en uno de 10s planos coordenados. Por 
ejernplo, sea C (fig. 177) una porci6n de la directria contenida en el 
plano YZ , y Sean [a ,  b , c]  10s ndmeros directores de la generatria 
de la superficie cilindrica. Podemos escribir entonces las ecuaciones de 
la curva C en la forma 

j ( g , z ) = O ,  2'0. ( 1  



Bes P(z, y  , z) un punto cualquiera de la auperficie, y supongumon 
que la generatris que pa= por P aorta a C en el punto Pf (0, y' , a'). 
Entoncea , laa eouaciones de esta ganeratris son 

2 y - y '  2 - i  -=-_- 
a b c 

AdemBa, corno Pf est& mbre C,  aus ooordenadas mtisfacen a la8 
ecuaciones ( 1 ) , y tenemos 

Por la de6nicidn de superhie cilhdrice , el punto P puede estar sobm 
la superhie si y solarnente si sue ooordenadas (z, y  , r) sstisfacen a 
la8 ecuacionea (2)  y (3) las cudes constitupen un sistem de auatm 
ecuacionea independientes. De eatas cuatm ecuaciones podemos eli- 
minar las tres cantidades z', yf y d aonniderBndolas aomo padme- 
tma (vhse el Artlculo 96).  El resultgdo es una sola eauaoidn en las 
trea variables z , y  y z, y Bsta ea la ecuaci6n buaeeda de la superiicie 
cillndrioa. 

contenidr m el plano XY. 7 cnyrm gear- 
zrtricrs I i r a r n pot  ndmerom dirrcrorrm 
11. 1. 11. 

Bolucibn. Snpanglmor que la genera- 
triz que pas2 par  un p u n  t o  cualquiera 
P ( x .  y. z )  (fig. 178) d r  la auperficir cor- 
ra a la dirrccriz m el punto P1(x ' .  y'. 0 ) .  
Enroncra. lam etua<ionea de rara nmrta- 
rriz ,on 

x - x '  u - V '  2 
1 1 - T' Y 

Tambikn. carno P' er t i  s o b n  la pariho- 
la (4). tenemom 

X 
x m  - 4y'. z1 - 0. ( 6 )  

Fig. 178 
Eliminando x ' .  y'. z f  de la# rcnacionea 
(5) y ( 6 )  por murtituci6n de loa vrlorra de xf  dad01 por  l a ~ e c u a c i a n e ~  (I) 
en la p r i m r n  de Iaa ecnacionea ( 6 ) .  obtentmor 

qne em la ecnaci6n bwcada de la auperficie. E l  t ~ t u d i a n t t  drbe o b r r v r r  que ia 
rraza dc la ~nperficie (7) robre el plan0 X Y  ea la directriz ( 4 ) .  

Urava - 10. 
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Acabamos de considerar la determinaci6n de la ecuaci6n de unn 
superficie cilindrica a partir de las ecuaciones de su directriz y de 10s 
nlimeros directores de sus generatrices . Para el problema inverso , a 
saber, encontrar las ecuaciones de la directriz y 10s ndmeros directores 
de las generatrices de una superficie cilindrica, a partir de su ecuaci6n, 
podemos proceder como se ilustra en el siguiente ejemplo . M&s ade- 
lante (Art. 137, ejemplo 3 )  , consideraremos otro metodo que es apli- 
cable en algunos cams. 

Ejemplo 2. Demostrar que la ecuaci6n 

x' + ya + 22' + 2xz - 2yz  = 1 

representa una superficie cilindrica. y hallar las ecuacionea de su directriz y 10s 
numeros directores de sus generatrices. 

Solncibn. De la definici6n de superficie cilindrica se deduce que las sec- 
ciones hechas por planos paralelos a1 plano de la directriz son curvas congruen- 
tea con la directriz. Asi, las wcciones de la superficie (8) hechas por 10s planos 
z  = k  son las curvas 

x' + y' + 2k2 + 2 k x  - 2ky = 1, z = k ,  

las cuales pueden escribirse en la forma 

Las ecuaciones (9) son todas circunferencias de radio 1, cualquiera que sea el 
valor de k. E n  particular, para k  = 0, tenemos la circunferencia 

Por  tanto. la superficie (8) es una superficie cilindrica circular cuya directriz 
es la circunferencia (10). 

Evidentemente, la recta que une el centro (- k .  k ,  k )  de cualquiera de las 
circunferencias (9) y el centro (0, 0, 0 )  do I'a directriz (10) es paralela a 
las generatrices. Como 10s ncmeros directores de esta recta son [ -  1. 1, I ] ,  
istos son tambiia 10s n ~ m e r o s  directores de las generatrices. 

E l  estudiante debe construir h superficie (8) . 
Si ha generatrices de una superficie cilfndrica son perpendiculares 

a1 plano de su directriz , se llama recta y , en caso contrario , oblieua . 
Lss superficies cilindricas rectas son de gran importancia, como vere- 
mos m4s adelante en el Capftulo XVII. Por el metodo empleado en 
el ejemplo 1,  podemos fhcilmente demostrar que la ecuaci6n de una 
superficie cilindrica recta, cuyas generatrices son perpendiculares a1 
plano coordenado de su directriz, carece de la variable no medida en 
ese plano coordenado. Ademhs, el lugar geodtrico plano de esta 
ecuaci6n es la directriz. Por ejemplo, la superhie cilfndrica recta 
cuya directriz es la circunferencia y2 4- z2 P 9 ,  1: = 0 ,  se representa 
por la ecuaci6n y' + z2 = 9.  - J  
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Reciprocamente, por el mCtodo del ejemplo 2, acabado de explicar, 
podemos demostrar que una ecuaci6n que carezca de una variable 
representa una supedcie cilindrica recta cuyas generat.rices son per- 
pendiculares a1 plano coordenado en el cual no se mide la variable 
ausente, y cuya directriz es el lugar geometrico plano de esta ecuaci6n. 
Por ejemplo , la ecuaci6n z2 - y2 u 4 representa una superficie cilin- 
drica recta cuyas generatrices son perpendiculares a1 plano XY y cuya 
directriz es la hiperbola z2 - y" 4 , z = 0 .  

Vamos a resumir estos rcsultados en el siguiente 

TEOREMA 6 . Una ecuacidn representa una superficie citindtioa 
recta, cuyas generatrices son perpendiculares at ptano coordenado que 
contiene a la directriz , si y solamente si carece de la variable no medida 
en ese plano . El lugar geomdtrico plano de esta ecuacidn es la directriz . 

Si la directriz de una superficie cilfndrica es una circunferencia, la 
superEcie se llama circular. Anhlogamente , tenemos superficies cilin- 
dricas parab61icasJ elipticas e hiperb6licas. Puede tambihn amtarse 
que un plano es una superficie cilindrica cuya directriz es una recta. 

134. Coordenadas cilindricas. En este articulo estudiaremos las 
coordenadas cilindricas , que, como las coordenadas esfericas (Ar- 
ticulo 132), son muy  tiles en cier- 
tas parks de otras ramas de las Z 
Matemhticas . 

Sea P ( z ,  y ,  z )  (fig. 179) un 
punto cualquiera de la supedcie 
de un cilindro circular r e c t o  de 
radio r cuyo eje es el eje Z. La 
ecuaci6n de la superficie es, evi- I 

dentemente , I 
I 
I z 

2 ' + ~ ~  = r t .  ( 1  I 

Una p a r t  e de la superficie que 
queda en el primer octante se ha 
representado en la figura 179. Por 
el punto P y el eje Z hagamos 
pasar un plano que cortad a la X 
supedcie en una generatriz cuyo Fig.  179 
punto de inkrsecci6n con el plano 
XY ser& el punto P I .  Sea I OP' ( = r , y designemos por 9 el hngulo 
formado por OP1 y la parte positiva del eje X . Entonces tenemos las 
relaciones 8 

z = r % ~ ,  y - r s e n ~ ,  z a p ,  (2)  
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las cuales, evidentemente , permiten lecalizar cualquier punto de la 
superficie cilhdrica ( 1) cuando se conocen 10s valores de r , 8 y z . 
Por esto, estas cantidades se llaman cowdenadas cilindricas del pun- 
to P y se escriben (7,  8 , Z) . De una manera m4s general, si un 
punto fijo (el origen O ) ,  una recta fija (el eje X )  y un plano dado 
(el plano XY) son tornados como elementos de referencia, entonces, 
con las coordenadas cilhdricas (7,  8 , z) , se puede localizar cual- 
quier punto en el espacio. Tenemos asi el sistema de cowdencrdas 
cilindtieaa . 

El 4ngulo 8 puede medirse, como en Trigonometris, con la parte 
positiva del eje X como lado inicial. Para que Ias coordenadas cilin- 
dricae (7, 8 , Z) representen un punto linico en el espacio, restringimos 
10s valores de r y 8 a 10s i n t e ~ a l o s  

La coordenada z no se sujeta a ninguna restricci611, sino que puede 
tomar cualquier valor real. 

Eliminando 8 y z de las relaciones (2) , obtenemos la ecuaci6n ( 1 ). 
Por tanto, las ecuaciones (2)  son las ecuaciones paramdtricas de la 
supa&cie cilhdrica circular recta ( I ) ,  siendo las variables 8 y z 10s 
padmetros . 

Las relaciones (2 )  pueden emplearse como ecuaciones de transfor- ' 

maci6n entre 10s sistemas de coordenadas rectangulares y cillndricas . 
De las dos primeras de estas relaciones obtenemos , como en el sisema 
de coordenadas polares de la Geometrla analltica plana (Art. 81) ,  las 
relaciones 

2 
cos 8 - dm1 

las cuales pueden emplearse como ecuaciones de transformaci6n entre 
10s dos sistemas . 

h m o ~  a hacer un resumen de 10s resultados anteriores en el si- 
guiente 

TEOREMA 7.  L0s coordenudas rectangular@ ( x  , y , z) y las coor- 
&nadas cilindricas ( r  , 8 , z) de un punto en el espacio estdn ligadas 
por Zas rehciones 
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Se pueden efectuar las transjormuciones entre b s  dos sistemm coordencrdos 
por medio de estas ecuaciones y de las siguientes relaciones obtenidas de 
ellas. 

Y 
r = 4 x 2 '  =arc tg -  sen 8 = 

Y 
X '  d m '  

-- 
cos 8 = d m  

Las variaciones para r y 8 estdn dadas por 10s intervalos 

NOTA. E l  sistema de coordenadas cilindricas es, evidentemente. una exten- 
si6n a1 espacio del sistema de coordenadas polares del plano. 

E JEBCICIOS. Grupo 62 

1. Demostrar el teorema 6 del Articulo 133. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 2-9 discutir y trazar la superficie cilindrica 
recta cuya ecuaci6n se da. 

E n  cada uno de 10s ejercicioa 10-14, se dan las ecaacioncs de la directriz y 10s 
nhmeros directores de la8 generatrices de una superficie cilindrica. Hallar la 
ecuaci6n de la superficie y efectuar su representaci6n grifica. 

)CC.lO. y z = 4 x ,  z a 0 :  [ l ,  - 1 ,  I ] .  
9$,dql. .r + z I y - 0 12. 1. - I] .  

p c y 2 .  x Z - y 2 - 1 ,  z =o; [O. 2, - 1 1 .  
+0*13. x Z + y =  I. z =o; [ 2 ,  0. 11. 

L.Cp'~.4.  4x2 + z2 + 42'- 0, y = 0: (4. I .  01. Fy4d 
En cada uno dc 10s ejercicios 15-17, demaistrese que la ecuacibn dada repre- 

senta ana superficie cilindrica, y hlllcnse las ecuaciones de su directriz y 10s n6-  
meros directores de sus genetatrices. Constrfiyase la superficiea 

18. Hallar e identificar la ecuacibn del lagar geomktrico de un punto que se 
mueve de tal manera qne so distancia del plano X Y  es siempre igaal a la mitad 
del cuadrado de sa  distancia dtl eje Y. Cais t ra i r  ta superficie. 
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19. U n  pon to  ee mueve de tal manera qoe su distancia del eje Y es siempre 
igual a so  distancia del plano x - z = I. Hallar e identificar la ecuaci6n de su 
lugar  geomitrico. 

20. Traza r  10s dos  puntos  cuyas coordenadas cilindricas son (1, 45". - 2) y 
(2. 120°. 4 ) .  Hallar Iae coordenadas rectangulares de cada uno  de estos puntos.  

21. Hallar Ias coordenadas cilindricas de cada uno  de 10s puntos  coyas coor- 
demdas  rectangulares son (3, 4, - 7) y (5, - 12, 8). 

22. Transformar las siguientes ecuaciones rectangulares de superficies a co- 
ordenadas cilindricas: a )  2% = y :  b)  xa+y2-2y=0: C) xa+yS+zs=4: 
d )  x a  - z1 = 4 ;  e) y a  - 42. 

23. Transformar lae sigoientes ecuaciones de superficies de coordenadae 
cilindricas a r e c t a n g u l a r e s :  a )  r - 2 ;  b) r = z ;  c) r = 4 c o s 8 :  
d )  r (cos 8 + sen 8) - z = 4 :  e )  rs sens B = 4(1 - zs)  . 

24. Sean r = h l ,  8 = ha. z = ks. en donde h i ,  k ,  y ha son constantes 
arbitrarias independientes o parimetros,  las coordenadae cilindricas ( 7 ,  8 ,  z )  
de un pun to  cualquiera del espacio. Identificar la familia de superficies repre- 
sentadas po r  cada ona de estae tres ecoaciones. Demostrar que por  cada pun to  del 
eepacio n o  contenido en el eje Z paea una y solamente una superficie de cada una 
de eetas familias. 

E n  cada o n o  de 10s ejercicios 25-30. demointreee quo !a ecoaci6n dada en 
coordenadas cilindricas representr una superficie cilindrica, y conetruyase dicha 
superficie. 

25. r = 2 sen 8. 28. r - r e e n 8 = 2 .  
26. 2r + r c o s B  = 1. 29. r = 2(1 + cos 8 ) .  
27. r - 2 r c o e t J  = 1. 30. ra = 2 cos 28. 

135. Ecuaci6n de una superficie cbnica. Se llama superfiie cdnica 
la engendrada por una lfnea recta que se mueve de tal manera que pasa 
siempre por una curva fija y por un punto fijo, no contenido en el plano 
de esa curva. 

La recta mdvil se llama generatriz , la curva fija dada directtiz y el 
punto fijo dado v6rlice de la superficie cdnioa. Las diversas posiciones 
de la generatriz forman las generatrices de la superficie c6nica. Evi- 
dentemente, el vertice divide a la superficie en dos porciones distintas ; 
cada una de las cuales es urn hoja o rama de la superficie cdnica. 

Si se conocen las ecuaciones de la directriz y las ooordenadas del 
vhrtice , se puede obtener la ecuacidn de la superficie , como para la 
superficie cilindrica (Art. 133) , por el metodo de 10s pardmetros . 

Ejemplo 1. Hallar la ecuaci6n de la superficie c6nica cuya directriz en la elipee 

y coyo virtice ee el pon to  V(1,  1, 3). 
Bolucibn. Sopongamoe qoe la generatriz qoe pasa po r  un  p o n t o  cualqoiera 

P (x. y. Z )  de la euperficie corta a la directriz en el p u n t o  P'(xl, yl. 2'). tal 
como aparece en la figura 180. Las ecoacionee de esta generatriz son 
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Ademls, como P' esti  sobre la elipse (1) .  tenemor 

De las cuatro relaciones dadas por las ecuaciones (2) y (3 ) ,  podemos eliminar 
las tres cantidades x', y' y z', considerindolas como parlmetros. Esta elimi- 
naci6n puede efectuarse convenientemente sustituyendo primer0 el valor y' = 4 
de las ecuaciones (3) en las ecuaciones (2).  Despuis, de estas ultimas ecuacio- 

Fig. 180 

nes se despeja x' en funci6n de x y y, 7 z' en funci6n de y y z, y ae sustito- 
yen 10s resultados en la primera de las c;uaciones ( 3 ) .  DespuLs de ordenar 108 
tirminos, resulta 

36xa + 12ya + 9 ~ 2  + 24xy + l8yz - %x - lO2y - 7% +207 = 0, 

que es la ecuaci6n buscada de la superficie. 
E l  estudiante debe observar que una superficie cdnica puede construirse tra- 

zando las generatrices, o sea, las rectas qne unen el virtice con puntos de la 
directriz. 

En el estudio de una superficie cdnica, no se pierde generalidad 
tomando el vhrtice en el origen. Vamos a demostrar ahora que la 
ecuaci6n de una superficie tal es homoghnea en Ias tres variables 
2 ,  Y z. 

Se dice que un polinomio algebraic0 , en dos o m4s variables, es 
hmog6ne0, si todos sus thrminos son del misrno grado. Ad, la funeidn 

eus homoghea y de segundo grado . 
Hay una ptueba sencilla para averiguar la homogeneidad de una jua- 

c i h .  Si la funci6n es j (z, y , z) , consiste en sustituir las variables 
z g y z por kz, kg y kz , respectivamente , en donde k es una cons- 
tante diferente de cem. Si obtenemos la identidad 
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entonces j ( z ,  y , z) es una funci6n homoghea de grado m .  Asl, 
para la funci6n ( 4 ) ,  tenemos 

j ( k x ,  kg, kz) = ( k ~ ) ~ + 2 ( k g ) ~ - 3 ( k z ) ~  

= k2(a? + 2yL + 32') 3 k2 f (2 , y ,  2 )  , 
de manera que la Eunci6n es homoghea y de grado 2. Esta prueba se 
presenta en algunos libros como dejinicidn de la homogeneidad de una 
funci6n. 

A  una funci6n homog6nea igualada a cem se le llama ecuacidn 
homqhea . Sea f (2, y, z)  = 0  una ecuaci6n homog6nea. Entonces , 
de la discui6n precedente, tenemos el hecho importante de que, si 
esta ecuaci6n tiene la soluci6n diferente de cem z  = zl , y = yl , z  = 21 , 
tambib tiene laa soluciones z 5: k z ~  , y = kyl , z = k z ~ ,  en donde k  es 
una constante cualquiera . 

Consideremos ahora una superhie c6nica de v6rtice en el origen y 
cuya directriz sea la curva 

f ( z 1  f l ) = O ,  z = c ,  (5)  

en donde c es una constante diferente de cem. Supongamos que la 
generatria que pasa por un punto cualquiera P ( z  , y  , z)  de la super- 
ficie corta a la directriz en el punto P1 (z' , y l ,  z l ) .  Como esta gene- 
ratriz pasa por el origen , sus ecuaciones son 

en donde k es una constante diferente de cem . Tambih,  como P1 esth 
sobre la directriz (5) , tenemos 

f (z', yl) = 0 ,  z ' 3  C .  ( 7 )  

De las tiltimas igualdades de las ecuaciones ( 6 )  y ( 7 )  , se deduce que 
C 

k - ,  valor que sustituido en las dos primeras de las ecuacio- 

C t  
nes (6)) da z' = 7 y y1 = 7. Si sustituImos estos vabres de 21 y y1 

en la primera de las ecuaciones (7 )  , obtenemos 

como ecuaci6n de la superhie c6nica. Si reemplazamos en la ecua- 
ci6n (8) z ,  y y z  por Kz, Yy y k'z, respectivamente, en que K  es 
una conatante diferente de cem , la ecuaci6n permanece invariable y , 
por tanto, ea homoghea. Hemos demostrado asf que una superhie 
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c6nica de vdrtice en el origen se representa por una ecuaci6n homo- 
g6nea en las tres variables x ,  y y z .  

Reclprocamente , consideremos a la superficie representada por la 
ecuaci6n 

f ( 2 ,  v ,  2 )  = 0 ( 9 )  

que es homogbnea en las tres variables z  , y y z .  En consecuencia de 
esto , el origen 0 est& sobre esta superficie. Sea P(z1 ,  yl , z l )  otm 
punto cualquiera de la superficie ; aus coordenadas satisfacen , por 
tanto,  a la ecuaci6n ( 9 ) .  Como esta ecuaci6n es homogdnea, tiene 
tambidn la soluci6n kxl , k y ~  , kzl , en donde k es una constante cual- 
quiera , de manera que el punto PI (kzl , kyl , kzl) est& tambidn aobre 
la superficie. Pero, evidentemente , el punto PI esth sobre ambas, la 
recta OP y la superficie, para todos 10s valores de k ,  y  , en conse- 
cuencia, OP ests, sobre la superficie. De acuerdo con esto, se sigue 
que la ecuaci6n ( 9 )  representa una superficie c6nica con vCrtice en el 
origen y una de cuyas generatricea es la recta O P .  

Vamos a hacer un resumen de 10s resultados precedentes en el si- 
guiente 

TEOREMA 8 .  Una ecuacidn representa una superficie cbnica con 
vdrtice en el origen , si y solrrmente ai es h o g d n e a  en las tres variables 
x ,  y ,  z y esdegradonomenor quedos. 

NOTAS. 1. El  teorema implica que una ecuaci6n lineal homoginea en 
x, y y z no representa un cono, y reciprocamente. Ya vimos que tal ecuaci6n 
representa un plano que pasa por el origen. Pero un plano no puede clasificarse 
como un cono de acuerdo con nuestra definici6n. qne excluye el caso en que el 
virtice esri en el plano de la directriz. 

2. El estudiante debe observar, en relaci6n a1 teorema 8, que una ecuaci6n 
homoginea debe en realidad repreaentar nna superficie, antes de que pueda clasi- 
ficarse como una superficie c6nica con virtice en el origen. Asi, la ecuaci6n 
xa + 4ya + 322 - 0 es homoginea en x ,  y y z, pero no representa una super- 
ficie c6nica sino que repreaenta solamente a n  punto, el origen (ver el Art.  128) . 

Ejemplo 2. Identificar y construir la superficie cuya ecuaci6n es 

Solucfbn. Ademis de la soluci6n x = y = z = 0. la ecuaci6n (10) tiene 
un nbmero infinito de soluciones reales. En  efecto, si asignamos a y p z un 
par cualquiera de valores realer diferentes de cero que Sean de signos contrarios. 
la soluci6n correspondiente para x constari de dos valores reales. P o t  tanto, 
por el teorema 8 anterior, la ecuaci6n (10) representa una superficie c6nica cuyo 
virtice estl en el origen. 

Para construir la superfie ea necesarlo solamente obtener una directriz. Asi, 
para z - 2, obtenemos de la ecuacidn (10) la directriz 
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que es una paribola que eat6 en el plano z = 2. Trazando variae generatricee 
(rectas que pasan por el origen y por puntoe de esta curva) podemos obtener 
bna figura adecuada. Una porci6n de la superficie se ha trazado en la figura 181 
junto con otra directriz, x2 = Zy, z = - 2. Evidentemente, el eje Z es tam- 
biin una generatriz de esta superficie c6nica. 

Fig. 181 

EJERCICIOS. Grupo 63 

En cada uno de loe ejercicior 1-5. se dan las ecuaciones de la direct~iz  y las 
coordenadas do1 vkrtice de una superficie c6nica. Hallar la ecuacidn de la super- 
ficie y construirla. 

1. x' + yg = 4. 2 = 2; (0, 0, 0 ) .  
2. z a = 4 y ,  x = O ;  (2. 0, 0 ) .  
S. y ' + z 2 = 9 ,  x = 2 ;  (- 1, 1, 0 ) .  
4. x2 - 4 z a p  4, y = 3; (- 1, 1, 1 ) .  
5. y = x 8 .  z = 2 ;  (0. 0. 0 ) .  

E n  cada uno de 10s ejercicios 6-13, identifiquese y constrhyase la superficie 
cuya ecuaci6n se da. 

6. x ' + y 2 - 2 z 9 - 0 .  10. xg  - 2yz = 0. 
7 .  x9 - Z y 2  + 42' - 0 .  11. 4z8 - xgY = 0. 
8. 2x2 - 4y2 - zg 0. 12. 8x4 - yz8 5 0. 
9. y2 + xz  = 0. 13. xy + xz  + yz = 0. 

14. Demostrar el siguiente teorema: La ecuaci6n Ax9 + By2 + Cz2 = 0 
representa una superficie c6nica si y aolamente si todos sus coeficientes son dife- 
renter de cero y no eon del mismo rigno. Su eje estl  entonces sobre el eje coor- 
denado correspondiente a la variable cuyo coeficiente ee de aigno contrario a1 de 
10s otros doc coeficientes. 
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16. Verificar el teorema del ejercicio 14 para la auperficie c6nica 

16. Completando 10s cuadrados, demuistrese que la ecuaci6n 

representa una superficie c6nica cuyo vLrtice es el pun to  (1, 2 ,  - 2) .  
17. Si  la ecuaci6n de una superficie es homoginea en las cantidadea x - h. 

y  - k y z - I. en donde h. k y I son constantes, demuistrese que la superfi-  
cie ea un cono con virtice en (h ,  k. I ) .  (Ver  el ejercicio 16.) 

18. Hallar e identificar la ecuaci6n del lugar geomitrico de un p u n t o  que se 
moeve de tal manen  quo se mantiene siempre equidiatante del plano X Z  y del 
eje Y. Const ru i r  el lugar geomitrico. 

19. U n  pun to  se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a 10s 
planos coordenados es siempre igual a su distancia del origen. Hallar e identifi-  
car la ecuacion de su lugar geomitrico. 

20 .  Calcular el volumen limitado po r  las superficies 

21. Calcular el irea de aquella porci6n de la superficie c6nica 

comprendida entre su virtice y el plano y  = 3. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 22 y 23, tnnsf6rmese  la ecuaci6n rectangular 
dada de una auperficie c6nica en:  a )  coordenadas esfiricas; b )  coordenadas 
cilindricas. 

24. Describir la familia de superficiea c6nicas repreaentada po r  la ecuaci6n 
x a  + y a  - za tgs 9 = 0. en donde el par imetro  9. llamado angulo  generador 
del cono, puede tomar todos 10s valores comprendidos en el interval0 0 < 9 < n 

n except0 -. J Q u i  representa 9 geomitricamente? 
2 

25. Las coordenadas esfiricas (r .  9 ,  0)  do un p u n t o  cualquiera en el espa- 
cio, son 

r = kl. 9 = ka. 0 = Rs. 

en donde kl. R; y R a  son constantes arbitrarias independientes o parimetros.  
Identificar la familia de superficies representada p o r  cada una de estas tres ecua- 
ciones. Demostrar que, p o r  cada p u n t o  de1 espacio no  conteuido en un eje coor- 
denado, pasa una y aolamente una auperficie de cada una de estaa familias. (Ver  
el ejercicio 24 del grupo 62, Art .  134. ) 

136. Supericies de revoluci6n. Una superficie de revolucidn es la 
engendrada por la rotaci6n de una curva p1a.na en torno de una recta 
fija contenida en el plano de em curva. 

La curva plana se llama generdriz, y la recta fija eje de revolu- 
cidn o , simplemente, eje de la superficie. Cualquier posici6n de la 
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generatriz se llama seccidn meridiana o meridiano, y cada circunfe- 
rencia descrita por un punto de la generatriz se llama paralelo de la 
superficie 

De estas definiciones , tenemos de inmediato 10s siguientes hechos : 
a )  Toda secci6n meridiana es congmente con la generatriz y es la 

intersecci6n de la euperficie con un plano que paw por el eje. 
b )  Todo paralelo tiene su centro eobre el eje y eat& contenido en 

un p h o  perpendicular a1 eje . 
El estudiante observarh que la8 superficies de 10s cuerpos estudiados 

en Geometria elemental -la es- z fera , el cilindm circular recto y 
el cono circular recto - son su- 
perficies de revoluci6n. 

En la determinaci6n de la 
ecuaci6n de una mperficie de 

,y revoluci611, no se pierde gene- 
ralidad si se toma la generatriz 
en uno de 10s planos coordenados 
y como eje de revoluci6n uno de 
10s ejes coordenados contenidos 
en ese plano . Este procedimien- 
to, ademh, conduce a un resul- 

X tad0 muy simple, como veremos 
Fig. 182 ahora. Seg6n esto , supongamos 

que la generatriz G (fig. 182) 
contenida en el plano XY tiene por ecuaciones 

y supongarnos que el eje de revoluci6n es el eje X , tal como aparece 
en la figura. Vamos a determinar la ecuaci6n de eata mperficie de 
revoluci6n por el metodo de parhmetros. 

Sea P  (z , y  , 2 )  , un punto cualquiera de la superficie . El paralelo 
que pass por P  corta a G en un punto del plano XY, digamos 
P' (z' , y' , z') , y su centro C  eats sobre el eje X. Por ser radios del 
misrno paralelo, JCPI = JCP'I. Pem como ICPJ = d w  y - 
CP' = y' , tenemos la relaci6n 

y'= * d y ' + z 2 .  

Tambien, como P  y PI estsn en el mismo plano, 
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Ademh, como el punto PI eat4 mbre G ,  tenemos, de las ecuacio- 
nes (1) 1 

j ( & ,  y l )  = 0 ,  z '=  0 .  ( 4  1 
Eliminando 10s tres parhmetros z', y' , z' entre las cuatro ecuaciones 
( 2 ) ,  (3) y ( 4 ) ,  obtenemos 

j ( 5 ,  f ~ / # P + z ' )  = 0 ,  

que es la ecuaci6n buscada de la superficie de revoluci6n. 
AnQogamente , haciendo girar la curva (1) en torno del eje Y , 

hallamos que la ecuaci6n de la superficie de revoluci6n correspondiente es 

j (*  d m ,  y )  = 0 .  

Se obtienen resultados an4logos cuando la generatriz esth en cada 
uno de 10s otros planos coordenados y se le hace girar en torno de un 
eje coordenado contenido en dicho plano . Todos estos re~ultados se 
resumen en el siguiente 

TEOREMA 9 . Sea S la superfie de rerolucidn que tiene por genera- 
triz a la curva G conienida en el plano coordenado 6 y a1 eje coorde- 
nado 1 contenido en 8 por eje de revolucibn. Entonces la ecuacidn de S se 
obtiene sustituyendo en la ecuaci6n plana de G Zcr raiz cuadrada de Zcr suma 
de 10s cuadrados de la8 dos variables no medidcre a lo largo de 1 en lugar 
de aquella de eslas doe variables que aparece en lo ecuacidn phna de G . 

Ejemplo 1. Hallar la ecuaci6n de Ia superficie engendrada por la rotaci6n 
de la hipirbola 

y a - 4 x a = 4 .  2 - 0  
en torno del eje Y. 

(5) 

Fig. 183 

Solucibn. La8 vrriables no medidaa a lo largo del eje Y son x y z. Por 
tanto, de acuerdo con el reorema 9. surtituimoa * t/= en lugar de x en 
la primera de Ira ecuaciones (5). E l  resultado 

es la ecuaci6n buscada de la superficie. El eatudiante debe diacutir esta auperficie 
por el mdtodo explicado en el Articulo 129. Una porci6n de la superficie aparece 
en la figura 183 y consta de dos hojas diferentes. Se Ie llama con toda propiedad 
hiperboloide de reoolucidn de dos hojas. 
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Consideremos ahora el problema reciproco , a saber, dada la ecua- 
ci6n de una superficie, determinar si representa una superficie de 
revoluci6n. Si uno de 10s ejee coordenados es el eje de revoluci6n1 la 
soluci6n es comparativamente sencilla, porque entonces las secciones 
de la superficie por planos perpendiculares a1 eje son todas circunfe- 
rencias cuyos centros estin sobre dicho eje. Se dice entonces que la 
superficie se eztiende a lo largo del e j e .  

Z E j e m p l o  2. Demostrar qoe la ecuaci6n 

9x1 + 9y' - za = 9 (6) 

representa una snperficie de revolucion. Hallar so  
eje de revoluci6n y Ias ecuaciones de la generatriz en 
u n o  de 10s planos coordemdos quo contenga a1 eje. 

Solucibn.  Evidentemente, 10s p 1 a n  0 s  z = k 
cortan a la superficie (6) en las circunferencias 

cuyos centros, para todos 10s valores de k, es t in  
sobre el eje Z. P o r  tanto,  la ecuacidn (6) r tpre- 
senta una superficie de revolncidn capo  eje de revo- 
luci6n es el eje Z. E l  eje Z es t i  contenido en el 
plano YZ. y la traza de la superficie (6) aobre 
el  p lano t s  la generatriz 

Fig.  181 9y' - za = 9. x 5 0 ,  (7) 

Evidentemente, la superficie (6) puede engendrarse haciendo girar la h ip i r -  
bola (7) en torno del eje Z. Una  parte de esta auperficie aparece en la f igu- 
ra 184; s t  le llama apropiadamente hiperboloide de reoolucidn de una hoia.  

E J E B C I C I O S .  G r u p o  84 

1. Establecer el teorema 9 del Ar t icolo  136 cuando la generatriz es t i  en el 
p lano XZ y el eje de revolncidn es: a )  el eje X ;  b) el eje Z, 

2. Eatablecer el teorema 9 del Ar t iculo  136, cuando la generatriz es t i  en el 
plano YZ y el eje de revoluci6n es: a )  el eje Y: b )  el eje Z. 

3. Deducir la ecuaci6n de la superficie esfkrica de radio r quo se obtiene 
haciendo girar la circunferencia x' + y 2  = ra, z = 0. en to rno  del eje X. 

4. Dedncir la ecuacion de la snpcrficie del ci l indro circular recto do radio r 
quo se obtiene haciendo girar la recta x = 0. y r ,  en to rno  del eje Z. 

5 .  Deducir la ecuaci6n de la auperficie del cono circular recto quo se obtiene 
haciendo girar la recta 1 en to rno  del t je  Z, sabiendo que  I eati  contenida en el 
plan0 YZ, pasa por el origen y forma un  ingu lo  agudo @ con la parte positiva 
del eje Z. E l  hngnlo @ se llama angulo  generador del cono. (Viase el ejerci- 
cio 24 del g rupo  63. Ar t .  135.) 

6 .  Deducir la ecuaci6n de la superficie de revoluci6n engendrada po r  rota- 
ci6n de la paribola yS = 4 p x ,  z = 0, en torno de su eje, el eje X. Cons t ru i r  
la superficie asi obtenida,  la cual se llama paraboloide d r  reoolucidn. 
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7. Hallar la ecuaci6n de la superficie de revolucidn engendrada por  rota- 

ci6n de la elipse ? + la = 1, z = 0, en donde a > b, en torno de eu eje fo -  
aa ba 

cat, el eje X. Const rui r  la eaperficie. La superficie generada p o r  rotaci6n de 
ana  elipse en torno de uno  cualquiera de eus ejes se llama elipsoide de reuolucidn. 
Si es en torno del eje focal, se le llama tambi in  elipsoide alargado. 

8. Deducic'la ecuacidn de la superficie de revoluci6n generada por  rotacidn 
de la rlipse del ejercicio 7 en torno de su eje normal,  el eje Y. Construir  la 
superficie. E n  este caso, el elipsoide de revolucibn tambiCn se llama elipsoide 
achatado o esferoide. 

E n  cada u n o  de 10s ejercicios 9-20, hillese la ecaaci6n de la superficie de 
revoluci6n generada po r  rotaci6n de la carva dada en torno del eje especificado. 
Construyase la saperficie. 

x 2  + z 2  = 4, y = 0 ;  eje Z .  

y = 3x, z = 0 ;  eje X. 

= Zy, x = 0 ;  eje Y. 

ya-z"4, x = O :  eje Y. 

9 x a + 4 y a  = 36, z = 0 ;  eje Y. 

~ 2 + 2 y = 6 ,  z = 0 :  eje Y. 

y a - 2 z a + 4 z  = 6 ,  x - 0 ;  eje Z. 

Y + $ = l .  x = O ;  e j e Z .  
2 

17. y2 = 22, x = 0 ;  eje Y. 

18. y = xa. z = 0 ;  eje X. 

18. z m e z ,  y = 0 :  eje Z .  

20. YZ = I ,  x = 0 :  eje Z .  

E n  cada uno de 10s ejercicios 21-26. demostrar que la ecaaci6n dada repre- 
senta ana  superficie de revoluci6n, y hallar su eje de revolaci6n. y Ias ecuacio- 
nee de la generatriz en uno de 10s planos coordenados que contenga al eje. 
T raza r  la superficie. 

27. Se hace girar la paribola ya 22. x = 0 en torno del eje Z. Hallar, 
en coordenadas esfiricas, la ecuaci6n de la saperficie generada. Conetruir  la 
saperf icie. 

28. Se hace girar la elipse xa + 4y' = 4, z = 0, en torno del eje X. I ia-  
Ilar, en coordenadas cilindricas, la ecuaci6n de la superficie genera&. Cons- 
truir  la superficie. 

20. Hallar e identificar la ecaaci6n del lugar geomCtrico de a n  p a n t o  que se 
maeve de tal manera qae  la suma de sus distancias a los don pantos  (2, 0, 0 )  y 
(- 2, 0. 0) es siempre igaal a 6. Construir  el lugar geomitrico. 
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30. Deducir la ecuaci6n de la auperficie de revoluci6n generada po r  rotaci6n 
de la circunferencia x3 + y2 - 2 b y  + b 2  - as  = 0 ,  z  = 0, en torno del eje X. 
Const ru i r  la saperficie para a  = 2  y b  = 3. Cuando b  > a ,  la superficie se 
llama to r0  o ani l lo  de ancla. 

137. Superflcies regladas. Vnmos a considerar ahora un tip0 
mtis general de superficies del cual son ejemplo el plano , la superficie 
cilindrica y la c6nica. 

DEFINICI~N . Una superfieie reglada es aquella que puede ser en- 
gendrada por el movimiento de una lines recta. 

La lfnea recta en movimiento , en cualquiera de sus posiciones , se 
llama generatriz de la superficie . 

Se sigue de esta definici6n que una superficie cilindrica es una 
superficie reglada cuyas generatrices son todas paralelas , mientras que 
la superficie c6nica es una superficie reglada cuyas generatrices son 
todas concurrentes . 

Como en el caso de la superficie cilfndrica (Art. 133) y c6nica 
(Art. 135), las ecuaciones de las superficies regladas pueden obtenerse 
por el m6todo del partimetro. 

E j e m p l o  1. Hallar la ecuaci6n de la superficie reglada generada por  la 
familia de rectas 

2x  - y + kz = 0. 2 k x +  k y  - 4 2  - 0 .  

Solucibn. Para cada valor del par lmetro  k ,  la recta correspondiente de la 
familia (1) debe estar en su totalidad aobre la auperficie. E s  decir. todos 10s 
puntos  cuyas coordenadas satisfacen las ecuaciones (1) deben estar sobre la 
superficie, cualquiera que sea el valor de k .  P o r  tanto ,  las ecuaciones de la su -  
perficie deben ser independientes de k y pueden obtenerse a par t i r  de las ecua- 
cionea (1) simplemento eliminando el par imetro  k. Asi. despejando k de cada 
una de eatas ecuaciones. obtenemos 

de donde, 

o sea, 
4 x P  - y3 + 423 - 0. 

qae  er la ecuaci6n buscada. Er ta  saperficie reglada or, evidentemente. la super- 
ficie de un cono circular recto cuyo virtice es t i  en el origen y cuyo eje se exti tnde 
a l o  largo del eje Y. 

Si no se dan las ecuaciones de las generatrices de una superficie 
reglada como en el ejemplo anterior, pueden obtenerse a partir d& la 
forma en que se engendra la superficie. La ecuaci6n de la superficie 
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EJEBOIOIOS. Umpo 66 

1. Demortrar el teorema 10 del Articolo 138. 
8. Como reroltado de la traslaci6n de lor ejer coordenador a1 noevo origen 

Ot(-4. 3, 5).  Iar coordenadar de dor pontor son P I  (6, -3, 2) y PI(-2, 1. 2) 
referidos a 10s nuevos ejes. Hallar la8 coordenadar de ector pontor referidor a lor 
ejes originaler. Iluctrar 10s resaltador con ana figora. 

3. Hallar Iar noevas c o o r d e n a d a r de 10s pontor PI (- 2, 3. 4) y 
P I  (I.  - 4, 5) en ana traslaci6n en qoe el noevo origen er el ponto 0 1  (2. 2, 7). 
Ilustrar 10s reroltador con una figura. 

4. Hallar la tranrformada de la ecoaci6n 

de ona superficie a1 trasladar lor ejes coordenador a1 nuevo origen (1, -2. 3) . 
Conrtrair la soperficie y trazar amboa sistemar de ejer. 

6. Rerolver el ejercicio 4 por el mCtodo de completar coadrados. 

En  cada ano  de lor ejercicios 6-10, por una traslaci6n de 10s ejer coordena- 
don, transformar la ecoaci6n dada de ona roperficie en otra ecoaci6n que ca- 
rezca de tirminos de primer grado. Conrtroir la soperficie y trazrr ambos 
rirtemar de ejes. 

6. 2x3 + 3z2 + 16x - 62 + 29 = 0. 
7. 9x2 + 4ya + 36za - 18x + 16y = 11. 
8. xz - 4yI + 22' - 6x  - 8y + 82 + 9 - 0. 
9.  x a + y I + z ' - 3 x +  y - 6 z + 8 = 0 .  
10. y a - 3 y a -  za + 3y -42 = 5. 

11. Dedacir lar ecaacioner reganda y tercera del ristema (3) del Art. 138. 
12. Deducir las trer ecoacioner del sirtema (6) del Art. 138. 
13. Demostrar qoe el grado de una ecoaci6n no re altera por transformaci6n 

de coordenadac en el espacio. 
14. Hallar lar nuevar coordenadar de o n  ponto P I  (6, - 3, 3) cuando lor 

ejea coordenador son girados de tal. manera qoe 10s cosenor directores de loc nae- 
vor ejes con respecto a 10s ejer originaler ton 

I16strese con una figura. 
16. Si las noevas coordenadas de o n  ponto PI son (3. 9. - 6 ) .  con refe- 

rencia a 10s ejes girados del ejercicio 14, hillense las coordenadas de PI con rer- 
pecto a 10s ejes originalea. 

16. Si se hace girar a 10s ejer X y Y un ingulo agodo 8 alrededor del eje Z 
como recta fija, demoistrese que el sistema (3) del Articolo 138 toma la forma 

x = xt  cor 8 - y' sen 8 ,  y = x1 ren B + yt cor 8 ,  z - zt. 

(Ver el teorema 2 del Art. 51 .) 
17. Bajo la8 condiciones del ejercicio 16, demuhstrese qoe el aistema (6) del 

Articalo 138 toma la forma 

xt  - x cos 8 + y sen 8 ,  y' = - x sen 8 + y cor 8 ,  z1 3 z. 

(Ver el ejercicio 19 del gropo 21, Art. 51 .) 
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18. Hallar la transformada de la ecaac16n 

a1 hacer girar 10s ejes coordenados de tal manera que 10s cosenos directores de 
10s nuevos ejes con respecto a 10s originales scan 

Construir la superficie. 

10. Hallar la transformada de la ecuaci6n 

a1 hacer girar 10s ejca coordenados de tal mancra que 10s coaenoa directores de 10s 
nuevos ejes con reapecto a 10s originales aean 

Construir la snperficie. 

Los ejercicios 20-25 re refieren a la tabla (1) y a 10s aistemas (3) . (4) y (6) 
del Articulo 138. 

80. Usando el hecho de qae el eje Zt  ca perpendicular a ambos ejes Xt y Y t  
y seleccionando de la tabla (1) 10s ingulos dircctorea convcnientea, demoatrar. 
por medio del artificio de 10s numeros directores (Art. 113). quc 10s conenos 
directores del eje Z estin dadoa por Ias relaciones 

cos a s  COs 01 coa Ya - cos 01 cos y l ,  

cos 08 = cos aa cos y l  - con a1 cos yp, 

cos ys  = cos al cos Pa - cos aa cos 01. 

21. Anilogamente, como en el ejercicio 20, demostrar qae 10s cosenos direc- 
tores del cje X t estin dado8 por Iaa relacionea 

cos a1 cos 01 COB ys - coa 0s cos Ya. 

cos 01 = cos a s  cos ya - cos a2 cos yr. 

cos y 1 3 cos aa c0S - cos a s  cos pa. 

88. P o t  medio del rcsultado del ejercicio 20 y la tercera relaci6n del sia- 
tema (4). demontrar qae el determinante del nistema (3) en igaal a la unidad. 

2s. De 10s resaltados de lor ejercicioa 21 y 22, demostrar, por medio de la 
regla de Cramer, qae la soluci6n del sistema (3) para xt estl dada por la pr imen 
relaci6n del ristemr (6) . 

24. Anilogamente, como en el ejercicio 23, demoatrir qae la soluci6n del 
sistema (3) para yt y z t  esti dada por las relaciones segunda y tercera, respec- 
tivamente, del siatema (6). * 

25. Anilogamente, como en el ejercicio 24, demostrar que la soluci6n del 
sistema (6) esti  dada por el sistema (3). 
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139. Ecaaci6n general de segundo grado con tree variables. De 
considerable importancia en la Geometria analitica de tresdimensiones 
es la ecuaci6n general de segundo grado con tres variables, 

Ax2 + Bya + Cia + Dq + Ezz + Fyz 

+ G z + H y + I z + K = 0 ,  (1)  

en donde uno , por lo menos, de 10s seis coeficientes A , B , C , D , E 
y F es diferente de cero. Una superficie cuya ecuaci6n es de la for- 
ma ( 1 ) , es decir , de segundo grado , ee llama , apropiadamente , 
superjEcGe cuddrica o simplemente una ctufdrica . El estudiante obser- 
van4 que algunas de las superficies previamente estudiadas son super- 
ficies cusdricas. POT ejemplo , la superficie eatBrica es una cddrica. 
Tambibn, las supedcies cilindrica y c6nica cuyas ecuaciones eean de 
segundo grado, eon cusdricas, tenemos asi el eilandro cuddtico y el cono 
cuddrico . De manera semejante, cualquier auperficie reglads repreeen- 
tada por una ecuaci6n de eegundo grado 8e llams cuddn'ca re&&. 

Vamos ahora a llamar la atenci6n sobre una propiedad important, 
de las cuidricas . Supongamos que cortamos la cuhdrica ( 1 ) por un 
plano cualquiera paralelo a1 plano XY, es decir , el plano z - k ,  en 
donde k es una constante real cualquiera. Las ecuaciones de la curva 
de intersecci6n se obtienen sustituyendo z por k en la ecuaei6n (1) ; 
Bstas son 

Az2 + By" D~ry + (Ek + C)z 

+ ( F k + H ) y + C k 2 + I k + K = 0 ,  z = k .  

Por nuestro estudio previo de la ecuaci6n plana general de segundo 
grado con dos variables (Capitulo IX)  , reconocemos esta curva como 
una secci6n c6nica , o una forma lfmite de una secci6n c6nica, conte- 
nida en el plano z = k. Mhs generalmente , podemos demostrar que , 
si una superjEcie ctufdtica es cortadrr par un plano cualguiera , la curva 
de interseccih es una seccibn cdnica o una forma llmite & uno seccz.6~ 
c6nica . Vemos ahora que nuestra determinaci6n previa de las secciones 
c6nicas como secciones planas de un cono circular recto, hecha sn  el 
Articulo 78 , es un cam especial de esta propiedad. 

La ecuaci6n general (1)  de una cddrica ocupa entre las auperfi- 
cies, en Qeometrh analltics del eepacio , un Idgar anhlogo a1 ocupado 
entre las curvas planas, en Geometria analitica plana, por lo ecuaci6n 

que es la definici6n analitica de una eecci6n dnica. En el 'Capitulo I X  
hicimos un estudio de la ecuaci6n (2 )  y una clasificaci6n de 10s lugarea 
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geom6tricos reprwxtados por ella. Se puede hacer un estudio eeme- 
jante de la ecusCci6n ( 1 ) y una clamficaci6n de sus lugarea goom6tricos, 
pen,, evidentamente , para tree variables la discusi6n es mucho mds 
larga y complicada. Se demuestra en tratados avansados que me- 
diante una transformaci6n apropiada de coordenadas, se puede transfor- 
mar la ecuaci6n (1)  de manera que tome una de las dos formaa tip0 : 

(1  M z a + N y s + P 9 =  R ,  

(11) Mz' + Ny' = Sz . 
Laa superficies del tipo ( I )  tienen un centro de simetrfa, el origen , y 
por esto se llaman cuddricas con csrrtro . Las super6cies del tipo ( I1 ) 
no tienen centro de sirnetria y se Ilaman, por lo tanto, cudd~ieas 
sin  TO. 

En la &ina siguiente se da, en forma de tabla, una clasScaci6n de 
las superficies representadas por ecuaciones de 10s t i p s  ( I ) y ( I1 ) . 
La naturaleza de estas superficies depended, natufalmente, de 10s 
coeficientes, de 10s cuales uno o mds pueden ser cero. Debe obser- 
varse , sin embargo, que el ndmero de tales coeficientes nulos es limi- 
tado, porque, como hemos anotado previamente (nota 2 del teo- 
rema 11, Art. 138), el grado de una ecuaci6n no ee alters por una 
transformaci6n de coordenadas en el espacio . 

Por una simple obsemaci6n de estas dos tablas vemos que , si uno 
o mds coeficientes son cero , el lugar geometrico , si existe , est4 entre 
las superficies que hemos estudigdo previamente . Estos lugares geo- 
m6tricos incluyen las superlicies del cilindro y cono rectos y a ciertas 
formas degeneradas que constan de dos planos diferentes , dos planos 
coincidentes (o un solo plano) , dos planos que ee cortan, una sola 
recta (una forma lfmite de un cilindro) , y un punto. 

Si ningdn coeficiente es cero, las tablas muestran que el lugar 
geom6tric0, si existe , es una superficie de la cual no hemos discutido 
anteriormente ningh detalle . Estas superlicies son las tres cuddricas 
con centro : el elipsoide y 10s hiperboloides de una y dos hojas , y las 
dos cuddricas no centrales : 10s paraboloides elfptico e hiperb6lico. 

140. Cutidricae con centro. Vamos a considerar ahora las cud- 
dricas con centro , representadas por la ecuaci6n 

M z z + N y a +  Pz' = R ,  

en donde todos 10s coeficientes son diferentes de cero. Podemos enton- 
ces escribir esta ecuaci6n en la forma 
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T I P O  ( I ) .  Mx2 + N y 2  + Pz' 5 R 

I 

Todoa poaitivor 
Todoa negativoa 
Doa poaitivor, ano negativo 
Uno positito, dos negativoa 
Uno cero. doa positives 
Uno cero. doa negativoa 
Uno cero, uno poaitivo, ano ne' 

gativo 
Dos cero, ano positivo 
Dor cero, uno negativo 

COEFICIENTES 

R* I M. N. P 

Elipsoide 
Ning6c lagar geomCtrico 
Hiptrboloide de una hoja 
Hiptrboloide de doe hojar 
Cilindro eliptico (o circular) recto 
N i n g h  lagar geomitrico 

LUGAR GEOMETRICO 

Cilindro hiperb6lico recto 
Doa planoa paraleloa diferenter 
Ning6n lugar geomitrico 

Cuando R < 0, se invierten loa signor de loa coeficientea M. N y P: 10s 
lagatea geomitricos correspondientes estardn dadoa enroncea como para R > 0. 

Todor del miamo aigno 
Dor poaitivor, ano  negativo 
Uno cero, doa del miamo signo 

Uno cero, doc de aignoa contrarioa 
Dos cero 

T I P O  (11). M x a  + N y 2  - Sz 

Un solo panto, el origen 
Cono recto 
Todoa lor puntoa aobre a n  eje CO- 

or denado 
Doa planor quo ae cortan 
Un plano coordenado (dos planor 

coincidenter) . 

COEFICIENTES 

Del mismo signo 
Signoa opuestor 
Uno cero 

-I Del miamo aigno 

Signor opueatoa 
Uno cerc 

LUGAR GEOMETRICO 

Paraboloide eliptico 
Paraboloide hiperb6lico 
Cilindro parabolico recto 

Todor lor pantoa robre un eje co- 
ordenado 

Doa planos qae se cortan 
, Un plano coordenado (do8 planoa 

coinciden tea) 

** Cuando S < 0, re invierten 10s rignoa de lor coeficientea k? y N ;  lo8 
lagarea geomitricoa corrtapondientea eatarin dadoa entoncts como para S > 0. 
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llamada jorma canbnica & una cuddrica con centro. Como para Ins 
secciones c6nicas, veremos que es mPs sencillo eetudiar las cuidricas a 
partir de las formas can6nicas de sus ecuaciones . De la ecuaci6n ( 1 ) 
se deduce que cada cuidrica con centro tiene tres planos de simetrfa 
(10s planos coordenados) llamados planos phipales, tres ejes de si- 
met& (10s ejee coordenados) llamados ejes ptincipde8, y un centro 
de simetrfa (el origen) llamado centro de la supedcie. 

Si todos 10s coeficientes en la ecuaci6n ( 1 ) son negativos , no hay 
lugar geom6trico. Por tanto, solamente quedan tres cams por consi- 
derar , segdn que el ndmero de coeficientes poaitivos sea tres, dos o 
uno . Tenemoa entonoes 10s tres siguientes tipoa de superficiee : 

a) Elipsoide - todos 10s coeficientes poeitivos . 
b) Hiperboloide de una hoja -doe coeficientes poeitivos, uno 

negativo . 
c) Hiperboloide de do8 hojas -un coeficiente positive, do8 ne- 

gativos . 

a )  Elipsoide. La forma c a n  6 n  i c a  de la ecuaci6n del elip- 
soide es 

Podemos discutir esta ecuaci6n de acuerdo con 10s mdtodos del Ar- 
tfculo 129. Las intercepciones con 10s ejes X , Y y Z son + a ,  + b 

y * c , respectivamente . Lo8 seis pun- 
tos de intersecci6n del elipsoide y 10s ejes 
coordenados se llaman vdrtices. En la 
figura 188 se han designado por las 
letras A ,  A', B ,  Bf  y C ,  C f .  Si 

y a > b > c ,  108 acgmentos AAI , B B ~  y 
CCf se llaman, respectivamente, eje 
mayor, q e  d w  y eje nrenor del elip- 
mide . 

Todas laa t r a m  sobre loe plan08 co- 
Fig. 188 ordenadoa son elipses . 

Ls superhie es sim&rica aon respecto 
a todos 10s planos croordenadoe, a todoe lo8 ejea coordenadoe, y a1 
origen . 

Todae la8 wcionee del elipsoide hechas por 10s planoa paralelos a 
10s coordenados son elipeea dentro de 10s limites de la superficie, que es 
cerrada y este contenida en eu totalidad dentro del paralelepfpedo que 
ticne por caras 10s planoa z = * a ,  y = * b y z E * c. 
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Si dos cualesquiera de 10s coeficientes en la ecuaci6n (2) son igua- 
lea, la superficie $13 llama elipsoide de revolucibn. En particular, ei 
a  > b y c = b , tenemos el e l i p s d e  alargado , una superficie de revo- 

z2 y' 
luci6n que se obtiene haciendo girar la elivse 7 + - 1 , z = 0 ,  en 

torno de su eje mayor. TambiBn , si a > b y c = a ,  tenemos el dip- 
soide achatado o eejeroide, que es una superficie de revoluci6n que se 

2' y2 obtiene haciendo girar la elipse ;;i + 3 = 1 , z = 0 ,  en torno de su 

eje menor. Si a  = b = c , la superficie (2) es una esfera de radio a  ; 
luego , la superficie esfbrica es un caso especial del elipsoide. 

b) Hiperboloide de una h j a .  Una forma candnica de la ecuaci6n 
del hiperboloide de ,una hoja es 

Las o t m  do8 formas can6nicas son 

Nuestra discusi6n de la ecuaci6n (3) servir4 tambibn para estas dos 
~ l t imas  formaa, ya que las tres superficies difieren solamente en sus 
posicionea con relaci6n a 10s ejes coordenados. 

Las intercepcionea con 10s ejes X y Y son * a y * b, respecti- 
vamente . No hay intercepcionea con el eje Z. 

Las trams sobre 10s planos XY , XZ y YZ son, respectivamente , 
la elipm + 2' 2' b'= 1, z =  0 ,  la hiperbola ---=l, y = O ,  y l a  

a2 a' c' 

3' f hiperbola 7 - - = 1 , 2 = 0 
b cg 

La euperficie es simbtrica con respecto a todos 10s planos coordena- 
dos , ejes coordenados y al origen . 

Las secciones de la superficie por planos paralelos a1 XY son las 
elipses 

De las ecuaciones ( 4 )  se deduce que, a medida que k aumenta de 
valor, estas elipses aumentan de tamafio . Se sigue , adem8s , que la 
superficie no es cerrada sino que se extiende indefinidamente. En 
la figura 189 ( a )  aparece una parte dc la superficie , y se dice que ee 
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extiende a lo largo del eje 2. Cualquier hiperboloide de una hoja 
se extiende a lo largo del eje ooordenado correepondiente a la variable 
cuyo coeficiente ee negativo en la forma can6nica de su ecuaci6n. 

Si en la ecuacidii (3) es a = b , la mperficie es un hiperboloide de 
revolucibn de una hoja que puede engendrarse haciendo girar la hip& 

y' z2 bola ---= 
ba c' 1 ,  x = 0 ,  en torno del eje 2. (Vkse el ejemplo 2 

del Artfculo 136. ) 

Fig. 189 

Vamos a comparar ahora la ecuaci6n (3) con la ecuaci6n 

que represents una euperficie c6nica de segundo grado con eje en el 
eje 2. Si cortamos cada una de las supeficies (3) y (5) por el pla- 
no y = mx, la curva de intersecci6n para el hiperboloide (3)  ee la 
hiperbola 

y para el cono ( 5) ee el par de recta8 que se cortan 
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Para todos 10s valores de m, la8 rectas (7) eon laa ashtotas de la 
hip6rbola ( 6 ) .  Ademha, las hiptbolas (6) estsn sobre el hiperbo- 
loide (3 ) ,  y las rectas (7)  eatsn sobre la superfiaie (5) para todos 
10s valores de m . Vemos, entonma, que la superficie ( 5) guards una 
relaci6n con el hiperboloide (3) an4loga a la que guardan las aeintotas 
con una hip6rbola, y que el hiperboloide se aproxima m4s y m&s a la 
euperficie c6nica a medida que ambas supeficies se alejan m&s y m&s 
del origen . Por eeto , la superficie (5) se llama con0 asintbtieo del 
hiperboloide (3). En la figura 189 (a )  a pa re  ce una porci6n de 
este cono. 

Eacribamos ahora la ecuaci6n (3) en la forma 

Descomponiendo 10s dos miembroe en faotores , resulta : 

Ahora es f4cil ver que la ecuaci6n (8) puede obteneme eliminando el 
padmetro k de cualquiera de las dos siguientes familias de rectas : 

Por tanto (Art. 137), el hiperboloide & una hoja cs una atper+ 
reglado engendrada por una & esta8 doe jamilia8 de redas. Cada una 
de la8 familias de recta (9)  y ( 10) ae llama un haz alabeado de 
aegundo orden o regulus del hiperboloide (3).  Puede demostrame que 
por cada punto del hiperboloide paea una y solamente uns generatriz 
de cada bar. Algunae de eetas generatrices aparecen en la figu- 
ra 189 (b) . 

c) Hiperboloide de dos Aqja8. Una forma can6nica de la ecuaci6n 
del hiperboloide de dos hojas ea 

Como para el hiperboloide de una hoja , hay otras dos formas can6ni- 
cas , aiendo la diecuai6n de la ecuaci6n (11) representativa de todaa 
las formas. 
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Las intercepciones con el eje X son * a .  No hay intercepciones 
con 10s ejes Y y Z .  

Las trazas sobre 10s plands XY y XZ eon, respectivamente , las 
x' f zZ z3 

hip6rbolas7--= 1, z = O  y ---= 1, y SO.  Nohaytraza 
b' at c2 

sobre el plano YZ. 
La superficie es sim6trica con respecto a todos 10s planos coordena- 

dos , ejes coordenados y a1 origen . 
Las secciones de esta superficie por pla- 

X 
A nos paralelos a1 YZ son las elipses 

tS 2' k' >++=-- a2 1, z =  k ,  

siempre que I k 1 > a .  Para k = * a ,  te- 
nemos solamente 10s dos puntos de inter- 
seccidn con el eje X ,  (* a ,  0 ,  0) .  Para 
valores de k comprendidos en el interval0 
- a < k < a ,  no hay lugar geom6trico. 
De esto se sigue que la superficie no es 
cerrada sino que eatti compuesta de dos 
hojas o ramas diferentes que se extienden 
indefinidamente . Una porcidn de la super- 
ficie aparece en la figura 190, en donde 10s 
ejes coordenados han sido colocados de ma- 

Fig. 190 nera que el dibujo resulte m&s claro. Se 
dice que la superficie se extiende a lo largo 

del eje X. Cualquier hiperboloide de dos hojas se extiende a lo lar- 
go del eje coordenado correspondiente a la variable cuyo coeficiente es 
positivo en la forma candnica de su ecuaci6n. 

Si en la ecuacidn ( 11 ) b = c , la superficie es un hiperboloide de 
revolucibn de do8 hojas que puede engendrarse haciendo girar la hiper- 

x2 y2 
bola 7 - - = 1, z = 0 ,  en torno del eje X .  (Vhse el ejemplo 1 

a b2 
del ~r%culo-136. ) Como para el hiperboloide de una hoja , podemos 
demostrar que un hiperboloide de dos hojas tiene tambiBn un con0 
asintbtico . Para la superficie ( 11 ) , la ecuacidn de este cono es 

Una porcidn del cono aparece en Unea de trazos en la figura 190. Para 
el hiperboloide de dos hojas cuya ecuacidn en su forma candnica es 


