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en donde se escoge el signo superior o el inferior segzin que la recta estS 
dirigida en u n  sentido o en el sentido opuesto. 

Por el corolario a1 teorema 4 ,  Artfculo 110, y por las ecuacio- 
nes (2)  anteriores, tenemos el siguiente 

COROLARIO 1 .  De 10s niimeros directores de una recta uno , cuando 
menos , es diferente de cero . 

Por el teorema 3 ,  Articulo 110, tenemos : 

COROLARIO 2 .  U n  Sisternu de nzirneros directores para la recta que 
pasa por 10s puntos PI  (XI , yl , 21) y P2 (xz , y2 , 22) estd dado por 

Ejemplo.  Los n6meros directores de una recta 1! son [2, - 2, - 11. Ha- 
llar los cosenos directores de l si la recta estl  dirigida de tal manera que el 
i ngu lo  fl es agudo. 

Soluci6n. Por  el teorema 5  anterior, 10s cosenos directores de I ,  cuaodo la 
recta no esta dirigida, son 

L 
cos a = * = * %, cos p = - 76,  cos y = i 36.  

d 2 9 + ( - 2 ) 2 + ( -  1 ) s  

Como 1 esti dirigida de tal manera que fl es agudo, cos fl es positivo. Por  
tanto, tomando 10s signos inferiores para 10s cosenos directores, tendremos 
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Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar 10s cosenos directores de la recta que p;sa p o  r 10s puntos 
1'1 (2, 5, - 1) .  A (3. - 2, 4) y que esta dirigida de 1'1 a 1's. 

2. Hallar 10s cosenos directores de la recta que pasa p o r 10s puntos  
PI (- 9. 2. 1) .  PS (- 7, 0, 2) y que esti  dirigida de I's a P I .  

3. Dos de 10s cosenos directores de una recta son 4/3 y - >$. Hallar el 
tercer coseno director. 

4. Hallar 10s cosenos directorea de una recta si 10s ingulos  directores a y P 
son 60' y 30'. respectivamente. 

6 .  Hallar 10s cosenos directores de una recta si a 5 45'. y = 6D0 y p es 
agudo. 

6. Hallar 10s cosenos directores de on3 recta si 0 5 45' y a = y .  
7. Hallar 10s cosenos directores de una recta que forma ingulos  iguales con 

10s ejes coordenados. 
8. Hallar el valor comSln de lo8 ingulos  directores de la recta del ejercicio7. 

(Dos soluciones.) 
9. Por  medio de 10s cosenos directores, dcmostrar que 10s tres puntos 

(4. 3. 1) .  (- 1, 2. - 3) y (- 11. 0. - I l l  son colincalta. 
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10. Si dos de 10s ingulos directores de una recta son cada uno de 60'. hillese 
el tercer i ngu lo  director. 

11. Hallar 10s ingulos  directores de la bisectriz del i ngu lo  formado por 
las partes positivas de 10s ejes X y Y ,  y despuCs determinar sus cosenos 
directores. 

12. Demostrar que si una recta es t i  en el plano XY, la relation del teore- 
ma 4 (Art .  110) se reduce a cos' a + cos" = I .  (Viase el ejercicio 19 del gru-  
p o  14, Art.  37.) 

13. Dzterminar a qu6 se reduce' la relacion del teorema 4 (Art .  110) para 
una recta que es t i :  a )  en el plano XZ; b)  en el plano Y Z .  

14. E l  segmento dirigido PI Pa tiene por cosenos directores - 2,$. 2,/3 y - );. 
Si la distancia de PI  a Pa es 3 y las coordenadas de PI  son (7. 4. 1 ) .  hallar 
las coordenadas de Pa. 

15. E l  segmento dirigido P I  Pz- tiene por  cosenos directores 9$. - 74 y 35. 
Si la distancia de YI a Pz es 7 y las coordenadas de Pa son (8. - 2, 12). 
calcular las coordenadas de P I .  

16. Hallar 10s cosenos directores de una recta cuyos numeros directores 
son [2, 4. - 11. 

17. Los numeros directores de una recta son [ -  1, - 1, 31. Hallar 10s 
cosenos directores de la recta si es t i  dirigida de tal manera que el i ngu lo  a es 
agudo. 

18. Los numeros directores de una recta son [ 5 .  - 1. 21. Hallar 10s 
ingulos  directores de dicha recta si es t i  dirigida de tal manera que el i ngu lo  y 
es agudo. 

19. Sea P  un punto  cualquiera distinto del origen, contenido en una recta 1 
que pasa por el origen. Demostrar que un sistema de nhmeros directores para 1 
esti  dado por  las coordenadas de Y. 

20. Construir  la recta que pasa por el origen y tiene por ndmeros directo- 
res [ I .  - 5, 41. 

21. Una recta 1 pasa por 10s puntos PI  y Pz. Demostrar que un sistema 
de nlimeros directores de 1 esti  dado por  las longitudes de las proyecciones del 
scgmento PI Pa sobre 10s ejes coordenados. 

22. Obtener el tesultado del ejercicio 19 como un caso particular del ejer- 
cicio 21. 

23. Construir  la recta que pasa por  el punto  (6, - 9. 2) y que tiene por 
ndmeros directores [4. 2. - I ] . 

24. Hallar un sistema de numeros directores para la recta del eiercicio 7. 
25. P o r  medio de nlimeros d i r e  c t o  r e  s demostrar qne 10s tres puntos 

(2 ,  1, 4 ) ,  (4, 4. - 1) y (6, 7, - 6) son colineales. 

112. Angulo formado por dos rectas d i r i g i d a s  en el espacio. 
Vamos a determinar el hngulo 8 formado por dos rectas cualesquiera 
dirigidas , 11 y 12 , en el espacio . Sean 1'1 y 1 'z (fig. 162) dos rectas 
trazadas por el origen y paralelas, y del mismo sentido, a I I y 12, 
respectivamente. Por definici6n (Art. 110), el 4ngulo formado por 
las rectas dirigidas I t  y l z  es el 4ngulo 8 .  Sea Pl(z1 ,  yl , 21) un 
punto cualquiera , distinto del origen , sobre 1'1 , y Pz ( zz , y~ , 2 2  ) 
otm punto cualquiera, distinto del origen sobre 1'2. Tambi6n , sea 
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- 
( I = dl , 1 I = d2 y 1 PI P2 I = d .  Por la ley de 10s cosenos 
(Ap6ndice IC , 1 1 ) )  tenemos, para el tri4ngulo OP1 P2, 

dl2 + dz2 - d 
cos 8 = 

2d1 dz 

Por el teorema 1 del ArtEculo 108, tenemos 

x- 
Fig .  162 

Si sustituimos estos valores en el numerador del segundo miembro de 
la ecuaci6n ( 1 ) , y simpljficamos , obtenemos 

Sean a, , P I ,  yl 10s Bngulos directores de 2 1 y , por tanto, de 2'1, 
y a s ,  PZ , y2 10s hngulos directores de 1 s  y , por tanto, de 2'2. For 
el teorema 3 del Articulo 110 , tenemos\ 

2 2  2s cosaz = -, cos (32 = &  cosy2 =-. 
d2 ' d2 d2 

Sustituyendo estos valores en la ecuaci6n (2 )  , obtenemos la relaci6n 
buscada 

cos 8 = cos a1 cos a~ + cos fil cos fit + cos yl COB y2. (3)  
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Esta igualdad nos dice : 

TEOREMA 6.  El dngulo 8 formado por dos rectas dirigidas cua- 
lesquiera en el espacio, cuyos dngulos directores son a1 , P I ,  yi y 
a2 , P z  , y2, respectiuamente, se determina por la relacidn 

cos I3 = cos a1 cos a2 + cos 8 1  cos P z  cos yl cos yt . 

Del teorema 6 se deducen 10s dos siguientes corolarios 

COROLA~IO 1 .  Para que dos rectas sean paralelas y del mismo sen- 
tido es condicidn necesaria y suficiente que sus dngulos directores corres- 
pondientes sean iguales; para que sean paralelas y de sentidos opuestos 
es necesario y suficiente que sus dngulos directores correspondientes Sean 
suplementarios . 

COROLARIO 2 .  Para que dos rectas dirigidas sean perpendiculares 
es necesario y suficiente que la suma de 10s productos de sus cosenos 
directores cmrespondientes sea igual a cero . 

Ahora vamos a obtener 10s resultados del teorema 6 y sus dos 
corolarios en funci6n de 10s nlimeros directores de las dos rectas. 

Sean [al  , bl , cl ] y [at  , bz , c2 ] 10s nlimeros directores de las dos 
rectas 1 1  y 1 2 ,  respectivamente. Por el teorema 5 del Artfculo 111 ,  
tenemos 

a1 cos a1 = .t cos 8 1  = * bl 
d o12 + b12 +> d a12 + b12 + c12 

C l  
COS y1 = f 

d a12 + b12 + c12 ' 

Sustituyendo estos valores en  la relaci6n del teorema 6 , obtenemos : 

TEOREMA 7. El dngulo I3 formado por dos rectas dirigidas cua- 
lesquiera en el espacio , cuyos nzimeros directores son [ a1 , bl , C I  ] y 
[ a2 , b2 , cz ] , respectiuamente , estd determinado por la relacidn 

COS 8 = f 
a1 az + bl bz + cl cz 

d a12 + b12 + ci2 d azZ + bz2 + ' 

NOTA. E l  doble signo indica que hay dos valores de 8 ,  suplementarios 
entre s i .  U n  valor especifico dc 0 puede obtenerse siempre considerando 10s dos 
sentidos de las rectas. Esto se ilustra en el ejemplo que damos a continuacibn. 



3 3 6  G E O M E T R I A  ANALITICA D E L  E S P A C I O  

Del teorerna 7 se deducen 10s dos corolarios siguientes : 

COROLARIO 1. Para que dos rectas dirigidas Sean paralelas es nece- 
sario y fiuficiente que sus nzimeros directores correspondientes sean pro- 
porcionales . 

COROLARIO 2 .  Para que dos reclas dirigidas Sean perpendiculares 
es necesario y sujiciente que la suma de 10s productos de sus ntimeros 
directores correspondientes sea igltal a cero . 

Ejemplo.  Hallar el irea del t r i ingulo  c u y o  s virtices son 10s puntos  
p , ( l ,  - 1, 21,  P2(4,  5, - 7) y J)3(- 1, 2, 1 ) .  

Soluci6n. E l  t r i ingulo  es el de la 
2 figura 163. Sea el i ngu lo  P2 PI Pa = 0. - , I P- 1 = d l  y 1 IJ1 1'8 I = d z .  E l  irea del 

( - 1 )  t r i ingulo  PS (Apindice IC. 12) 

K = X d l d z s e n  8. (4) 

E l  sentido de 10s lados del i ngu lo  8 
correspondiente a1 virtice PI  es el indicado 
en la figura. Para obtener 10s signos co- 
rrectos de 10s cosenos directores de estos 
lados, restamos las coordenadas de PI de las 
coordenadas correspondientes de Pa y Pa 
(nota.  teorema 3. Art.  110). Po r  tanto. 
por el corolario 2 del teorema 5, Art .  111. 
10s n6meros directores de 

P l P z s o n [ 4 -  1, 5 + 1 ,  - 7 - 2 1 ,  
Fig. 163 o sea. 13. 6. -91 6 [ I .  2. - 3 1 .  

y l o s d e  PIP3 s o n [ - 1 - 1 ,  2 + l .  1 - 2 1 .  osea .  [ - - 2 ,  3, - 1 1 .  

P o r  tanto,  por  el teorema 7 6 por el teorema 6, tenemos 

l ( - 2 ) + 2 . 3 + ( - 3 ) ( -  1) - - - 2 + 6 + 3  1 
cos 8 = --  

d l 2  + 2 ' +  ( -  3 ) 2  d ( - 2 ) ~ + 3 ~ + ( - 1 ) ~  4% dz - 2 '  

4 3  Como 0 es agudo, sen 0 = 4 1 - coa2 8 = -. 
L 

Por  el teorema 1 del Articulo 108. 

Sustituyendo estos valores en la relaci6n ( 4 ) ,  tenemos, para el Area buscada, 











CAPITULO XIV 

114. Introduccibn. En el capftulo precedente , consideramos el 
punto en el espacio y obtuvimos algunas propiedades fundamentales 
del punto y de la recta en la Geometria de tres dimensiones. Ahora 
vamos a comenzar el estudio sistemhtico de las ecuaciones de las figu- 
ras en el espacio. A medida que progresemos en nuestro estudio, 
veremos que una sola ecuaci6n representa , en general, una superficie. 
Una curva en el espacio , en cambio , se representa anallticamente por 
dos ecuaciones rectangulares independientes. Desde este punto de 
vista, parece m8s simple considerar primer0 el problema general de las 
superficies. Comenzaremos naturalmente con la mbs sencilla de todas 
las superficies , el plano . 

115. Forma general de la ecuacibn del plano. Vamos a obtener 
la ecuaci6n de un plano cualquiera partiendo de sus bien definidas pro- 
piedades (Art. 22) . En Geometria elemental , se dice que una recta 
es perpendicular a un plano si es perpendicular a cualquier recta del 
plano que pase por su pie. En  vista de nuestra definici6n de Bngulo 
formado por dos rectas que se cruzan (Art. 110) , diremos ahora que 
una recta es perpendicular a un plano si es perpendicular a toda recta 
del plano , sin considerar si la recta del plano pasa por el pie de la 
perpendicular o no. Hay un nlimero infinito de rectas perpendiculares 
a un plano ; cada una de tales rectas se llama normal a1 plano. 

Sea Pl(z1, y i ,  21) un punto fijo cualquiera y n una recta fija 
cualquiera en el espacio . Sean [ A , B , C ] 10s nilineros directores 
de n .  Queremos hallar la ecuaci6n del plano linico que pasa por el 
punto PI y es perpendicular a la recta n .  

Sea P ( z ,  y ,  z )  un punto cualquiera, diferente de P I ,  sobre el 
plano (fig. 164). Sea 1 la recta que pasa por 10s puntos PI y P , y 
que ,  por tanto,  est8 contei~ida en el plano. Entonces 1 y n son 
perpendiculares en tre sf. Por el corolario 2 del teorema 5, Artlculo 11 1, 



3 4 2  GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO 

los nGmeros directores de 1 eon [ z - z1 , y  - yl , z - 21 1. Por tanto, 
por el corolario 2  del teoremn 7 , Articulo 112 , tenemos 

y esta es la condici6n que debe satisfacer cualquier punto del plano. 
La ecuaci6n ( 1 ) puede escribirse en la forma 

y como la expresi6n encerrada entre parbntesis es una constante y , 
por tan to , puede reernplazarse por 

Z el tbrmino constante - D ,  resulta 

t i que la ecuaci6n es de la forma 

A z + B y + C z +  D = 0 .  ( 2 )  

Reciprocamente, si P2(22, y2, 22) 

es un punto cuyas coordenadas sa- 
tisfacen la ecuaci6n ( 2 ) y , por 
tanto , a la ecuaci6n ( 1 ) , se veri- 
fica que 

sY A ( %  - X I )  + B(yz  - y i )  

X + C(2z - 21)  = 0 ,  

Fig. 164 y como esta igualdad establece que 
la recta 1 , que pasa por 10s pun- 

tos Pi y Pz es perpendicular a la ~ o r m a l  n y ,  por tanto, est& sobre 
el plano , resulta que el punto Fz que est& sobre 1' est& tambibn so- 
bre el plano. Por tanto, la ecuaci6n ( 2 )  es la ecuaci6n del plano. 
Se le llama jorma general de la ecuaci6n del plano . 

Este resultado se expresa en el siguiente 

TEOREMA 1 . La ecuacidn general de un plano es de la jorma 

en donde A ,  B , C y  D son constantes, y  [ A ,  B , C ] son 10s n.lime- 
ros directores de su normal. 

Vamos a establecer ahora el recfproco del teorema 1 : 

TEOREMA 2 .  Toda ecuacidn lineal de la jorma 

en la que por 10 menos uno de 10s tres coejkientes A , B y C es dijerente 
de cero, repraenta un plano cuya normal tiene por n2imeros directo- 
res [A, B ,  C ] .  



tiene un ndmem infinito de soluciones. En efecto , por hip6tesis. uno 
por lo menos de 10s tres coeficientes A ,  B y C es diferente de cero. 
Si suponemos que A # 0 ,  podemos escribir 

B C D  z = - -  y--z-- 
A A A '  

Ahora estamos en libertad de asignar cualquier par de valores a y y a z 
y calcular el valor correspondiente de z ; cada terna tal de valores 
representa una soluci6n de la ecuaci6n (2)  y ,  en aonsecuencia, las 
coordenadas de un punto que est& sobre el lugar geometrico de la 
ecuaci6n (2) . Sean PI (zl , yi , zl) y P 2  (z2 , yz , ZZ) dos de estos 
puntos . Tendremos : 

Azl + By1 + Czl+ D = 0 ,  (3) 
Azz+Byz+Cza+D=O. (4 )  

Restando la ecuaci6n (4)  de la ecuaci6n (3 )  , resulta 

Sea I la recta que pasa por PI y P r .  Sea P s  (za , y~ , za) otm 
punto cualquiera, diferente de PI y P2, de la recta 2 .  Entonces, 
como un plano contiene a todos 10s puntos de la recta que pasa por dos 
de sus puntos, podemos demostrar que la ecuaci6n (2)  representa 
un plano demostrando que las coordenadas de Pa ~atisfacen a esta 
ecuaci6n. 

Por el corolario 2 del teorema 5 ,  Artfculo 111 , 10s nlimeros direc- 
tores de I ,  obtenidos a partir de PI y P2, son 

y , obtenidos a partir de Pi y Ps , son 

Como estos son ndmeros directores para la misma recta I ,  debemos 
tener (Art. 112) , 

Sustituyendo estos valores en la ecuaci6n ( 5 ) ,  obtenemos 
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de donde , como k # 0 ,  resulta : 

Si restamos la ecuaci6n (6 )  de la ecuaci6n ( 3 ) ,  obtenemos 

lo que demuestra que el punto P3 es t i  sobre el lugar geombtrico de la 
ecuaci6n (2) .  Por tanto, la ecuaci6n (2 )  representa un plano . Ade- 
mits, las ecuaciones (5) y (6 )  muestran que la normal a este plano 
tiene por ndmeros directores [ A , B , C 1. Esto completa la demos- 
traci6n. 

Ejemplo 1. Hallar la e c u a c i 6 n del p 1 a n o que pasa por el pun to  
P1 ( -  2. - 1, 5 )  y es perpendicular a la recta I determinada por  10s puntos  
Pa(2, - 1, 2) y P a ( -  3, 1. - 2 ) .  

Solucibn. Por  el corolario 2 del teorema 5, Articulo 111. 10s numeros 
directores de I son [ -  3 - 2. 1 + 1, - 2 - 2 1 ,  o sea, [5 ,  - 2, 41. Como I 
es perpendicular a1 plano, 10s nhmeros directores de su normal son tanlbiin 
[5,  - 2. 41.  P o r  tanto,  por pasar el plano por  el pun to  P1( -  2, - 1, 5 1 ,  
lenemos que la ecuaci6n buscada del plano es 

5 ( ~ $ - 2 ) - 2 ( y + l ) + 4 ( ~ - 5 ) = 0  
o sea. 

5x - 2y + 4 z  - 12 = o .  

Ejemplo 2. Hallar la ecnaci6n del plano que pasa por 10s tres puntos  no  
colineales P1 (2, - 1. 1 ) .  Pa ( -  2, 1. 3) y P s  (3, 2, - 2 ) .  

801ucibn. Como se nos han dado tres puntos del plano, nos queda por  
determinar simplemente 10s numeros directores de la normal a1 plano. Los  nu -  
meros directores deI segment0 P l  Pa son [ - 2 - 2,  1 + 1. 3 - 1 ] ,  o sea, 
[2. - 1, - 11. y 10s del segment0 P l  PI son [ 3  - 2, 2 + 1, - 2 - 11,  o 
sea, [ l ,  3. - 31. Como estos segmentos estan en el plano, son ambos per- 
pendiculares a su normal. P o r  tanto.  por el artificio de 10s numeros directores 
(Ar t .  113). 10s numeros directores de la normal son 

Consecuentemente, usando las coordenadas del pun to  PI  (2, - 1. 1) , hallamos 
que la ecuacion buscada es 

6 ( x  - 2 ) + 5 ( y +  1 ) + 7 ( z -  l ) = O  
o sea, 

6 x  + 5~ + 72 - 14 = 0. 

116. Discusi6n de la forma general. En el articulo anterior hemos 
obtenido que la forma general de la ecuaci6n de cualquier plano, es 



en donde [ A , B  , C  ] son 10s ndrneros directores de la normal. Corno 
por lo rnenos uno de 10s coeficientes A ,  B  y C  es diferente de cero, 
supongarnos que A # 0 .  Entonces podernos escribir la ecuaci6n en la 
forma 

B C D  
x + - y - t - z + - = O .  

A A A  

La ecuaci6n ( 2 )  contiene tres constantes arbitrarias independientes. 
Por tanto,  analiticamente, la ecuaci6n de cualquier plano queda perjec- 
tamente determinada por tres condiciones independientes . Geornktrica- 
rnente , un plano tarnbi6n queda determinado por tres condiciones 
independientes ; por ejernp!~ , tres puntos dados no colineales deter- 
rninnn un plano dnico . 

Ejemplo 1. H a l l a r  la  ecuaci6n del  p l a n o  de te rminado  p o r  10s t res  p u n t o s  
n o  colineales P1 (2, - 1, I ) ,  Pz (- 2,  I ,  3 )  y Pa (3,  2 ,  - 2) . 

Solution. E s t e  p rob lema es idhnt ico a l  e jemplo  2 del A r t i c u l o  115, p e r o  
v a m o s  a emplear  u n  m i t o d o  diferente  pa ra  su solution. 

L a  ecuaci6n buscada es l ineal  de la  f o r m a  ( I )  an tp r io r :  h a y  que  encon t ra r  10s 
valores  de 10s coeficientes. C o m o  10s p u n t o s  PI, Pz y Pa e s t i n  sobre el p l a n o .  
s u s  coordenadas deben satisfacer su  ecuacibn,  y tenemos,  respect ivamente.  

P o d e m o s  resolver  este s is tema para  t res  cualesquiera de las  l i terales  e n  t i r m i n o s  
de la  cuar ta ,  s iempre q u e  esta u l t i m a  n o  sea igua l  a cero. S i  D # 0, la so lu -  
c i6n  de l  s is tema (3) es  

S u s t i t u y e n d o  estos  valores  de A ,  B y C en  la  f o r m a  general  ( I ) ,  ob tenemos  

D i v i d i e n d o  toda la  ecuaci6n p o r  D # 0, y s impl i f i cando ,  ob tenemos  c o m o  
ecuaci6n del  p l a n o  

6 x  + 5y  +7z - 14 = 0. 

Una de las partes mds importantes de la GeometrIa analitica es la 
construcci6n de figuras a partir de sus ecuaciones. La construcci6n de 
una superficie se facilita considerablernente por la determinacidn de sus 
intersecciones con 10s ejes coordenados y de sus trazos sobre 10s planos 
coordenados . 



346  GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO 

DEFINICIONES . Llamaremos intercepci6n de una superficie sobre 
un eje coordenado a la coordenada correspondiente del punto de inter- 
secci6n de la superficie y el eje coordenado. 

La traza de una auperficie sobre un plano coordenado es la curva 
de interseccidn de la superficie y el plano coordenado. 

Vamos a ver ahora c6mo se obtienen las intercepciones y trazas 
de cualquier plano a partir de su ecuaci6n. La intersecci6n de un 
plano y el eje X es un punto que esth sobre el eje X .  Ambas coor- 
denadas y  y z de tal punto son cero . Por tanto,  haciendo y  = z = 0 
en la ecuaci6n ( 1 )  y despejando x ,  hallamos la intercepci6n de este 

D  plano sobre el eje X que es - -. AnBlogamente, 1as intercepciones 
A 

D D  
sobre 10s ejes Y y Z son - - y - - , respectivamente. B  C 

La intersecci6n de un plano y el plano XY es una recta que est& 
en el plano X Y .  La coordenada z de cualquier punto del plano XY 
es igual a cero . Por tanto , haciendo z = 0  en la ecuaci6n ( 1) , obte- 
nemos la ecuaci6n 

A z + B y + D = O .  

Esta ecuaci6n sola, sin embargo, no es suficiente para identiccar la 
traza del plano (1)  sobre el plano XY.  Debemos indicar tambiCn 
que la traza esth sobre el plano XY empleando la ecuaci6n z = 0 .  
Por tanto, la traza del plano ( 1 )  sobre el plano X Y  es t i  represen- 
tada analiticamente por las dos ecuaciones 

Tenemos aqui el primer ejemplo del hecho do que una curva en el espa- 
cio se representa analiticamente por dos ecuaciolies independientes. 
Anhloga,mente , haciendo y = 0  en la ecuaci6n ( 1 )  , hallamos que las 
ecuaciones de la traza del plano ( 1) sobre el plano X Z  son 

y ,  haciendo z = 0  en la ecuaci6n ( I ) ,  hallamos que las ecuaciones 
de la traza sobre el plano YZ, son 

B y + C z + D = O ,  z = O .  

Ejemplo 2. La ecuacidn de un plano es 

Hallar sus intercepciones con 10s ejes coordenados y las ecuaciones de sus trazas 
sobre 10s planos coordenados. Construir la figura. 



SoluciBn. Haciendo y = z = 0 en la ecuaci6n (4) y despejando x ,  halla- 
mos que la intercepcion con el eje X es 3. Similarmente hallamos que las in-  
tercepciones con 10s ejes Y y Z son 2 y 4,  respectivamente. 

Haciendo z = 0 en la ecuaci6n ( 4 ) .  hallamos que las ecuaciones de la traza 
sobre el plano X Y  son 

Z x + 3 y  - 6 ~ 0 .  z = O .  

Anilogamente, se halla que las ecuaciones de las otras dos trazas son 

4 x  + 32 - 12 = 0, y = 0, sobre el plano X Z ;  

2y  + z - 4 = 0, x = 0, sobre el plano YZ .  

Lag intercepciones y trazas aparecen en la figura 165. Evidentemente, las 
trazas limitan aquella porcidn del plano situada en el primer octante. Como un 

Fig. 165 

plano es ilimitado en extensi6n, podemos trazar solamente una parte de i l .  La 
porci6n que aparece en la figura 165 seri suficiente, en general, para nuestros 
prop6sitos. 

EJEBCICIOS. Grupo 63 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar la ecuaci6n del plano que pasa por  el punto  (5, - 1, 3) y cuya 
normal tiene por n imeros  directores [ l ,  - 4, 21. 

2. U n  plano pasa po r  el punto  (3, 3, - 4 ) ,  y 10s cosenos directores de su 
normal son ? ( a ,  - 13ia, - S i n .  Hallar la ecuaci6n del plano. 

3. E l  pie de la perpendicular trazada desde el origen a un plano es el 
pun to  (1, - 2. 1) . Hallar la ecuaci6n del plano. 
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4. Desde el punto  (5, 4. - 7 ) .  se ha trazado una recta perpendicular a 
un plano. Si el pie de esta perpendicular es el pun to  (2. 2, - l ) ,  hillese la 
ecuaci6n del plano. 

5 .  Hallar la ecuaci6n del plano que contiene a1 pun to  (6. 4,  - 2) y es 
perpendicular a la recta que pasa por 10s puntos (7, - 2. 3) y (1. 4. - 5 ) .  

E n  cada uno de 10s ejercicios 6 y 7 ,  hallar la ecuaci6n del plano que pasa por  
10s tres puntos  dados. Usese el mi todo del ejemplo 2 del Articulo 115. 

8. Resolver el ejercicio 6 por el mi todo del ejemplo 1 del Articulo 116. 
9. U n  plano pasa por el pun to  (5, - 1. 3 ) .  y dos de 10s ingulos  direc- 

tores de su normal son a = 60' y 0 = 45'. Hallese la ecuacion del plano. (Dos  
soluciones. ) 

10. Hallar la ecuacion del plano que pasa por  el pun to  ( -  4, 2. 9 )  y es 
perpendicular al eje Z. 

11. Hallar la ecuacidn del plano que pasa por  el punto  (3, - 5. 7 )  y es 
paralelo al  plano XZ. 

12. Mallar la ecuaci6n del plano perpendicular a1 segment0 A  (3,  2, - 7)  
y B (5, - 4, 9) en su pun to  medio. 

13. Demostrar que 10s c u a t r o  p u n t o s  (2 ,  1, 3 ) .  (3 .  - 5 ,  - l ) ,  
(- 6. 7, - 9)  y (-  2. 4. - 3 )  son coplanares. 

E n  cada uno  de 10s ejercicios 14-19, partiendo de la ecuaci6n dada del p lano,  
hillense sus intercepciones con 10s ejes coordenados y las ecuaciones de sus trazas 
sobre 10s planos coordenados. Construyase la figura en cada caso. 

20. Hallar el volumen del tetraedro formado por  10s planos coordenados y 
el plano 6 x  + 7y + 142 - 42 = 0. 

21. Si  A. B. C y D son todos diferentes de cero, demu6strese que el tetrae- 
d ro  formado por  10s planos coordenados y el plano A x  + Bu + Cz + D = 0 

tiene un volumen igual a 

22. Const ru i r  el paralelepipedo rectangular formado por  10s planos coorde- 
nados y por 10s planos x  = 4, y = 3 y z = 2. Hallar su volumen. 

23. Const ru i r  el prisma triangular formado por  10s planos c o ~ r d e n a d o s  y 
por  10s planos x  + 2y - 4 = 0 y z - 5 = 0. Hallar su volumen. 

24. Const ru i r  el prisma formado por  10s planos coordenados y 10s planos 
y + 3z - 6 = 0 y x - 7 = 0. Hallar su volumen. 

26. Const ru i r  el prisma l imitado por 10s planos z - y = 0, y + z = 4, 
z = 0, x = 0 y x = 5. Hallar su volumen. 

117. Otras formas de la ecuacibn del plano. Supongalnos que el 
plano 

A z + B y + C z + D = O  (1) 



tiene por intercepciones respectivas con 10s ejes X ,  Y y Z a 10s n6- 
meros a ,  b y c diferentes de cero , es decir , que determina sobre 
10s ejes tres segmentos medidos en magnitud y signo por 10s ndmeros 
a ,  b y c .  Entonces 10s tres puntos ( a ,  0 ,  0 )  , ( 0 ,  b ,  0 )  y (0,  0 ,  c) 
estSln sobre el plano , y sus coordenadas satisfacen la ecuaci6n ( 1 ) .  
Por tanto,  tenemos las tres ecuaciones 

A a + D = O ,  B b + D = o ,  C C + D = O ,  
de donde , 

Sustituyendo estos valores de A , B y C en la ecuaci6n ( 1 ) , y djvi- 
diendo por - D , obtenemos la ecuaci6n 

X Y Z  -+ - -k -  = I .  
a b c  

La ecuaci6n ( 2 )  se conoce como la forma sim6trica de la ecuaci6n de 
un plano o forma de las intercepciones , o forma segmentaria. Es una 
forma restringida ya que no se puede aplicsr , por ejemplo , a un plano 
que pasa por el origen. Este resultado conduce a1 siguiente 

TEOREMA 3 .  El plan0 cuyas intercepciones respectivas con 10s ejes 
X ,  Y ,  y Z son 10s nfimeros a ,  b y c , diferentes de cero, tiene como 
ecuaci6n 

Considerernos ahora que el plano ( 1 )  contiene a 10s tres puntos no 
colineales PI ( X I  , y~ , z l )  , Pz (xz , ye , 22) y Ina (ZJ , ys , 2 3 )  . Enton- 
ces deben cumplirse las tres condiciones siguientes 

Azz + Byz + Czz + D = 0 ,  

Estas tres ecuaciones, juntas con la ecuaci6n ( I ) ,  constituyen un 
sistema de cuatro ecuaciones lineales homog6neas en A , B , C y D .  
Dicho sistema t4iene una soluci6~ diferente de cero, solamente en el 
caso de ser cero el determinante del sistema (Ap6ndice IB , 6 ; teore- 
ma) , es decir , el determinante de 10s coeficientes . 
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Segdn esto debe verificarse la igualdad : 

El estudiante debe demostrar que la ecuaci6n ( 3 )  es la ecuaci6n 
del plano que pasa por 10s tres puntos PI ,  PZ y Pa, por medio del 
mCtodo empleado en la deducci6n del teorema 13, Articulo 35. Tene- 
mos entonces el siguiente 

TEOREMA 4 .  La ecuaci6n del plano que pasa por 10s tres puntos 
dados no colineales , PI (xi , yi , ZI), Pz (xz , y2 , 22 ) y P3 ( ~ 3  , Y3 , 23) , 
en forma de determinante es 

NOTA. La ecuacidn ( 3 )  se conoce tambiin con el nombre de f o r m a  de  10s 
tres punros de la ecuacidn de un plano.  

' x y z l  

Xl y1 z 1 

x2 y2 2 2  1 

x3 Y3 23 1 

118. Posiciones relativas de dos planos. En este artsculo vamos 
a considerar las posiciones relativas que pueden ocupar dos planos 
cualesquiera cuyas ecuaciones , en su forma general, son : 

= 0 .  

El  dngulo formado por dos planos se define como el itngulo que 
forman sus normales respectivas. Por tanto, hay dos valores para 
este gngulo , suplementarios entre si .  Si 10s ndneros directores respec- 
tivos de las norrnales a 10s planos (1 )  y (2)  son [ A ,  B ,  C ]  y 
[ A t ,  Bf , Cfl , resulta , como una consecuencia directa del teorema 7 
del Articulo 112 , el siguiente 

TEOREMA 5 .  El dngulo 0 formado por 10s dos planos 



estd determinado por la jdrmula 

cos 9 = * AA1 + BBI + CCt 
. \ / A ~ + B = + c ~  . \ / A I ~ + B I ~ + C ~ Z '  

Si 10s planos ( 1 )  y (2)  son paralelos , sus normales son paralelas . 
Luego , por el corolario 1 del teorema 7 ,  Articulo 112, una condici6n 
necesaria y suficiente para el paralelisrno de dos planos estd dada por 
las relaciones 

A = kA1, B = kBt , C = k c t ,  (3 )  

en donde k es una constante diferente de cero . 
Si 10s planos ( 1 )  y (2 )  son perpendiculares, sus normales son 

perpendiculares. Por tanto, por el corolario 2 del teorema 7 ,  Articu- 
lo 112, una condici6n necesaria y suficiente para la perpendicularidad 
esth dada por la relaci6n 

AA1 + BB1 + CCt = 0 .  ( 4 )  

Dos planos son identicos o coincidentes solamente en el caso de ser 
paralelos y tener un punto comlin. Supongamos que 10s planos (1) y (2) 
son paralelos y que tienen el punto Pl(x1, 8 1 ,  21) comlin. Por ser 
paralelos se deben cumplir las relaciones (3 )  , y podemos escribir la 
ecuaci6n ( 1 ) en la forma 

Multiplicand0 la ecuaci6n ( 2 )  por k ,  obtenemos 

Como el punto Pi estd sobre ambos p 1 a n  o s ,  sus coordenadas 
(XI , yl , z ,  ) deben satisfacer a las ecuaciones ( 1 ) y ( 2),  y , por tan- 
t o ,  tambibn a las ecuaciones ( 5 )  y ( 6 ) ,  de las cuales tenemos, res- 
pectivamente , 

kA1xl + kB1yi + kCtzl + D = 0 ,  (7) 

Como 10s primeros miembros de ambas ecuacioues ( 7 )  y (8) son 
constantes e iguales a cero , son iguales entre si , de donde 

D =  kD1. 

Combinando este Gl timo resultado con las relaciones ( 3  ) an teriores , 
tenemos , como una condici6n necesaria y suficiente para la coinciden- 
cia de 10s planos ( 1 ) y (2)  , la$ relaciones 
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Un resumen de 10s resultados anteriores viene dado en el siguiente 

TEOREMA 6 .  Dados dos planos 

son condiciones necesarins y suficientes para 

a )  Paralelismo , que A = kAf , B = kB1 , C = k c 1 ,  (k f 0) ; 

b) Perpendic?ilaridad , que AAf 4- BBf + CCf = 0 ; 

c)  Coincidencia, que A = ltAf , B = kB1 , C = k c f ,  D = kDf , 
(k # 0 ) .  

NOTA. El  estudiante debe comparar este teorema con el teorema 6 del Ar- 
ticulo 30. 

Ahora estamos en posibilidad de considerar 10s casos especiales de 
la forma general de la ecuaci6n de un plano , 

en la que uno, por lo menos, de 10s coeficientes A .  B y C es dife- 
rente de cero . 

Consideremop primer0 el caso en que C = 0 ,  de manera que la 
ecuaci6n ( 1 ) toma la forma especial 

Los nlimeros directores de la normal a1 plano ( 10) son [ A , B , 0 1. 
Los ndmeros directores del eje z son [ 0 , 0 , 1 ] , y el eje z es normal 
a1 plano XY. El pIano ( 10) y el plano XY satisfacen la condici6n de 
perpendicularidad dada en el apartado ( b )  del teorema 6 ,  ya que 

Anhlogamente , podemos demostwr que 10s planos Ax + Cz + D = 0 
y By + Cz + D = 0 son perpendiculares a 10s planos XZ y YZ, res- 
pectivamente. Se desprende en cada caso , tambi6n , que el plano es 
paralelo a1 eje coordenado a lo largo del cual se mide la variable que no 
aparece en la ecuaci6n. Este resultado se expresa mediante el siguiente 

TEOREMA 7 .  Una ecuacio'n lineal que contiene Gnicamente dos varia- 
bles repTesenta un plano perpendicular a1 plano coordenado de esas dos 
variables, y es paralelo a1 eje coordenado a lo largo del cual se mide la va- 
riable que no aparece en la ecuacidn, y recCprocamente. 

NOTA. Por  l o  estudiado en la Geometria analitica plana, el lector puede 
pensar que la ecuaci6n (10) representa una linea recta. Debe obstrvar, s in 



embargo, que aqui y en nuestro estudio posterior de la Geometria analitica de 
tres dimensiones, una sola ecuaci6n en una, dos o tres variables, si tiene un 
lugar geomitrico, representa en el espacio una superficie y no  una curva. 

Consideremos ahorn In ecuaci6n lineal homogCnea en dos variables, 
es decir , una ecuaci6n en la cual falte el tkrmino constante. Enton- 
ces, para D = 0 ,  la ecuaci6n (10) toma la forrns 

Este plano pasa por el origen , y como es perpendicular a1 plano X Y ,  
debe pasar tambikn por el eje Z .  AnAlogamente , podemos demostrar 
que 10s planos Ax+Cz = 0 y By+Cz = 0 pasan por 10s ejes Y y X ,  
re~pect i~amente . Por tanto , tenemos el siguiente 

COROLARIO. Una ecuacidn lineal homogdnea en dos variables repre- 
senta un plano que pasa por el qje coordenado a lo largo del cual se mide 
la variable que no aparece en la ecuacidn, y reclprocamente. 

Finalmente , consideremos la ecuaci6n lineal en una variable sola- 
mente . Supuesto B = C = 0 ,  la ecuaci6n ( 1 ) toma la forma 

Los ndmeros directores de la normal a1 plano ( 12) son [ A ,  0 ,  0 ] o 
[ 1 , 0 ,  0 1 . Los ndmeros directores del eje X son [ 1 , 0 ,  0 1. Por 
tanto, el plano ( 12) es perpendicular a1 eje X y , en consecuencia , 
es paralelo a1 plano YZ. Anblogamente, podemos demostrar que el 
plano By + D = 0 es perpendicular al eje Y y paralelo a1 plano X Z  , 
y que el plano Cz + D = 0 es perpendicular a1 eje Z y paralelo a1 
plano XY.  Por tanto , tenemos el siguiente 

TEOREMA 8. Una ecuacidn lineal en una sola variable representa 
un plano perpendicular a1 qje coordenado a lo largo del cual se mide esa 
variable y paralelo a1 plano de las dos trariables que no jiguran en la 
ecuacidn , y reclprocamente . 

COROLARIO. Las ecuaciones x = 0 ,  y = 0 y z = 0 representan, 
respectivamente, a 10s planos coordenados YZ , XZ y X Y ,  y reclpro- 
camente . 

El estudiante debe tabular los resultados de 10s teoremas 7 y 8 y 
sus corolarios y observar la eimetria en las letras x ,  y y z .  ( V b s e  el 
ejercicio 6 del grupo 50 , Art.  109. ) 

Ejemplo 1. Hallar la e c u a c i 6 n d e l p 1 a n o  que pasa por el punto 
P (2. 1, - 3 )  y es paralelo a1 plano 5% - 2y + 42 - 9 = 0. 

 ah-. - 23. 
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Solucibn. P o r  el teorema 6 del Articulo 118, la ecuaci6n buscada es 

en donde k es una constante cuyo valor debe determinarse. C o m o  este p lano 
paaa po r  el p u n t o  P las coordenadas (2, 1, - 3) deben satisfacer la ecua- 
ci6n (13).  y tenrmos 

de donde k = 4. Po r  tanto,  la ecuaci6n buscada es 

Ejemplo 2. Hallar la ecuacion del p lano perpendicular a1 p lano X Y  y que 
pasa po r  10s puntos  P I  (1. 5, - 3) y Pz(- 5. - 4, 1 1 ) .  

Soluci6n. C o m o  el plano buscado es perpendicular al plano XY,  su ecua- 
ci6n,  po r  el teorema 7 del Articulo 118, debe ser de la forma 

C o m o  el p lano (14) pasa po r  10s puntos  P I  y Pz .  las coordenadas de estos 
pun tos  deben satisfacer a la ecuaci6n ( 1 4 ) ,  y tenemos las dos ecuaciones 

L a  soluci6n de las ecuaciones (15) y (16) para A y B en t i tminos  do D da 
A = y+D, B = - 3 4 0 .  Susti tuyendo estos valores en la ecuaci6n (14) y d iv i  - 
diendo po r  D # 0, hallamos la ecuaci6n buscada 

Ejemplo 3. Hallar la e c u a c i 6 n del p l a n  o quo pasa po r  el p u n t o  
P (5, 2, - 3)  y es perpendicular a cada uno  de 10s planos 2x - y + 22 - 9 = 0 
y x + ~ y - 5 z + ~ = o .  

Soluci6n. Podriamos usar el mi todo  del ejemplo 2,  pero aqui seguiremos 
o t ro  mi todo.  

Pr imero vamos a hallar 10s numeros directores de la normal a1 p lano buscado. 
Esta normal es perpendicular a cada una de las normales a 10s planos dados. P o r  
tanto ,  por  el art if icio de 10s numeros directores (Ar t .  113),  sus numeros direc- 
cores son 

P o r  tanto ,  la ecuaci6n del plano que pasa por  el pun to  P ( 5 ,  2, - 3) y tiene 
una normal cuyos numeros directores son [ I ,  - 12, - 71 es 

l ( x - 5 ) -  1 2 ( y - 2 ) - 7 ( z + 3 ) = 0  
o sea, 

x - 12y - 72 - 2 - 0. 



EJEBCICIOS. Grupo 64 

Dibujar  una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar la ecuaci6n del plano cuyas intercepciones respectivas con 10s ejes 
X,  Y y Z son - 5 .  3 y 1. 

2 .  La ecuaci6n de un plano es 2x - 3y + 92 = 1. Escribir la ecuaci6n en 
la forma simitrica. 

3. Escribir en forma de determinante la ecuaci6n del plano que pasa por  10s 
tres puntos  (6, 2. 0 ) .  (4. - 1, 2)  y (3. 4, - I ) .  A partir  de ella hallese la 
forma general de la ecuaci6n del plano. 

4. S i d e  10s cuatro puntos  ( X I ,  y l ,  21) .  (xz,  yz, 22 ) .  (xa.  y3, 28) Y 
( ~ 4 .  y4. 24) n o  hay tres que Sean colineales, demuistrese que una condici6n 
necesaria y suficiente para que Sean coplanares est6 dada por  el deteiminante 

5. Demostrar que  10s c u a t r o  p u n t o s  (1. 0, - 4 ) .  (2, - 1, 3) 
(- 2, 3, 5) y ( -  1,  2,  4)  son coplanares. 

6. Hallar el i ngu lo  agudo formado por 10s planos 3x +y - z + 3 = 0 y 
x - y + 4 z - 9 = 0 .  

7. Hallar el i ngu lo  agudo formado por el plano 5x + 4y - z + 8 = 0 y 
el plano XY. 

8. Deducir el apartado (a )  del teorema 6 directamente del teorema 5 del 
Articulo 118. 

9. Deducir el pun to  (6) del teorema 6 directamente del teorema 5 del Ar -  
t iculo 118. 

10. Obtener el corolario del teorema 8,  Articulo 118, considerando las co- 
ordenadas de un  pun to  que estd en un  plano coordenado. 

11. Construir  las figuras respectivas para ilustrar cada uno  de 10s planos 
especificados en 10s teoremas 7 y 8 y en sus corolarios (Ar t .  118). 

X I  y1 z1  1 

X l  y2 2 2  1 

x3 y3 2 3  1 

X4 Y 4  2 4  1 

12. Si dos planos son paralelos, demukstrese que sus trazas sobre cualquiera 

= 0. 

de 10s planos coordenados son dos rectas paralelas. 
13. Hallar la ecuacibn del plano que  pasa por el pun to  (3, - 2,  6) y es 

paralelo a1 piano 4y - 32 + 12 = 0. 
14. Hallar la ecua.ci6n del plano perpendicular al plano X Y  y que pasa po r  

10s dos puntos  (2 ,  - 2. 11) y ( -  7, - 8. - 3 ) .  
15. Hallar la ecuaci6n del plano perpendicular a1 plano 4x-3y +22 - 9  = O  

y que pasa por 10s dos puntos  (2. - 6, 4)  y (3, - 7, 5 ) .  

(Viase el corolario del teorema 12. Ar t .  34.) 

16. Hallar la ecuaci6n del plano que pasa por el pun to  (4. - 2, 1) y es 
perpendicular a cada uno de 10s planos 

17. Hallar la ecuaci6n del plano perpendicular al plano XZ y que pasa po r  
10s dos puntos  (4, - 7, 2)  y (12. - 11. 7) .  

































CAPITULO XV 

LA RECTA EN EL ESPACIO 

122. Introducci6n. En el capftulo anterior hicimos un estudio del 
plano como la mis  sencilla de todas las superficiee. Podriamos conti- 
nuar nuestro trabajo estudiando superficies m8s complicadas antes de 
considerar las curvas en el espacio . Pero la lhea recta en el espacio , 
considerada como la interseccidn de dos planos diferen.tes , se presenta 
tan naturalmente despues del estudio del plano , que dedicamos com- 
pleto el presente capltulo a su estudio. El siguiente capftulo lo reser- 
varemos para tratar el problema general de las superficies. 

123. Forma general de las ecuaciones de la recta. Sea 1 la recta 
de interseccidn de dos plan08 diferentes cuaksquiera, cuyas ecuacio- 
nes , en la forma general, son 

Cualquier punto cuyas coordenadas satisfagan ambaa ecuaciones del 
sistema (1 )  est& sobre cada uno de 10s planos y , por lo tanto, esti 
sobre su interseccidn 1. Reciprocamente , cualquier punto que eat6 so- 
bre l debe estar sobre cada uno de los planos, y sus coordenadas 
deben satisfacer, por lo tanto, ambaa ecuaciones. Segdn esto, Ias 
dos ecuaciones del sistema ( 1 ) , consideradas s i r n u l t d n e a ~ t e  , son 
las ecuaciones de una recta en el espacio. El sistema (1) es llamado, 
apropiadamente , !orma general de h s  ecuaciones de h recta. 

En seguida observernos el hecho importante de que las ecuaciones 
de cualquier recta particular en el espacio no son Qnicas. En efecto, 
podemos considerar , como en el Articulo 121 , que la recta 1 ,  repre- 
sentada por el aistema ( 1 ) , es la arista del has de planos 

AIZ + BIY 4- CIZ + Dl + k(A;z + Bsg + Caz + Ds) - 0 ,  (2) 
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en donde el partimetro k puede tomar todos 10s valores males. Por 
tanto, las ecuaciones de dos planos diferentes cualesquiera de la fami- 
lia (2) pueden servir como ecuaciones de la recta I. Geomdtrica- 
mente , t ambih ,  una recta ests completamente determinada por dos 
p lano~ diferentes cualesquiera que pasen por ella. 

124. Forma simetrica de las ecuaciones de la recta; ecnacibn de 
la recta que pasa por dos puntos, y ecuaciones parametricas de la recta. 
Para muchos problemas, la forma general de las ecuaciones de una 
recta no es tan conveniente como otras ciertas formas que vamos n 
deducir a continuaci6n. Vamos a basarnos en que una recta queda 
perfectamente determinada por uno de sus puntos y su direcci6n, o 
por dos cualesquiera de sus puntos. La deducci6n de las ecuaciones se 
basarti en lo dicho en el Artfculo 25 sobre la ecuaci6n de una recta, 
dado uno de sus puntos y la pendiente. Dejniremos a la lhea recta 
como una curva del espacio caracterizada por la propiedad de que sus 
nfimeros directores Sean iddnticos a (o proporcionales a) 10s ntimeros 
directores correspondientes de cualquier segmento de la recta. 

Sea PI (XI, PI, 21) un punto dado cualquiera de la recta I cuyos nti- 
meros directores son [ a ,  b  , c 1. Sea P (z , y , 2) un punto cualquiera 
de I diferente de PI. Entonces , por el corolario 2 del teorema 5,  
Artfculo 111 , un sistema de ndmeros directores para I esth dado por 
[ z - XI, y - yl , z - 211 . Por tanto, por nuestra definici6n de Ifnea 
recta, las coordenadas de P deben satisfacer las relaciones 

2 - 21 = ka, y - yi = k b ,  2-21 kc, ( 1  

en donde k es una condante diferente de cero . Estas relaciones son, 
por tanto, las ecuaciones de la recta 1 que pasa por un punto dado y 
tiene una direcci6n dada . 

Si 10s ntimeros directores [ a ,  b ,  c ]  de I eon todos diferentes de 
cero , ee acostumbra esoribir las ecuaciones ( 1)  en la jorma sidtrica 

Si a , fl , y mn 10s 4ngulos directores de I ,  entonces (Art. I l l  ) 
la forma simdtrica (2) puede escribirse tambidn en la forma 

Z = P - Y - -  2-21 

cog a cos fl cos y ' ( 3 )  

aiempre que ningtin coseno director sea igual a cero. 
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Cada una de las formas ( 1) , ( 2) y (3) consta de tree ecuacio- 
nes, pero en cada caso solamente dos de estas ecuaciones son inde- 
pendientes . 

Si uno o dos de 10s numeros directores [ a ,  b ,  c ]  de 1 son cero, no podemor 
urar ni la forma (2) ni la (3).  En tales caros, debemos emplear las relacio- 
nee (1). Por  ejemplo, digamos que a = 0, pero b y a son ambor diferentes 
de cero. Entonces por las relaciones (1).  tenernos, para las ecuaciones de 1. 

x 5 XI, y - y1 = kb,  z - zh = kc, 

las cualer. de acuerdo con la forma aimLtrica (2).  pueden escribirw como 

Para a = 0, la recta 1 es perpendicular a1 eje X y. por trnto, es paralela a1 
plano YZ. Debe esrar, en conrecuencia, robre un plano paralelo a1 plano YZ. 
Esto se indica analiticamente por la ecuaci6n x = XI. El  eatudiante debe obte- 
ner y dircutir Ira ecuaciones de una recta para todas las combinaciones poribtes 
de uno o doe numeros directores iguales a cero. 

Vamos a hacer un resumen de 10s resultados precedentes en el m- 
guiente 

TEOREMA 1. La recta que pasa por el punto dado PI (XI, y~ , ZI) 
y cuyos nzimeros directores son [ a , b , c ] time por ecuaciones 

X - x l =  ka, y-yl= kb, a - a l -kc ,  

en donde k es una constante dijerents de csro . 
Si 10s nzimeros directores [ a ,  b ,  c ]  son todos diferentes de cero, 

estas ecuacwnes p d e n  escribirse en kr jorma s i d t r i c a  

NOTA. E r  importante para el estudiante obaervar que lor nCmeros directorer 
de una recta pueden obtenerse directamente de la forma simitrica, solamente ri 
el coeficiente de cada una de las variables x. y y z en la unidad poritiva. 

Ejemplo. Hallar las ecuacioner de la recta que pasa por el psn to  (-3. 2. 1) 
y en perpendicular a1 plano 4% + 3y - 12 = 0. 

Solucibn. Por el teorema 2 del Articslo 115, lor nlmeros dinctorer de la 
recta son [4,  3, 0 1 .  Por tanto, por el teorema 1 anterior, lar ecsacioner de 
la recta son 

2 X+~=V--, Z .. 1. 
4 3 

E l  estudiante debt dibujar la figura para erte ejemplo. Debe demortrar tam- 
biLn que la recta es perpendicular a1 eje Z y que er t i  en un plaao paralelo a1 
plano XY. 
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En seguida deduciremos las ecuaciones de la recta I que p a s  por 
10s puntos dados PI (XI, yl , 21) y Pz (zz , yl , 2,). Por el corolario 2 
del teorema 5 ,  Articulo 111 , un sistema de ndmeros directores para I 
ests. dado por [za - 21, yr - yl,  zz -211. Por tanto, por el teore- 
ma 1 anterior, las ecuaciones de I son 

en donde k es una constante diferente de cero. 
Si todas las coordenadas correspondientes de Pi y P2 son diferen- 

tea entre sf, es decir , XI # $2 , yi # gr , zi # zz , podemos escribir las 
ecuaciones (4) en la siguiente forma 

Vamos a hacer un resumen de 10s resultados precedentes en el si- 
guiente 

TEOREMA 2 .  La r e c t a  que pasa por 10s dos p u n t o s dados 
Pi (xi, yl , 21) y Pz (xs , ya , 22) time por ecuaciones 

en donde k es una constante diferente de cero. 
Si la coordenadas de PI y P2 son tales que xi # x2, yi # y2, 

21 # 2 2 ,  estas ecuaciones pueden escribirse en la fornaa 

Consideremos ahora la recta I que pasa p o r el p u n t o  dado 
PI (XI , yl , 21) y tiene 10s &ngulos di- 

Z rectores dados a, 0, y. Sea P (z, y, z) 
un punto cualquiera de I ,  y t la lon- 
gitud del segmento de recta variable 
PP1. Vamos a considerar a t positi- 
vo o negativo s e d n  que P eat6 do un 
lado o del otro de Pi, como aparece 
en la figura 168. S e g h  esto , la va- 
riable t puede tomar todos 10s valores 
reales incluyendo el valor cero cuando 
P coincide con Pi. Evidentemente, 

Fig. 168 para cada valor asignado a 1 ,  la posi- 
ci6n de P queda perfectamente defi- 

nida con respecto a1 punto fijo PI. 
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Por el teorema 3 del Artfculo 110, tenemos las relaciones 

de donde 

z = z 1 + t c o s a ,  y =  y l + t c o s f l ,  z = z l + t c o s y .  (6) 

Observando las ecuaciones (6) , vemos que , asignando un valor par- 
ticular a t ,  10s valores de z , y y z quedan determinados . Pen, estos 
son las coordenadas de un punto P de 1. Se sigue por esta (Art. 89) 
que las ecuaciones (6) son las ecuaciones param#&im de la recta I ,  
siendo la variable auxiliar t el pardmetro. De aquf el aiguiente 

TEOREMA 3 .  La recta que pasa por el punto PI (XI, yl , zl) y tiene 
10s dngulos directores a ,  P , y , tiene por ecuczn'ones param&tricas 

en donde el pardmetro t representa la longitud dirigida de PI a un punto 
cualquiera P (x , y , z )  de la recta. 

NOTA. Anotamos previamente que una recta en el espacio se representa ana- 
liticamente pot dos ecuaciones indeptndientes. Aqui observamos qae ana recta 
en el espacio se representa por rres ecuaciones paramltricas. Pero si eliminamos 
a1 parimetro t entre estas tree ecuacionea, obtenemos las dos ecnaciones inde- 
pendienter usuales. 

EJEBCICIOS. Grupo 57 

Dibujar ana figura para cada ejercicio. 

1. Las ecaaciones de una recta 1 son 

3 x - 2 y + 4 2 - 9 = 0  y x + y - 2 ~ + 5 = 0 .  

Obtener otro par de ecuaciones para I .  Comprobar el resaltado hallando las co- 
ordenadas de dos puntos que estin sobre I partiendo de las ecuaciones dsdas y 
demostrando entonces que estas coordenadas satisfacen a1 naevo par de ecaa- 
ciones. 

2. Hallar las ecaaciones de la recta que pasa por el punto (2, - 1, 4) y 
tiene por numeros directores [3, - 1. 61.  

3. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el pnnto (4. 0, 5) y er 
paralela a la recta cuyos numeros directores son [ 1. - 1. 31. 

4. Hallar Ias ecuaciones de la recta que pasa por el panto (- 3, 2. 7) y es 
perpendicular a1 plano 2x - 3y + z = 0. 

6. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (- 2. 4, 3) y 
cuyos numeros directores son [Z, 0, - 3 1 .  

6. Una recta paaa por el punto (6. 3, - 2) y es perpendicular a1 plano 
4y + 72 - 9 - 0. Hallar sus ecuaciones. 
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7. Doa de lor Ingulor directores de una recta son a = 45'. P = 60'. Si la 
recta para por el punto (4. - 1, 4) .  hillenre sur ecuaciones. (Dor solu- 
cioner. ) 

8. Hallar las ecuacioner de la recta que para por el punto (3, - 2. 7) y 
corta a1 eje X perpendicularmente. 

9. Una recta er perpendicular a1 plano XY y c o n  t i e  n e a1 punto 
(3, - 4, - 14) . Hallar rus ecuacioner. 

10. Loa n6meros directorer de una recta ron [ 0 ,  0 ,  11 y la recta pasa por 
el punto (- 2. 1. 7).  Hallat sur ecuaciones. 

En  cada uno de 108 e j e r c i c i o r 11 - 16, una recta pasa por el punto 
PI (xl,  y1, z l )  y tiene por numeror directorer [ a ,  b. c ]  . Hallar las ecuaciones 
de la recta cuando rua n6meros directorer ron lor que se indica. Intetpretar lo8 
rerultados analitica y geom4tricamente. 

17. Hallar Ira ecuaciones de la recta qne pasa pot el punto (- 7, 3. - 5)  y 
er perpendicular a cads una de lar do8 rectar cuyoa numeton directores son 
r4. - 2 .  31 y [ I .  2. -21 .  

18. Hallar lasecuacioncr de la recta que para pot  el punto (- 6. 5 ,  3) y 
3z + 5 er paralela a la recta k4 3- - -. - 2 2 6 

19. Hallar la8 ecuacioner de la8 recta que para pot  el punto (3. - 3, 4) y 
er perpendicular a cada una de lar rectar 

20. Hallat el Ingulo agudo formado por Ira rectas 

81. Demortrar que ri una recta eat6 en el plano XY, sin rer perpendicular 
ni  a1 eje X ni a1 Y, y contiene a1 punto pl (xl,  yl ,  0 ) .  sur ecuacioner pueden 

ercribitse en la forma "- B, z - 0. ( V e t  el ejercicio 21 del 
cor a con B 

grupo 14, Art. 37.) 

88. Hallar lar ecuacioner: a )  del eje X ;  6)  del eje Y ;  c) do1 eje 2. 

En cada uno de 108 ejercicior 23-26. hallar las ecuacioner dc la recta que pasa 
pot  lor dor puntor dador. 

E n  cada uno de 10s ejercicior 27-32. hallar lar ecuacioner de la recta que para 
por lor puntor PI(*,, yl. z l )  y P2(xz, y ~ ,  21). cuando lar coordenadas 
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correspondientes de PI p Pa estbn relacionadas como se indica. Interpretar 10s 
resultados analitica y gaomitricamente. 

33. Hallar las ecuaciones paramitricas de la recta que pasa por el pun to  
(6, - 4, 2) y tiene por  bngulos directores a = 60". fi = 135". (Dos  solu- 
ciones. ) 

34. Hallar laa ecuaciones paramhtricas de la recta que pasa po r  el pun to  
(5, - 3, 0) y tiene por  ndmeros directores [2,  - 2, 11. 

35. Hallar las ecuaciones paramitricas de la recta que pasa por lor dos pun-  
tos  ( I ,  2 ,  - 3 )  y (2. 6,  5) .  

36. Demostrar que si una recta pasa por  el pun to  PI (XI. yl, 21) y tiene 
por numeroa directores [ a ,  b ,  c ]  , sun ecuaciones paramitricas pueden escribirse 
en la forma 

x = XI + a t ,  y = yl + b t ,  z = zl + c t ,  

en donde t  en el parirnetro. i Q u i  relaci6n guarda este par lmetro  con el pa r l -  
metro t del teorema 3. Articulo 1241 

37. Escribir Ian ecuaciones paramitricas de una  recta que esti  si tuada: 
a) en el plano XY: b )  en el plano XZ: c )  en el plano YZ. 

38. Las ecuaciones paramitricas de una  recta son 

Reducir estas ecuacionea a la forma simhtrica. Hallar Ian coordenadas de dos  
puntos  de la recta y construir  dicha recta. 

39. Reducir la forma simitrica del teorema 1 a la forma paramitrica del teo- 
rema 3 ,  Articulo 124. 

40. Reducir la ecuaci6n de la recta que pasa por  dos puntos  dada en el teo- 
rema 2 a la forma paramhtrica del teorema 3, Ar t iculo  124. 

125 Planos proyectantes de una recta. Supongamos las ecua- 
ciones de una recta 1 dadas en la forma general 

Hemos visto (Art. 123) que la recta 1 puede representame tambi6n 
por dos planos diferentes cualesquiera de la familia de un haz de 
planos 

A l x + B l y + C 1 z + D 1 + k ( A s ~ + B t ~ + C s z + D r ) = O .  (2) 

Dado que hay un nbmero infinito de pares de planos que definen a la 
recta 1 como su intersecci611, es natural que escojamos aquellos 
planos que Bean m4s btiles para nuestros prop6sitos. Estos son 
10s planos que paean por 1 y son perpendiculares a 10s planos 
coordenados ; llamados , apropiadamente , 10s planos proye-ctunta de 
la recta. 
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Por el teorema 7 del Artfculo 118, un plano perpendicular a un 
plano coordenado se represents por una ecuaci6n lineal que contiene 
solamente dos variables, las variables del plano coordenado par- 
ticu1s.r. Por tltnto, para obtener un plano proyectante determinado 
de la recta ( I ) ,  rtsignamos un valor tal a1 padmetro k en la ecua- 
ci6n (2) de manera que la ecuaci6n resultante contenga solamente la8 
dos variables deseadas . Este procedimiento consiste , evidentemente , 
en la eliminaci6n de unrt de 1as vctriables de las dos ecuaciones de la 
recta ( 1 ) .  

Ejemplo 1. Hallar las ecuaciones de 10s tres planos proyectantes de la recta 
I :  2x + 3y - z = 4, x - y + z = 4 .  Construir la recta por medio de estos 
planos proyectantes. 

Fig. 169 

Solncibn. Para eliminar la variable z basta sumac las ecuaciones dadas. 
Esto nos da 

3x + 2 y  = 8. (3) 

que es la ecuaci6n del plano proyectante de la recta dada sobre el plano XY. 
La variable y puede eliminarse multiplicando la segunda ecuaci6n de la recta 

por 3 y sumindola a la primera ecuaci6n. Esto nos da 

que es la ecuaci6n del plano proyectante sobra el plano XZ. 
Anilogamente, eliminando la variable x, obtenemos 

5y - 32 + 4  0 0, (5) 

para ecuacidn del plano proyectante robre el plano YZ. 
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Dos cualesquiera de 10s tres planos proyectantes son suficientes para determi- 
nar la recta I. Usemos, por ejemplo, 10s planos proyectantes (3) y (4) para 
construir la recta I, tal como se ve en la figura 169. Dos de 10s puntos de I ,  
PI y Pa, determinados por estos planos, estin sobre 10s planos coordenados; 
estos puntos se llaman puntos de penetracibn o trozos' de la recta I. 

El  mitodo para localizar cualquier punto P de la recta I tambikn esti indi- 
cad0 en la figura 169. Esto se logra haciendo pasar an plano 8 paralelo a1 pla- 
no YZ. El  plano 8 corta a 10s planos proyectantes en dos rectas. 11 y 11: el 
punto P es entonces el punto de intersecci6n de 1 1  y l a .  Este metodo es de con- 
siderable importancia para localizar cualquier punto sobre una curva del espa- 
cio; seri considerado mis adelante en el Capitulo XVII. 

Las ecuaciones de dos de 10s planos proyectantes de la recta (1)  
pueden escribirse en la forma 

Se les llama jorma proyeccidn de las ecuaciones de una recta. Esta 
fcrma es dtil para ciertos tipos de problemas ; el siguiente ejemplo es 
una ilustraci6n de esto . 

Supongamos que las ecuaciones de una recta I se nos dan en la 
forma general ( 1 ) . Queremos demostrar que I estA en un plano par- 
ticular cuya ecuaci6n puede escribirse en la forma 

Un metodo, por supuesto, es obtener las coordenadas de dos de 10s 
puntos de I y demostrar que satisfacen a la ecuaci6n (7).  Un segundo 
metodo consiste en demostrar que I es perpendicular a la normal a1 
plano (7) y que uno de sus puntos est& sobre ese plano. Un tercer 
metodo consiste en demostrar que la ecuaci6n (7) se convierte en una 
identidad en z cuando y y z son reemplazadas por sus valores dedu- 
cidos de la forma proyecci6n (6) de I .  Un cuarto metodo es demos- 
trar que el plano (7) es un miembro de la familia de planos (2 ) .  En el 
siguiente ejemplo vamos a aplicar el tercer metodo. 

Ejemplo 2. Demostrar que la recta 

estl contenida en el plano 
x + 6 y + 4 z + 1  = O .  

Solucibn. Eliminando las variables z y y sucesivamente de las ecuacio- 
nes (8), hallamos que las ecuaciones de la recta en funci6n de 10s planos pro- 
yectantes (forma proyeccibn) son 

1 15 1 19 y = - - x - -  
2 

14. z = - x + - .  
2 14 
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Sustituyendo estos valores de y y 2 en la ecuaci6n (9) ,  obtenemos 

una identidad para todos 10s valores de x. Esto mllestra que Ias coocdenadas de 
todos 10s puntos de la recta (8) satisfacen a la ecuaci6n (9) del plano. 

Los planos proyectantes de una recta son una simple ilustraci6n de 
un concepto importante en el estudio y construcci6n de las curvas 
generales en el espacio . Este tema aer& considerado m4s ampliamente 
en el Capltulo XVII . 

126. Reducci6n de la forma general a la forma simbtrica. Es clam 
que la forma simdtrica de las ecuaciones de una recta ee, frecuente- 
mente , mBs conveniente que la forma general. Por ejemplo , dada 
una recta, por su forma simetrica , es posible obtener inmediatamente 
10s n6mems directores de la recta y las oordenada~ de uno de sus 
puntos. Ademhs, la forma simetrica da tambien, inmediatamente , 
las ecuaciones de 10s plan08 proyectantes ; dada la forma general, es 
necesario , casi siempre , eliminar una o mBs variables. Por eato , 
vamos a considerar ahora el problema de reducir la forma general a la 
forma simbtrica. Este metodo quedah mejor explicado por medio de 
un ejemplo . 

Ejemplo 1. Las ecuaciones de una recta son 

Hallac la forma simitcica. 
Solncibn. Del sistema ( I ) ,  despejando x en funci6n de y se obtiene 

y despejando x en funci6n de 2, cesulta 

Igualando estos resultados, tenomos 

Como en la focma simitcica 10s coeficientes de la8 variables deben set unitarios 
y positivos, vamos a escribir estas ecuacione8 en la forma 

o. para mayor clacidad, en la forma 
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La forma simitrica muestra que 10s numeros directores de la recta (1) son 
[2, - 3, - 71 y que el punto (0. - 1. - 7) esti  sobre ella. 

Se pueden obtener formas simitricas de la recta (1) despejando y en funcidn 
de x y z ,  o z en funci6n de x y y. E n  cada caso se obtendrin 10s mismos nu-  
meros directores, pero laa coordenadas del punto serin diferenres. 

La reducci6n puede efectuarse tambiin hallando la8 coordenadas de dos pun- 
tos de la recta (1) y aplicando la fdrmula de las ecuaciones de la recta que pasa 
por 10s dos puntos. 

Cuando se necesita obtener solamente 10s ndrneros directores de una 
recta partiendo de su forma general, es conveniente emplear el artificio 
de 10s ndmeros directores (Art. 113). Esto se ilustra en el siguiente 
ejemplo . 

Ejemplo 2. Demostrar que la recta 

es paralela a1 plano- 
3 x - 2 y  4 - 8 2 - 5  5 0 .  

Solncibn. Como la recta (2) esti  en cada uno de 10s planos quo la definen, 
er perpendicular a cada una de Ias normales de estos planos. Los ndmeros direc- 
tores de ertas normales son [ I .  - 1. 21 y [ l ,  2, 81. Por tanto, por el artifi- 
cio de 10s nbmeros directores, 10s n6mtros directores de la recta (2) son 

o sea [4. 2. - 11. Loa n6meros directores de la normal a1 plano (3) son 
[3, - 2, 81. Entonces. como 

se sigue quo la recta (2) es perpendicular a la normal a1 plano (3) y, pox tanto, 
es paralela a1 plano. 

EJEBCICIOS. orup0 68 

Dibujar unr figura para cada ejercicio. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 1-5, hallar 10s planos proyectanter de la recta 
cuyaa ecuaciones se don. Usense estos planos proyectantes para construir la recta. 
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6. Las ecuaciones de una recta son 

Hallando las coordenadas de dos de 10s puntos de esta recta, demuistrese que esti 
en el plano 2% + 7y - 122 + 49 = 0. 

7.  Las ecuaciones de una recta son 

Poniendo estas ecuaciones en funci6n de 10s planos proyectantes, demudstrese 
que esta tecta esti  en el plano 3% + 2y - z + 1 = 0. 

8. Las ecuaciones de una recta son 

Empleando el haz de planos que tiene a esta recta por eje, demuistrese quo esti  
en el plano x - 6y - 22 - I - 0. 

9. Demostrar que la recta * = = k7 e s t i en el plano 
4 - I 2 

x -2y - 3 2  - 8  - 0 .  
10. Las ecuaciones de una recta 1 son 

y la ecuaci6n de un plano 8 es 6% - 8y + 232 - 14 = 0. Obtener las ecuaciones 
parametricas de 1 y sustituir estos valores de x ,  y y z en la ecuacion de 6. 
Demostrar que la ecuaci6n resultante es una identidad en el parimetro t y,  po t  
tanto, que 1 esti  en 8. 

11. Demostrar que la recta 7% - y - z + 8 = 0. 3% + 5y - 22 - 3 = 0. 
esti  en el plano 5% - 17y + 42 + 25 = 0 empleando las ecuaciones paramdtricas ' 
de la recta. 

12. Si una recta es paralela a uno de 10s planos coordenados, demulstrese 
que tiene solamedte dos planos proyectantes diferentes. 

1s. Hallar la ecuacidn del plano determinado por la recta 

y el punto (3, - 1. 2 ) .  
14. Hallar la ecuaci6n del plano determinado por la recta 

y el punto (2. 0. - 4). 
16. Las ecuaciones de una recta son 

Hallar las coordenadas de cada ano de sus puntos de penetration o trazas en 10s 
planos coordenados. 

En cada ano de 10s ejercicios 16 y 17. reddzcase la forma general dada a una 
forma simltrica de las ecaacioner de la tecta. 


