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Si susti tuimos estos valores de x:, y1 y x" en la ecuaci6n ( 4 ) ,  obtenemos 

la cual, despuCs de simplificarla, nos da la ecuaci6n buscada 

que representa una hiperbola. E l  estudiante debe trazar la grifica correspon- 
diente de este lugar geomitrico. 

Un tip0 interesante de curvas, cuya ecuaci6n se obtienc m8s f8ciI- 
mente mediante el metodo parametrico, son ]as llamadas podarias o 
curvas pedales, definidas de la siguiente manera : si desde un punto 
fijo Q se trazan perpendiculares a las tangentes a una curva C ,  el 
lugar geomktrico de 10s pies de las perpendiculares es otra curva Ila- 
mada podaria de la curva C con respecto a1 punto Q .  

Ejemplo  3. Hallar la ecuaci6n de la podaria de una parabola con respecto 
al vertice. 

Solucidn. El  problema no pierde generalidad si tomamos la forma can6nica 
de la ecuacion de la parabola. y2 = 4px. Sea P ( x ,  y )  (fig.  134) un punto  

cualquiera del lugar geomitrico. Por  el 
Y teorema 5 del Articulo 57, la ecuaci6n de 

la tangente de pendiente m a la parabola 
y2 = 4px es 

y = m x  + E ,  m # 0. (5) 
m 

For  ser O P  perpendicular a la tangente (5). 
su ecuacidn es 

1 y = - - x .  
m (6) 

La ecuaci6n rectangular de la podaria se 
obtiene eliminando el pat imetro  m  entre 
las ecuaciones (5) y (6) . Para ello. de la 

ecuaci6n (6) se obtiene rn = - 5. valor 
Y  

que susti tuido en la ecuaci6n (5) nos da: 

' I 

Fig.  134 

Despejando y a  obtenemos la ecuaci6n rectangular buscada 

x 3  

y z  = - x p p '  

que representa una cisoide con asintota x = - p. (Viase el ejemplo 1 del Ar-  
ticulo 19 y el ejercicio 6 del grupo 41. Art .  88.) 



ECUACIONES P A R A M E T R I C A S  

E JERCICIOS . Grupo 44 

Dibujar  una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar la ecuacidn del lugar geomitrico formado por 10s puntos de 
interseccion de dos tangentes perpendiculares cualesquiera a la circunferencia 
A' + y2 = a2. 

2. Hallar la ecuaci6n del lugar geomitrico de 10s puntos de interseccion de 
dos tangentes perpendiculares cualesquiera a la parabola ya = 4 p x .  

3. Hallar la ecuacidn del lugar geomitrico de 10s puntos de intersecci6n de 
dos tangentes perpendiculares cualesquiera a la hipirbola 

4. Por  el punto  f i j o  A  (- a ,  0) de la circunferencia x 2  + ya = aa se 
traza una cuerda cualquiera A B .  Hallar la ecuaci6n del lugar geomitrico del 
punto  rnedio de A B .  

5. P o r  el punto  f i jo  A  ( -  a ,  0) de la elipse b 2 x a  + a a y a  = a 2 b 2 ,  se 
traza una cuerda cualquiera A B .  Hallar la rcuacion del lugar geornitrico del 
punto  rnedio de A B .  

6. Una recta 1 pasa por el origen y corta a las rectas 

en 10s puntos A  y B ,  respcctivarnente. Hallar la ecuaci6n del lugar geomitrico 
descrito por el punto  medio del segmento A B  a medida que la recta 1 gira en 
torno del origen. 

7. U n  segmento A B  de longitud constante I  se mueve de tal rnanera que 
su extremo A permanece siempre sobre el eje X y su extremo B  siempre sobre 
el eje Y. Hallar la ecuaci6n del lugar geomitrico descrito por un pun to  f i jo  P  - - 
sobre A B  tal que la raz6n AP : BP es igual a k. 

8. Hallar la ecuacion de la podaria de la parabola y2 = 4 p x  con respecto 
al foco. 

9. Hallar la ecuaci6n de la podaria de la elipse b a x 2  + a2  y" aaab2  con 
respecto a su centro. 

10. Demostrar,  analiticamente, que una circunferencia es su propia curva 
podaria con respecto al centro. 

11. Hallar la ecuaci6n de la podaria de la hipirbola b2x2  - a z y z  = a262 
con respecto a su centro. 

12. Demostrar que si en el ejercicio 11 la hipirbola es equilitera, la podaria 
es una lemniscata. (VCase el ejemplo 2 del Art .  82.) 

13. Desde uno de 10s focos de una elipse, se traza una recta 1 1  perpendicu- 
lar a cualquiera de sus tangentes, y por el centro se traza una recta 1 2  que pase 
por el punto  de contacto. Demostrar, analiticamente, que el lugar geomitrico 
de la intersecci6n de 1 1  y 1 2  es la directriz correspondiente. 

14. Establecer y demostrar el teorema correspondiente a1 del ejercicio 13 
para la hipirbola.  

15. Hallar la ecuaci6n del lugar geomCtriso de 10s puntos de interseccidn de 
dos tangentes cualesquiera a la paribola y 2  = 4 p x ,  tales que el product0 de sus 
pendientes sea igual a una constante k. 

16. Resolver el ejercicio 15 para la elipse b 2 x 2  + a2 ya = a 2 b 7 .  
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17. Hal la r  la ecuacidn del lugar  geornetrico de 10s p u n t o s  de intersection de 
dos  tangentes cualesquiera a la parabola y2 = 4px tales q u e  forrnen un  i n g u l o  
de 45 grados.  

18 .  Hal la r  la ecuacion de la podaria de la elipse b2 x2 + a2 ya = a2 b 2  con  
respecto a u n  foco.  

19. H a l l a r  la ecnacion de la  podaria d~ la h ipf rbola  b2xZ - aayZ = a2 ba 
con  respecto a u n  foco. 

20 .  Demost ra r  q u e  la podaria de la circunferencia xa  + y2 + 4x = 0 con 
respecto al  origen es una  cardioide. (Viase  el e jemplo  1 del A r t .  S!.) 



CAPITULO XI1 

CURVAS PLANAS DE GRAD0 SUPERIOR 

96. Clasificacion de funciones. Si en el curso de un discusi6n par- 
ticular empleamos un sirnbolo, digamos z, a1 que se le pueden asignar 
valores diferentes, decimos que este simbolo es una variable, y a la 
totalidad de 10s valores que puede tomar le llamamos intervalo de 
variacidn de la variable. A d ,  la ecuaci6n de la circunferencia 

conticne las dos variables z y y , a cada una de las cuales se le pueden 
asignar todos 10s valores reales desde - 1 hasta + 1 inclusive. El 
intervalo de variaci6n de la variable x , por ejemplo , se expresa cn- 
t,onces por la relaci6n 

- 15x51. 

Seg6n vimos, una ecuaci6n en dos variables representa una corres- 
pondencia definida de valores entre esas dos variables (Arts. 14, 23). 
Nos referimos a tal correspondencia como a una relacidn fu.nciona1. 
Para mayor precisi6n , establezcamos la siguiente 

DEFINICI~N.  Si dos variables, x y y , est&n relacionadas de tal 
manera que para cada valor asignado a la x dentro de su intervalo, 
quedan determinados uno o m6s valores correspondientes de y , se dice 
que y es una fiincidn de x .  

Las funciones se clasifican de muchas maneras de acuerdo con sus 
diversas propiedades y caracterlsticas. Para nuestros fines inmediatos , 
sin embargo, sera suficiente dividir todas las funciones en dos clasea 
generales : funciones algebraicas y trascendentes . Para comprender 
esta clasificaci6n necesitlmos agregar algunas definiciones . 

Una fitrrcidn racional entera de x es una funci6n de la forma 

a0 Z" + ax %"-I + a* x " - ~  + . . . + &-I X + an ,  
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en donde TL es un enter0 positivo, o cera, y ao , a1 , . . . , an son 
constantes cualesquiera . Ordinariamente nos referimos a una funci6n 
de tal naturaleza como un polinomio en x . En particular, si ao # 0 ,  
sc dice que la funci6n o polinomio es de grado n .  

Una funciEn racional de x es el cociente de una funci6n racional 
entera de x por otra que sea diferente de cero . Asl, si f 1 (x) y f~ (z) 
son ambas funciones racionales enteras, si f z (r) es diferente de 
cero , y 

mtonces R (x) es una funci6n racional de x. 
Consideremos shora Is ecuacidn 

en donde m es un entero positivo y Rt (x) , Rz (x) , . . . , Rn (x) son 
funciones racionales de x .  Si la relaci6n entre dos variables x y y es 
de la forma dada por la ecuaci6n (2), o puede hacerse que tome tal 
forma, entonces se dice que y es una funcidn algebraica de x. Asi, 
cada una de las ecuaciones 

definen a y como una funcidn algebraica de x. 
Todas la3 funciones que no son algebraicas se llaman funciones Iras- 

cendentes . Las funciones trigonom6tricas , logarltrnicaa y exponencia- 
l e ~  son ejemplos de tales funciones. Asi , cads una de las ecuaciones 
y = sen x , y = log x y yex2 = 1 definen a y como una funci6n tras- 
cendente de x .  

97. Clasificaci6n de las curvas planas. Cuando una eurva plana 
estA representada analiticamente por una ecuaci6n con dos variables, 
esa ecuaci6n , como acabamos de ver , expresa una relaci6n funcional 
entre lao dos variables. Decimos que una curva plana es algebraica o 
trascendente seglin que la relaci6n funcional expresada por su ecuaci6n 
sea algebraica o trsscendente . 

Se acostumbra hacer una posterior clasificacidn de las curvas 
planas. La ecuacidn de una recta, 

es de primer grado en x y y , y la ecuacih de una ccinica , 
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es de segundo grado en x y y . Si la ecuaci6n de un lugar geom6trico 
no puede escribirse en ninguna de las forrrlas ( 1 )  y ( 2 ) ,  la curva 
correspondiente se dice que es una curva plann de grado s~cperior .  

Se sigue, de esto , que las curvas plsnas de grado superior in- 
cluyen todas las curvas trascendentes y tvdas las curvas nlgebraicas 
de grad0 superior a dos. No incluirenlos, sin embargo, entre las 
curvas planas superiores , a aquellas cuyas ecuaciones , escritas en la 
forma de un polinomio igualado a cero , son tales que el primer miem- 
bro se pueda descomponer en dos o mas factores entre 1a.s variables, 
de las formas dadas pol las ecuaciones ( 1 )  y ( 2 )  anteriores (v6ase el 
Art.  20). Asi , la ecuaci6n 

es de cuarto grado en las variables x  y y , per0 la curva que represents 
no sera considerada como una curva plana superior porque la ecuaci6n 
puede escribirse en la forma equivalente 

Como el ndmero de curvas planas superiores es ilimitado , se hace 
necesario hacer una eeleccidn de las que van a estudiarse, Hay varias 
razones para hacer un estudio particular de una curva plana superior. 
Las principales entre estas razones se refieren a la importancia que 
tenga en Matematicas superiores, a su carhcter hist6rico y a sus 
aplicaciones prhcticas . Tales consideracionw fueron las que sirvieron 
para llacer la selecci6n de las curvas planas superiores estudiadas en 
eate capitulo . 

98. Algunas curvas planas superiores algebraicas. En este ar- 
ticulo, vamos a estudiar varios tipos de curvas planas algebraicas 
de grado superior. 

a )  Curvas pol inomias.  Si en la ecuacidn 

Y = a0 xn + a1 xn-I + . . . + a a - ~  x  + a,, ( 1 )  

el segundo miembro j ( x )  es una funci6n racional entera de x  con 
coeficientes reales, el lugar geomdtrico que representa se llama una 
curva pol inomia.  Para n = 1  , el lugar geombtrico es una recta ; para 
n = 2 ,  el lugar geom6trico es una parabola. Aqul consideraremos 
solamente eurvas polinomias aquellas para las cuales n 2 3 ; 10s lugares 
geom6tricos correspondientes son entonces curvas planas superiores. 

Las curvas polinomias se trazan convenientemente determinando 
primer0 aquellos mlores de x  para 10s cuales y es igual a cero. Cada 
valor de x de esta ciase se llama un cero del polinomio j (x) represen- 
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tad0 por el segundo miembro de la ecuaci6n ( I )  ; tambibn se le conoce 
con el nombre de raiz de la ecuaci6n j (2) = 0 .  Grbficamente , cada 
rafz real diferente , digamos a ,  represents la abscisa de un punto de 
intersecci6n de la curva con el eje X .  Se demuestra en Anhlisis mate- 
mbtico que la funci6n polinomia j (x) es continua ; grhficamente, esto 
significa que el lugar geom6trico es una curva continua. 

Ejemplo. T r a z a r  la  curva  p o l i n o m i a  cuya  ecuaci6n es 

y = x 4  - 4 x a  - 3xa + 14x - 8. (2 )  

Solucibn. P o r  10s m i t o d o s  d e  la  teoria  de ecuaciones deI Algebra ,  se ha l l a  
q u e  10s ceros del  segundo  m i e m b r o  de la  ecuaci6n (2 )  s o n  - 2 ,  1, 1, 4. P o r  
t a n t o ,  podernos escr ibir  la ecuaci6n (2) en la  f o r m a  

y = ( x + 2 )  ( x -  l ) a  ( x - 4 ) .  (3)  

L a s  intersecciones de la curva  c o n  el eje X s o n  10s p u n t o s  de abscisas - 2 ,  1  
y 4. C o ~ n o  u n  e j e m p l o  del  m e t o d o  a  segu i r  pa ra  ob tener  el s i g n o  d e  y para  
valores  de x c o m p r e n d i d o s  en t re  las  intersecciones,  l o  de te rminaremos  para  va lo -  
res de x comprend idos  en t re  - 2 y 1. Sea x = - 1,  u n  va lo r  c o m p r e n d i d o  
en t re  - 2 y 1. P a r a  este v a l o r  de x .  10s s ignos  de 10s factores  de l  segundo  
m i e m b r o  d e  la ecuaci6n (3)  son  +, + y -, respect ivamente;  p o r  t a n t o ,  s u  
p r o d u c t 0  y es  nega t ivo ,  l o  q u e  indica q u e  la  cilrva esta a b a j o  del  eje X para  
valores  de x c o m p r e n d i d o s  en t re  - 2 y 1. A n i l o g a m e n t e ,  podemos  d e m o s t r a r  
q u e  en t re  las  intersecciones 1 y  4 la curva  t a m b i i n  esta aba jo  del  eje X.  E l  

F i g .  135 

m i s m o  proced imien to  se s igue para valores  n o  c o m p r e n d i d o s  e n t r e  10s in te rva los  
pe ro  i n c l u i d o s  p o r  las intersecciones. A s i ,  pa ra  x < - 2, y para  x > 4 ,  la 
ecuacidn (3) mues t ra  q u e  y es p o s i t i v a :  luego ,  e n  estas regiones, la  curva  esta  
sobre  el e je  X. 

D e s p u i s  d e  hacer esta invest igacibn p r e l i m i n a r ,  conv iene ,  genera lmente .  
oh tener  l a s  coordenadas de a l g u n o s  p u n t o s  de la c u r v a ,  con  el  f i n  dc ob tener  u n a  
grdfica adecuada.  E s t o  puede  hacerse conven ien temente  u t i l i z a n d o  10s m i t o d o s  
es tud iados  e n  Algcbra  pa ra  ha l l a r  el v a l o r  n u m i r i c o  de u n  p o l i n o m i o .  L a  g r i -  
fica d e  la  ecuacidn (2) aparece en  la f i g u r a  135. 

NQTA.  C o m o  10s coeficientes  de la  ecuacidn (1)  s o n  reales, cualesquiera 
raices comple jas  de f ( x )  = O  deben  o c u r r i r  e n  pares  c o n j u g a d o s ;  entonces n o  h a y  
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intersecciones correspondientes con el eje X. Pero para cada raiz real diferente. 
y para cada grupo de un numero impar  de raices reales repetidas, el lugar geo- 
mitxico corta a1 eje X.  TambiCn para cada grupo de un numero par de taices 
reales iguales, cada una igual a ,  digamos a,  la cutva no corta a1 eje X,  pero es 
tangente a 61 en el punto  ( a ,  0) : esto es t i  ilustrado en la curva de la figura 135. 

b)  Curvas potenciales . La ecuaci6n 

y = a z n ,  a # O ,  

en donde n es una constante arbitraria o parhmetro, representa una 
familia de curvas llamadas curuas potenciales. En particular, si n es 
positivo, se dice que las curvas de la familia (4) son del tipo parabd- 

Fig .  136 

lico; y si n es negativo, se dice que son del tip0 hiperbdlico. Asi, 
si n = 2 ,  la ecuacibn (4) representa una parhbola , y si n = - 1 , 
representa una hipCrbola equilhtera . 

Hemos considerado ya algunos casos especiales de la familia (4 ) .  
Asl , para n = 0 y 1,  tenemos lineas rectas ; para n = 2 ,  una par&- 
bola ; para n = % , una rama de una parhbola ; para n = 3 ,  la pa- 
rhbola c6biua ; para n = %,  una parhbola semic6bica , y para n = %,  
una rama de una partibola semic6bica. Algunas de estas curvas del 
tip0 parab6lico se hen trazado en la figura 136(a), en donde a se tomr 
igual a la unidad . Otras , del tipo hiperb6lico , aparecen en la figu- 
ra 136 (b) , en donde n se toma tambi6n igual a la unidad . 

Las curvas potenciales tienen origen diverso. Por ejemplo , en la 
teoria de 10s gases, tenemos las curvas representadas por la ecuaci6n 
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en donde p es la presi6n y v es el volumen de un gas, y n y k sou 
constanks. En particular, si n = 1 ,  t~nemos la relaci6n conocida 
como ley de Boyle. 

c) Curua de Agnesi. Entre las curvas algebraicas de inter& his- 
t6rico estA la curva de Agnesi o la bruja. Esta curva es el lugar 
geom6trico de un punto P obtenido como sigue. Sea OA (fig. 137)  
un ditimetro de un clrculo y t su tangente en A .  Desde 0 tracemos 
una recta cualquiera 1 y Bean B y C sus puntos de intersecci6n con 
la circunferencia y la recta t . Por B trnr:emos una recta perpendicular 
a OA y por C tracemos otra recta paralela a OA ; sea P el punto de 

Fig. 137 

intersecci6n de estas dos rectas. La curva de Agnesi es el lugclr geom6- 
trico que describe el punto P a medida que 1 gira en torno de 0 .  

Para obtener la ecuaci6n de la curva de Agnesi , tomemos el punto 
0 como origen y el didmetro OA a lo largo del eje Y.  La construc- 
ci6n del punto P (2, y )  es como aparece en la figura 137.  Sean D y E 
10s pies de las perpendiculares trazadas de B a OA y de C a1 eje X , 
respectivamente. Sea 8 el hngulo que 1[ forma con la parte positiva 
del eje X .  Como 8 varia a medida que 1 gira alrededor de 0 ,  lo 
emplearemos como parhmetro . Tracemos la recta AB . Se verifica : 
Bngulo DBO = Bngulo DAB = 8 .  Sea a el radio del clrculo. Las 
coordenadas del punto P( z , y ) , ser4n : 

z = m = A C = a c t g 8 = 2 a  c t g 8 ,  

y = % = 3 = sen 8 = sen' 8 = 2a sen2 8 .  

El estudiante debe demostrar que la ecuaci6n rectangular de la curva 
de Agnesi , obtenida a partir de estas ecuaciones parametricas, es 
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La ecuacidn (5) nos dice que la curva es sim6trica con respecto a1 
eje Y y asintdt-ica a1 eje X .  El estudio oompleto de la curva se deja 
como ejercicio a1 estudiante. 

99. Tres famosos problemas de la antigiiedad. Tres problemas 
geom6tricos se hicieron famosos por 10s vanos esfuerzos que hicieron 10s 
antiguos matem4ticos griegos para resolverlos utilizando solamente la 
regla y el compbs. Estos problemas son 

a )  La duplicacidn del cub0 . 
b )  La trisecci6n de un bngulo arbitrario . 
c )  La cuadratura del circulo. 

Modernamente se ha demostrado que la soluci6n de cualquiera de 
estos problemas es imposible por medio de la regla y el comp4s sola- 
mente . Dedicaremos este artfculo a un breve estudio de cada uno de 
estos c6lebres problemas, ligados a curvas tambiCn famosas. 

a )  Duplicaci6n del cubo. E s  t e 
problema significa la obtencidn de la 
arisea-de un cub0 cuyo volumen sea 
igual a1 doble del volumen de un cub0 
dado. Demostraremos ,en seguida que 
este problema p u  e d  e resolverse por 
medio de la curva llamada cisoide de 
Diocles . 26 I ) 

Sea C el centro y ?% = 2a (figu- 
ra 138) el di4metro fijo del cfrculo 
generador de la cisoide. Con estos 
datos y 10s ejes indicados en la figura 
la ecuacidn rectangular de la curva es 

Fig.  138 

Tracemos = 2a perpendicular a1 
eje X , y sea E el punto de interseccidn de DA con la cisoide. Tra- 
cemos F E ,  la ordenada de E .  De 10s tri4ngulos semejantes DCA y 
EFA , tenemos 
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Por ser el punto E de la cisoide , tenemos , seglin la ecuaci6n ( 1 ) , 

y sustituyendo el valor de F A  dado en la ecuaci6n ( 2 ) ,  resulta 

de donde ,' 
Sea b la arista de un cub0 dado cualquiera. Construyamos un 

segmanto de longitud c tal que 
- 

c F E  - =- 
O F '  

Entonces, de la ecuaci6n (3)  tenemos 

de donde , ca = 2b3 

Es decir, c es la arista de un cub0 cuyo volumen es el doble del 
volumen del cub0 dado de arista b .  

b) Triseccidn de un dngulo arbitrario. Si bien es posible, por 

I medio de la regla y el comp4s sola- 
mente , trisecar unos cuantos Bngulos 

1' particulares , por ejemplo , un Bngu- 
lo recto, no es posible hacerlo si se 
trata de un Bngulo cualquiera. La 
trisecciiin de cualquier Bngulo puede 
efectuarse , sin embargo, por medio 
de la concoide de Sicomedes, como 
demostraremos ahora . 

Sea AOC (fig. 139) el Bngulo que 
va a trisecarse. Por D , un punto 
cualquiera sobre el lado OC, tracenios 
la recta 1 perpendicular a1 lado OA y 
sea E su punto de intersecci6n. So- 

Fig. 139 bre OA tomemos el punto F tal que 
m=2m. 

Sea 0 el punto fijo y 1 la recta fija de una concoide construida 
como sigue (vhse  el e,jercicio 22 del grupo 41, Art. 88) .  Por 0 
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tracemos una recta cualquiera I f  y sea B el punto en que corta a I .  
Sean P  y P f  dos puntos sobre I f  a derecha e ixquierda de B ,  res- 
pectivamente , y tales que ( BP I = I BF ( = b , una constante, para 
cualquier posici6n de I f .  Se llama concoide el lugar geom6trico des- 
crito por P  y P f  . Por este m8todo , construyamos la concoide para 
la cual b = 1 EF I .  Por D tracemos una recta paralela a OA y sea 
G su punto de intersecci6n con la concoide. Tracemos OG y sea H 
su intersecci6n con 1 .  Entonces 

Angulo AOG = Aogulo AOC. 

La demostraci6n de esta construcci6n es la siguiente : Tracemos DM 
sicndo M el punto medio de HG. De la const~rucci6n de la concoide , 

- 
H C =  EF = 2 0 0 .  

Como ,I1 es el punto medio de la hipotenusa del triBngulo rccthn- 
gulo GHD es equidistante de 10s tres vhrtices , y 

D M = M G = % H G = O D .  

Por tanto, t~nemos  dos tribngulos idsceles , ODM y DMG , tales que 

Bngulo 'MOD = hngulo OMD, 

&ngulo MDG = Bngulo MGD. 

Llamemos 9 y 6 ,  respectivamente, a estos &ngulos. El  hngulo 9 
es un Bngulo exterior del trihngulo DMG ; por tanto , 

Como DG es paralela a OA , tenemos 

Sngulo AOG = Bngulo MGD = 8 .  

Por tanto,  finalmente , 
Angulo AOC = 6 + 9 = 3 8 = 3 &ngulo AOG, 

y la 'construcci611 est$ demostrada . 

c) Cuadratura del cfrculo. Este problema consiste en la cons- 
trucci6n de un cuadrado cuya &rea sea igual a la de un circulo dado. 

I I Se le conoce tambi8n como el problema de cuadrar el cfrculo ' '. El  
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lector comprenderh que la soluci6n de este problema requiere la deter- 
minaci6n de x ,  la raz6n de la circunferencia a su di8metro. En 
MatemBticas superiores se demuestra que no solamente es imposible 
resolver este problema por medio de la regla y el comp&s , sino que la 
soluci6n no puede efectuarse por medio de ninguna curva algebraica 
cuya ecuaci6n tenga coeficientes racionales . 

EJEBCICIOS. Grupo 45 

E n  cada uno de 10s ejercicios 1-3 construir la curva correspondiente a la 
ecuacion que se da.  

4. Si la funci6n polinornia general f ( x ) .  igualada a cero, tiene por  raices 
10s nhrneros complejos conjugados c + bi  y a - bi,  en que a y b son reales, 

b # 0. y i = d? ,,. demuistrese que f ( x )  tiene un factor cuadrit ico posi- 
t ivo para todos 10s valores reales de x y, por  tanto,  que no hay ningun punto  
de intersecci6n de la cqrva y = f ( x )  con el eje X. 

5. Si la funci6n polinomia general f ( x )  , igualada a cero, tiene raices 
reales de orden irnpar, igualrs cada nna a a ,  dernuistrese que la curva y = f ( x )  
corta a1 eje X en el pun to  (a.  0 ) .  

6. Si la funci6n polinornia general f ( x )  , igualada a cero, tiene raices 
reales de orden par, iguales cada una a a ,  demuistrese que la curva y = f ( x )  es 
tangente a1 eje X en el punto  (a,  0 ) .  

7. Para las curvas potenciales y=xYL, dernuistrese: a )  qne todas las cur- 
vas del t ip0 parab6lico pasan por  el pun to  (1, I )  y el origen; b )  que todas 
las curvas del t ip0  hiperb6lico son asint6ticas a 10s ejes coordenados. 

8. Dibujese la figura 136(a) del Al t iculo  98 a una escala mas grande y 

I 4, 5. Com- agriguense las curvas correspondicntes para n = - 
4 '  7' 7' 2'  

pirense 10s lugares geomktricos obtenidos haciendo variar el valor de n. 
9 .  Dibujese la figura 136(b) del Articulo 98 a una escala mi5 grande y 

-l - 3 ,  -4. Com-  agrigurnse las curvas correspondientes para n = - - 
4 '  3 '  

parense 10s lugares gecmktricos obtenidos haciendo variar el valor de n, 
10. Dibujense varias de las curvas potenciales representadas po r  la ecuaci6n 

x = ayn, y compirense con las curvas correspondientes de la farnilia y = axn. 

E n  cada uno  de 10s ejercicios 11-17, construir  las curvas potenciales cuyas 
ecuaciones se dan. 

11. y = ( x  - 1)" Sugesti6n. Traslidese el eje Y. 
12. y - ( ~ + l ) ~ .  15. y + l  =-(x-I)%. 
13. = x i  + 1. IS. y - I  = = ( x + 1 ) 3 5 .  

14.' y - 2  = ( x - 3 ) ' .  17. y - 3 = ( x  + 2) 
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18. A partir  de sus ecnaciones paramitricas, obtingase la ecuaci6n rectangu- 
lar de la curva de Agnesi dada por  la ecuaci6n (5) del Articulo 98. Efectuar una 
discusion completa de la curva. 

4aa x 19. Trazar  la curva de Agnesi coya ecaaci6n es ya = -. 
2a - x 

20. Empleando la construcci6n para la duplicaci6n del cubo dada en el Ar -  

ticulo 93, demuistrese que si en la figura 138 tomamos = nu, podemos ob- 
tener la arista de un  cubo cuyo volumen sea n veces el del cubo dado. 

21. Las paribolas ya = 2ax y x' = ay se cortan en el origen y en ot ro  
punto  P. Considerando la abscisa del punto  P, demostrar c6mo el problema de 
la duplication del cubo puede resolverse para un  cubo dado de arista a. 

22. Tricese la curva cuya rcuaci6n es x a  + xyz  - 3ax2 + ay' = 0. Esta 
curva se llama trisectriz de Maclaurin. Como su nombre lo  indica puede usarse 
para trisecar un ingu lo  cualquiera. 

23. Trazar  la curva cuya ecuacidn es x k  + yk = a'. Esta curva se conoce 
con el nombre de curua de cuarto grado de Lami. 

24. E n  el mismo sistema de ejes coordenados dibnjar las porciones de curvas 
de la familia de curvas xfL + yn = 1, rorrespondientes a1 primer cuadrante cuan- 

' 1 2  d o  a n se le asignan sucesivamente 10s valores --, - 1, 2 y 4. Identificar 
2 3 '  

cada lugar geomitrico, y oLservar el efecto obtenido haciendo variar el va- 
lor de n. 

25. Traza r  el lugar geomitrico de x a +  y3 - 3axy = 0. Esta cnrva se llama 
hoja de Descartes. 

26. Trazar  el lugar geomitrico de (xa + ya)a  - ax2 y = 0. Esta curva se 
llama bifoliada. 

27. Trazar  la cuva cuya ecuaci6n es x3 + xyz  + axa - oya = 0. Su lugar 
geomitrico es la estrofoide. 

28. Trazar  el lugar geomitrico de y '  - 2aya + aax '  = 0. 
29. Trazar  el lugar geomitrico de x'ya = ca(xa+ ya) . Esta curva se llama 

cruciforme. E l  lector debe notar que aunque el origen perttnece al lugar geomi- 
trico, ningfin o t ro  punto  de la vecindad drl  origen es t i  sobre la curva. U n  pun-  
to, tal como el origen, se llama entonces un pun to  aislado. 

30. Trazar  el lugar geomitrico de xa  y - a a x  + bzy = 0. Esta curva se 
llama serpentina. 

100. La sinusoide. E l  lector ya esth familiarizado con la funci6n 
sen x desde su estudio de Trigonometrfa. Las propiedades de esta 
funci6n pueden estudiane convenientemente por medio de la ecuaci6n 

g = sen x .  (1 )  

El  lugar geomktrico de la ecuaci6n ( 1 ) se llama sinusoide. 
Las intereecciones de la curva (1 )  con el eje X son 0 ,  + x ,  

=t 2x,  y, on general, nx, en que n es un entero cualquiera. E l  dnico 
punto de intersecci6n con el eje Y es el origen . Como 

sen (- x )  = - sen x = - y, 
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la curva es simCtrica con respecto a1 origen. A la variable z pueden 
asign&re!e todos 10s valores reales ; la variable y puede tomar valores 
reales cualesquiera en el interval0 - 1 5 y 5 1. Por tanto,  el lugar 
geomCtrico se extiende indefinidamente hacia la derecha y hacia la 
izquierda del eje Y entre las rectas y = * 1. La curva no tiene 
asintotas. Las coordenadas de un niimero suficiente de puntos pueden 
obtenerse de la tabla del ApCndice I C ,  5 ,  junta con las f6rmulas de 
reducci6n dadas en el ApCndice I C ,  3 .  Una parte del lugar geomC 
trico aparece en la figura 140.  El estudiante debe notar que las absci- 
sas son n ~ m e r o s  que representan la medida en radianes del Bngulo. 

Fig .  140 

Observamos que el lugar geomCtrico se repite idCntico para cad2 
carnbio de 2n radianes en el valor de x ;  se dice que tal curva es 
periddica. MBe generalmente , si una funci6n f  ( x )  tiene la propiedad 
de que 

f ( z > = f ( z +  P I ,  ( 2 )  

en que p es una constante diferente de cero, entonces se dice que f  ( x )  
es una funcidn peri6dica, y a1 valor mfnimo positivo de p tal que la 
relaci6n ( 2 )  se verifique aiin , se le llama periodo de f  ( x )  . Eviden- 
temente, como sen x  = sen ( z  + 2 n ) ,  la sinusoide ( I )  es peri6dica 
con perfodo 2 n .  Cualquier porci6n de la curva que corresponde a 
un carnbio en x  igual a1 periodo se llama ciclo de la curva. Asi, en 
la figura 140 ,  un ciclo es aquella porci6n de la curva comprendida 
entre el origen y el punto ( 2 n ,  0) .  TambiCn , la porci6n inclufda entre 
dos intersecciones cualesquiera con el eje X se lama arco. El m4xirno 
de 10s valores absolutos de las ordenadas de una sinusoide se llama su 
amplitud; para la curva ( 1  ) , la amplitud es la unidad . 

Veamos ahora c6mo se obtiene el perfodo y la amplitud de uns 
sinusoide partiendo de la ecuaci6n general 

y = a sen (kx + a ) ,  ( 3 )  
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en donde a ,  k  y a son constantes. La amplitud de la curva (3 )  es 
igual a I a ( ; por esto , la cantidad a se llama factor de nmplitud. Un 
ciclo completo del lugar geom6trico de la ecuaci6n ( 3 )  se obtiene 
cuando el gngulo k z  + a varia en 2n radianes. Como k  y a son 
constantes , esta variaci6n puede efectuarse solamente alterando el 
valor de z .  Evidentemente, lo que tiene que variar x ,  digamos p ,  
es el periodo de la curva ( 3 ) .  Para calcular el valor de p escribimos 

k ( x + p ) + a - ( k x + a ) = 2 n ,  
de donde, 

kp = 2n ,  
Y 

Vernos, por lo tanto, comparando 10s periodos de las curvas (1) y (31, 
que , mientras la curva ( 1 ) tiene un ciclo en el intervalo de 0 a 2n , ' 

la curva (3 )  tiene k ciclos en el mismo intervalo. Por esto, a la 
constante k se le llama factor de periodicidad. 

El  Bngulo a en la ecuaci6n (3 )  no afecta ni la amplitud ni el 
periodo de la sinusoide, per0 afecta la posici6n tle la curva con relacitin 
a 10s ejes coordenados. Esto puedt: verse escribiendo la ecuaci6n ( 3 )  
en la forma 

y = a sen k ( z  + f )  
y comparando su grhfica con la ecuaci6n 

y = a  sen kx. (5)  

Los lugares geom6tricos de las ecuaciones ( 4)  y ( 5)  son idbnticos en 
forma, per0 si se trazan en el mismo sistema de ejes coordenados 
aparecen como curvas separadas para las cuales 10s puntos correspon- 
dientes tienen las miamas ordenadas pero sus abscisas difieren en una 

a 
cantidad igual a x. Se dice entonces que la dos curvas estitn fuera 

a 
de fuse o defasadas, y a1 itngulo - se le da por est,o el nombre de k  
dngulo de fase. 

Ejemplo. Trazar la sinusoide cuya ecuacion es 

y - 2 s e n  ( % x i - 1 ) .  

y determinar su amplitud, periodo y dngulo de fase. 
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S o l u c l b n .  L a  a m p l i t u d  es igual .  evidentemente,  a 2. C o m o  el factor  de 

periodicidad es , el per iod0  es igual  a 2 = 4rc, y el 6 n g u 1 o de fase es 
?4 

1 igua l  a -, o sea, 2 radianes. E l  estudiante debe n o t a r ,  en  especial, que  el 
% 

n ~ i m e r o  1 q u e  aparece en el i n g u l o  de la ecuaci6n (6) representa u n  r a d i i n  y n o  
un  grado.  

Para  t razar  el lugar  geomi t r ico  de la ecuaci6n (6) .  es conveniente trasladar 
primer0 el eje Y. Para  el lo escribiremos la ecuaci6n (6) en la forma 

y haremos 
y = 2 sen M ( x  + 2 ) .  

x + 2 = x'. 

D e  esta manera la ecuaci6n transformada es 

y = 2 sen % XI. (7) 

C o m o  x = x' - 2, el nuevo  or igen  0' es el p u n t o  (- 2. 0 ) .  L a  gr i f ica  de la 
ecuaci6n (7) puede trazarse entonces con relaci6n a 10s ejes X y Y 1  como 

Fig .  141 

se explic6 para la grif ica ( f ig .  140) de la ecuaci6n (1 ) .  U n a  par te  de la curva  
resultante se ha representado en la f igura  141 : p o r  supues to ,  q u e  esta gr i f ica  es 
t a m b i i n  el lugar  geomi t r ico  de la ecuacidn (6)  con  relaci6n a 10s ejes X y Y. 
L a  escala sefialada encima del eje X es con relaci6n a1 eje Y 1  y se emplea a1 tra-  
z a r  la g r i f ica  de la ecuaci6n (7) : la escala in fe r ior  es con relaci6n a1 eje Y y se 
emplea para  leer las coordenadas de 10s p u n t o s  que  e s t i n  sobre la g r i f ica  de la  
ecuaci6n (6) .  Se puede obtener una comprobaci6n parcial de la exacti tud de 
la  g r i f ica  de la ecuaci6n (6) de te rminando sus  intersecciones con 10s ejes coor-  
denados. 

101. Otras curvas trigonomktricas. Las cinco restantes funciones 
trigonom6tricae pueden estudiarse por medio de sus grhficas , cada una 
de las cuales recibe un nombre en relaci6n con la funci6n trigonomktrica 
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correspondiente. Asf , la funcicin trigonomdtrica cos z se estudia por 
medio de la ecuaci6n 

y  = cos x , (1) 

cuya grdfica se llama la cosinusoide. ~ o m o  cos x = sen ('+ x ) ,  

la cosinusoide puede trazarse por medio de la sinusoide 

La curva de la figr~ra 142, difiere de la corrcspnndiente a y = sen z 

Fig. 142 

JI de la figura 140 solamente por tener a1 eje Y desplnzado - unidades  
2 

hacia 13 derecha. Como cos (- x) = cos z , la curva es sim6trica con 
respecto a1 eje Y. La amplitud es la unidad, y como cos z = cos (x + 2 4  
el perlodo es igual a 2n. El resto de la discusi6n de la curva se dcja 
como ejercicio a1 estudiante . 

La grtifica de la ecuacidn 
y =  t g z  (2) 

se llama tangentoide. Como tg x = tg (x + a) , la curva es peri6dica 
y su perfodo es igual a a. La grhfica [fig. 143 (a) j se cornpone de 
un ndmero infinito de ramas diferentes que tiencn por asfntotas las 

Fig. 143 
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n 
rectas z = - n , en donde n es un entero irnpar. El resto de la dis- 

2 
cusi6n de la tangentoide se deja como ejercicio a1 estudiantc. Tambien 
debe dcsarrollar una discusi6n completa de la cotangentoide , 

cuya gritfica evtit construida en la figura. 143 ( b )  . 
La grjfica de la secantoide, 

9 = sec x, ( 4 )  

est6 trazadn en la figura 1 1 4 ( a ) .  La gr6fica de la coseca?.toide, 

se ha construido en la figurs 144 ( b )  . Ambas curvas , la secantoide y 

Fig. 144 

la cosecantoide son peri6dicas, siendo el period0 de cada una igual 
a 2n. La discusi6n de est,as curvas se deja como ejercicio sl estu- 
diante . 

102. Grdficas de las funciones trigonometricas inversas. La fun-. 
ci6n arc sen z puede estudiarse por medio de la ecuaci6n 

y = arc sen z ,  ( 1 )  

la cual significa que y es el arco cuyo seno es z .  La ecuaci6n ( 1  1 se 
escribe- frecuentemente en la forma 

pero nosotros emplearemos la notaci6n de la ecuaci6n ( 1 ) .  La relaci6n 
expresada por la ecuaci6n ( 1 )  puede obtenerse a partir de la ecuaci6n 
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dcspejando y cn funci6n de x .  Por tanto , la relaci6n ( 1 )  e,q inversa 
de la relaci6n ( 2 )  ; consecuentemente, la funci6n arc sen x se lla- 
ma junci6n inversa del seno , y la grBfica de la ecuaci6n ( 1 ) se llama 
curua cceno iaversa. 

Como la ecuaci6n ( 1 )  se deduce de la ecuaci6n ( 2 ) ,  la grAfica de 
la ecuaci6n ( 1 ) puede obtenerse partiendo de la ecuacirin ( 2 )  por el 
mCtodo estudiado en el Articulo 100. Parte de la grtifica se ha trazado 
en la figura 145 ( a ) .  La discusi6n completa de la curva se deja como 
ejercicio a1 estudiante, pero llamaremos la atenci6n sobre un hecho 

Fig. 145 

irnportante : En  el caso de la sinusoide , y = sen x , para cada valor 
asignado a x  , se obtiene uno y solamente un valor de y . Decimos 
entonces que y es una juncidn unijorme de x . En  cambio , en el caso 
de la curva seno inversa ( I ) ,  para cada valor que se le asigna a x ,  
se obtiene un n~imero infinito de valores para y . Asi , si se le asigna 
a x el valor , y puede tener uno cualquiera de 10s valores 

siendo n un n6mero en tero cualquiera . De acuerdo con esto , se dice 
entonces que y es una juncidn *multijorme de X. Para ciertoe estudios 
se hace necesario restringir 10s valores de y a un cierto interval0 con 
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el fin de convertir a esta funci6n en uniforme. Para la funci6n 
arc sen x , este intervalo es 

n n 
--Lare 2 sen xs- 

2 '  ( 3 )  

y estos valores se llaman 10s valores principales del arc sen x .  El 
estudiante debe observar que , dentro del intervalo (3)  , la variable x 
puede tomar todos 10s valores desde - 1 a + 1 , inclusive. Aquella 
porci6n de la curva seno inversa (1) incluida en el intervalo ( 3 )  se 
llama rama principal de la curva ; esta curva es la trazada con una 
lfnea m4s gruesa en la figura 145 ( a ) .  

Para la curva coseno inrersa cuya ecuaci6n es 

la variaci6n de 10s valores principales esta dada por el intervalo 

La rama principal de esta curva es la trazada en linea gruesa en la 
figura 145 ( b )  . 

Para la curva langente inversa cuya ecuaci6n es 

y = arc tg x , 
la variaci6n de 10s valores principales es 

- X X - < arc t,g x < - . 2 2 

La rama principal de esta curva aparece en linea gruesa en la figu- 
ra 1 4 5 ( c ) .  

Para la curva cotangente inversa, y = arc ctg x ,  la curva secante 
inversa , y = arc sec x , y la curva cosecante inversa , y - arc csc x , 
10s valores principales est4n dados por 10s intervalos 

0 < arc ctg x < x , 
x - ~r: I arc see x < - - 
2 '  

X 
0 5 arc sec x < - 2 '  

o < arc csc z 5 5  2 '  
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EJERCICIOS. Grupo 46 

1. Mostrar graficamente la amplitud de una sinusoide trazando en el mis- 
mo sistema de ejes coordenados, las curvas 

y = sen x ,  y = 3 sen x y y = sen x .  

2. Mostrar el efecto del periodo en una sinusoide trazando, en el mismo 
sistema de ejes coordenados, las curvas 

y = sen x ,  y = sen 2x y y = sen 5.  
3 

3. Mostrar el efecto del i ngu lo  de fase en la sinusoide trazando, en el mis- 
m o  sistema de ejes coordenados, las curvas 

y = sen 2x, y = sen (2x + 60') y y = sen (2x - 60'). 

E n  cada uno de 10s ejercicios 4-15, tricese la curva cuya ecuaci6n se da. 
Determinense tambiin su amplitud.  periodo y ingu lo  de fase. 

4. y = 2 sen 3x. 10. y + l  = s e n ( x  - 1 ) .  

5. y = sen=. 11. y - 3 = % sen ( x  + 2 ) .  
2 12. x = seil2y.  

6. y = 4 s e n 2 x x .  
13. x = - 2 sen 2. 

7. y = 95 sen ( x + 2 ) .  2 

14. x = sen (f - 3). 
9. y = - 2 s e n ( 2 x + x ) .  15. x + 3 = 3 sen (2y + 4 ) .  

16. Dar una discusibn completa de la curva y = cos x .  
17. Dar  una discusi6n completa de las curvas y = tg x y y = ctg x. 
18. Dar una discusi6n completa de las curvas y = sec x y y = csc x .  
19. Dar  una discusi6n completa de la curva y = a cos ( k x  + a ) ,  en que 

a ,  k y a son constantes. 
20. Const ru i r  la grifica de la ecuaci6n y = ctg x a partir  de la grifica de 

E n  cada uno de 10s ejercicios 21-28, tricese la curva cuya ecuaci6n se da. 

22. y = tg 2x. 
X 23. y = ctg -. 
2 

24. y = sec 3x. 28. y - 1 = 3 cos (x  - 2) 

29. Dar  una discusi6n completa de la cnrva seno inversa y = arc sen x y de 
la curva coseno inversa y = arc cos x .  

30. Dar  una discasi6n completa de la cnrva tangente inversa y = arc tg x 
y de la cnrva cotangente inverea y = arc ctg x .  
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31. Dar  una discusi6n completa de la curva secante inversa y = arc sec x y 
de la curva coszcante inversa y = arc csc x. 

E n  cada u n o  de 10s ejercicios 3 2 - 3 5 ,  tricese la cuva cuya ecuaci6n se da.  

32. y = arc sen (x  - 1 ) .  34. y = 3 arc t g  5. 
3 

33. y = 2 arc cos 2x. 35. x = 2 arc cos ( 2  - y )  . 
103. Curva logaritmica. La funci6n logaritmica puede estudiarse 

por medio de la ecuaci6n 

cuya grtifica se llama curva logaritmica. El n6mero positivo a es una 
constante llamada base y cuyos valores se discutirin m4s tarde. Por la 
definici6n de logaritmo (Apdndice IB ,  4 ) )  la ecuaci6n ( 1 )  puede 
escribirse en la forma equivalente , 

La expresi6n au , llamada funci6n exponencial , es , evidentemente , la 
inversa de la funci6n logaritmica. La funci6n exponencial y su gdfica , 
la curva exponencial , se estudiarin en el articulo siguiente. 

Trazaremos primer0 la curva logaritmica ( 1 ) .  Para z = 1 , y = 0 ; 
para z = 0 ,  log, z ,  o sea y ,  no est4 definido. Por tanto,  la 6nica 
intersecci6n con 10s ejes coordenados es t i  dada por el punto (1 , 0) . 
Evidentemente no hay simetria con respecto a ninguno de 10s ejes 
coordenados o a1 origen. Corno 10s logaritmos de 10s nlimeros negati- 
vos son complejos, no se le pueden asignar a la variable z valores 
negativos; seg6n esto, no hay curva a la izquierda del eje Y. Si la 
base a es mayor que la unidad, de la ecuaci6n ( 2 )  se sigue que y 
aumenta de valor a medida que z lo hace ; tarnbidn , para z > 1 , 
y es positiva, de manera que la curva se extiende indefinidamente 
hacia la derecha y hacia arriba del eje X.  Para valores de z com- 
prendidos en el interval0 0 < z < 1 ,  y es negativa. A medida que 
z tiende a cero , y aumenta numericamente sin limite en la direcci6n 
negativa ; por tanto, la parte negativa del eje Y es una asintota de la 
curva . 

La discusi6n precedente da la localizaci6n general de la curva en el 
plano coordenado , para a > 1. La determinacidn de las coordenadas 
de 10s puntos de la curva depende , sin embargo, del valor asignado a 
la base a .  Hay dos bases de uso corriente, la base coman 1 0 ,  para 
10s cblculos numericos ordinarios, y la base neperiana e , igual a 
2,71828, aproximadamente , empleada casi exclusivamente en Mate- 
miticas avanzadas. Para la base 10 ,  la3 coordenadas de 10s puntos 
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de la curva ( 1  ) pueden obtenerse en una tabla de logaritmos comu- 
nes , tal corno la Tabla A del Ap6ndice I1 ; la grtifica correspondiente 
es la trazada en la figura 146. Las tablas de logaritmos de base e ,  
llamados logaritmos naturales o neperianos , tarnbi6n pueden usarse . 
La releci6n entre 10s logaritmos cornunes y 10s logaritmos naturales 
puede obtenerse por rnedio de la f6rrnula dada en el Ap6ndice IB , 4 ,  
segdn la cual 

log,, z log10 z - log, z = - - - = 2,3026 log10 z 
log10 e 0,43429 

Por tanto, la grhfica de la ecuaci6n (1)  cuando a = e puede obtc- 
nerse a partir de la gr4fica para a = 10 multiplicando todaa la8 orde- 
nadas de la curvn de la figura 146 por 2,3026. 

Fig. 146 Fig. 147 

Ejemplo. Trazar  la curva logaritmica cuya ecuaci6n es 

y = 2 log,, 2 d X .  (3 )  

Solucibn. Por  supuesto que se puede trazar la grifica directamente partien- 
30 de la ecuaci6n ( 3 ) .  Pero podemos simplificar el procedimiento usando 10s 
teoremas sobre logaritmos dados en el Apindice IB, 4, y escribiendo entonces la 
ecuacidn en la forma 

y = l o g 1 0 4 +  log10(x - 1) .  

Si pasamos loglo 4 al primer miembro, y hacemos 

La grifica dz la ecuacidn (4) puede trazarse ahora tal como se traz6 la de la 
ecuacion ( I )  anterior. La curva (fig.  147) se traza partiendo de la ecuaci6n (4) 
.on referencia a 10s nuevos ejes X' y Y 1  obtenidos trasladando 10s ejes origi-  
nales a1 nuevo origen 0 1 ( 1 ,  loglo 4 ) .  
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104. Curva exponencial. La funci6n exponencial puede estudiarse 
por rnedio de la ecuaci6n 

cuya gdfica se llama curva exponencial. Se hizo notar en el articulo 
precedente que las funciones exponencial y logaritmica son inversas 
entre sl , ya que la ecuaci6n ( 1) puede escribirse en la forma equiva- 
len te 

z = log, y . 
Es evident.e , por la ecuaci6n (2)  , que la curva exponencial ( 1 ) 
puede trazarse tai como se traz6 la curva logaritmica 

En surna , para el mismo valor de a ,  las dos curvas (1 )  y (3 )  son 
identicas en su forma ; difieren mlamente en sus posiciones con relaci6n 

a 10s ejes coordenados. E n  la figu- 
ra 148 se han trazado varias curvas 

Y exponenciales p a r a diversos valores 
de a ,  incluyendo el caso irnportante 
en que a = e , la base de 10s logarit- 
mos neperianos . Todas estas curvas 
pasan por el p u n t o  ( 0 ,  1) y son 
asint6ticas a1 eje X .  

La funci6n exponencial es de una 
gran importancia en las Matemtiticas 
avanzadas y sus aplicaciones. Se pre- 
senta en las expresiones matemiticas 
de una gran variedad de fen6menos 
fjsicos. A~arece  frecuenternente en la 
forma 

Fig. 148 y = cekZ , (4)  

en que c y k son constantes diferentes de cero y e es la base neperiana. 
Para tener una idea de lo mucho que se presenta la funci6n exponencial 
en la prtictica , basta considerar que aparece en la representaci6n ana- 
lftica de tan variados fen6menos como son el crecimiento de las bacte- 
rias, la descomposici6n del radio y la ley de Newton del enfriamiento. 
Se presenta tainbien en la fbrmula empleads para la determinaci6n del 
inter& continuo, y por esta raz6n se le menciona a veces como la ley 
del inter& compuesto. En 10s ejercicios 22-28 del grupo 47 aparecen 
varias aplicaciones de la funcidn exponencial ; ademis se dan algunas 
ilustraciones mds en el siguiente articulo . 
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La funci6n exponencial aparece tambien en la ecuaci6n 

en donde h es una constante arbitraria. La gr4fica de esta ecuaci6n 
se llama curva de probabilidad o curva de error. Es  de importancia 
fundamental en la teoria de la probabilidad y sus aplicaciones. En el 
ejemplo siguiente se considera un tipo sencillo de curva de probabi- 
lidad ; s i n e  para que se vea la forrna general de tales curvas. 

Como la funci6n exponencial ex ocurre tan frecuentemente en las 
aplicaciones, se han construido tablas de valores de eZ y e-" para 
facilitar 10s c&lculos num6ricos. Una pequefia tabla de tales valores es 
la Tabla C en el Apdndice 11. 

Efemplo. Traza r  la curva de probabilidad cuya ecuacibn es 

y = e-20. (6) 

Solucidn. Como y es diferente de cero para todos 10s valores de x, n o  hay 
intersecci6n alguna con el eje X.  Para x = 0, y = 1 ;  por  tanto,  la intcrseccibn 
con el eje Y es t i  dada por el punto  (0. 1 ) .  La curva es pues. evidentemente, 

Fig.  149 

simCtrica con respecto a1 eje Y. Como x puede tomar todos 10s valores reales. 
la curva se extiende indefinidamente hacia la derecha e izquierda del eje Y. 
Tambi in ,  como y es positiva para todos 10s valores de x ,  la curva es t l  en ru 
totalidad arriba del eje X. Si escribimos la ecuacibn (6) en la forma 

vemos, por ser e > 1, que, a medida que x aumenta de valor sin limite en la 
direcci6n positiva o en la negativa, g tiende a ccro. P o r  tanto,  el eje X es una 
asintota. La ecuaci6n (7) nos dice tambiin que y alcanza su valor mix imo  
cuando el valor de ez' es minimo, y esto ocurre cuando x = 0. P o r  tanto,  el 
valor mlx imo  de es 1, y (0. 1) es un  pun to  mix imo  de la curva. L ~ s  coor- 
denadas de algunos puntos  del lugar geomitrico paeden obtenerse por  rnedio dc 
la Tabla  C del ApCndice 11. La  gr i f ica  ea 13 representada en la figura 149. 
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EJEECICIOS. Grupo 47 

E n  cada uno de 10s ejercicios 1-12, construir la curva logaritmica cuya ecua- 
ci6n se da. 

11. y = log, sen x. 

12. y = logc cos x. 

13. Discutir la curva logaritmica y - logs x cuando la base a esti  restrin- 
gida a tomar valores comprendidos dentro del interval0 0 < a < I .  

14. E n  el mismo sistema de ejes coordenados, trazar las curvas y = loga x 

cuando se le asignan a la base a 10s valores -, 2, 3 y 4. Compirense 
4 7' 7' 

las curvas obtenidas haciendo variar el valor de a. 
15. Explicar por q u i  en laa ecuaciones de las curvas exponencial y logarit- 

mica la constante a e s t i  reatringida a tomar valores positivos diferentes de la 
unidad. 

E n  cada uno de 10s ejcrcicioe 16-21, trazar la curva exponencial cuya ecua- 
ci6n st da. 

16. y = 2(?4)2. 19. y 5 3 e - % ' .  

17. y 5 4er-I .  20. y + 1 5 2"+' . 
18. x = 3". 21. ~ - 2 = 3 e = - ~ .  

22. Al final  de n aiios, el monto C producido por un capital c a1 r por 
ciento de interis  compuesto anual csti  dada por la fdrmula 

T raza r  la grifica de esta ecuaci6n cuando c = 100 y r = 0,04, siendo C y n 
1a.g variables. 

23: La prcsi6n P de 13 atmdsfera a una altura h es t i  dada, aproximada- 
mente, por  la f6rmula 

P = PO e-kh, 

en la que Po es la presi6n a1 nivel del mar y k es una constante. T raza r  la g r i -  
fica de esta ecuacidn cuando Po - 76 y k = 0.13, siendo P y h las variables, 

24. Si  T o  es el exceso inicial de la temperatura de un cuerpo sobre la tempe- 
ratura de 10s cuerpos que le rodean, entonces el exceso de temperatura T despuis 
de un lapso d t  tiempo t est i  dado, aproximadamente, para valores pequeiios 
de T ,  por  la f6rmula conocida como ley de Newton del enfliamiento: 

en la que k es una constante. T raza r  la grifica de esta ecuacidn cuando TO = 100 
y k = 0,4  siendo T y t las variables. 
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25. Si A0 es la cantidad original de radio que contiene una muestra, la 
cantidad A no descompuesta despuis de un lapso de tiempo t es t i  dada po r  
la f6rmula 

A = ~ o e - k l ,  

siendo k una constante. Trazar  la grifica de erta ecuaci6n cu-ndo A0 = 1 y 
k = 0.0004. siendo A y t Ias variables. 

26. Si lo es la intenridad inicial de una corriente telefbnica, entoncer su 
intensidad I despues de u n  lapso de tiernpo t es t i  dada, bajo ciertas condiciones. 
por  la f6rmula 

I = ~ o e - ~ ' ,  

en que k es una constante. T raza r  la grifica de esta ecuaci6n cuando 10 = 0.2 
y k = 0.01. siendo I y t las variables. 

27. Si T y T o  representan las fuerzas de tensidn que a c t ~ a n  sobre 10s 
lados util y libre, respectivamente, de una banda transmiaora de energia, 
entonces 

T = Toeke,  

en donde k es una constante. Trazar  la grifica de esta ecuacidn cuando To=100 
y k = 0.5 siendo T y e las variables. 

28. Si la carga inicial de un condensador es Qo, la carga Q despuis de u n  
lapso de tiempo t esta dada, bajo ciertas condiciones, por  la fdrmula 

en donde k es una constante. T raza r  la grifica de esta ecuaci6n cuando Q O  = 10 
y k = 0,01 siendo Q y t Ias variabler. 

E n  cada uno  de 10s ejercicios 29 y 30, tricense las grificaa de Ias curvas dadas 
por  sus ecuaciones paramitricas. 

29. x = sen r ,  y = el. 30. x - 2 + t ,  y = loglo t. 

105. Curvas compuestas. Si la ecuaci6n de una curva es tal que 
puede considerarse como una combinaci6n de las ecuaciones de dos o 
m&s curvas simples, diremos que su gdfica es una cuwa conhpuesta. 
Por ejemplo , la grhfica de la ecuaci6n 

y =  z-cosz  

es una curva compuesta , ya que puede obtenerse como una combina- 
ci6n de la recta y = z y de la cosinusoide y = cos 2. Ilustraremos el 
procedimiento a seguir para la construcci6n de la curva en el siguiente 
ejemplo, El metodo se conoce con el nombre de adicidn de ordenadas. 

Ejamplo 1. Traza r  la curva compuesta cuya ecuaci6n cs 

y - X - COS X. (1) 
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Solucibn. Podemos, po r  supuesto,  t razar  la curva calculando directamente 
Ias coordenadas de varios pun tos  a partir  de la ecuaci6n ( I ) .  Pero podemos 
tambi in  considerar la recta 

y = x  (2) 
y la curva 

y = - COS X. (3) 

P o r  mi todos  estudiados anteriormente,  las grificas de las ecuaciones (2) y (3) 
pueden trazarse r ip ida  y ficilmente. Son las lineas punteadas de la f igura 150. 
Para n n  valor particular de x ,  digamos XI, Sean y l  y yl, respectivamente, las 
ordenadas correspondientes sobre las curvas (2) y (3 ) .  Entonces la ordenada 

Fig.  150 

de la cnrva ( 1 )  correspondiente a este valor x = XI paede obtenerse tomando la 
suma algebraica de las ordenadas y l  y ya. P o t  este mi todo,  se pueden deter-  
minar grificamente puntos  del lugar geomltrico de la ecuaci6n (1) a par t i r  de las 
grhficas de las ecuaciones (2) y (3) como se h i z o  para el pun to  PI. L a  curva 
resultante, correspondiente a la ecuaci6n ( I ) ,  aparece en la f igura 150 en linea 
gruesa. 

Las gdficas de las junciones hiperbblicas son ejemplos de curvas 
compuestas. El seno hiperb6lico de z , que se escribe senh z, se define 
por la f6rmula 

e l  - e-2  
senh x = 

2 '  

y el coseno hiperb6lico de x por 
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Laa restantes funciones hiperb6licas , tangente , cotangente , secante 
y cosecante hiperb6licas de z ,  se definen de la misma manera que las 
funciones trigonom6tricas correspondientes . Esto nos da 

senhz e " - e - "  tgh z = - = 
1 ez + e - 2  

ctgh z = - = coshx e E + e b Z '  t g h z  e " - e - " '  

1 - aech z = - - 2 1 - C S C ~  x = - - 2 
coshx e z + e - = '  senhz  e E - e - " '  

En el siguiente ejemplo se ilustra una aplicaci6n importante del cosh z . 
Ejemplo  2. Trazar  la curva cuya ecuaci6n es 

Soluci6n. La curva corta a1 eje Y solamente en el punto  (0, a ) .  La curva 
es simitrica con respecto a1 eje Y .  Como eZ es positiva para todos 10s valores 
de x ,  y es positiva para todos 10s valo- 
res de x .  A medida que x tiende a infinito -. 
tomando valores positivos o negativos. 
y tiende a inf in i to  positivamente. E l  va- 
lor minimo de y ea a.  La curva se extiende 
indefinidamente a la derecha e izquierda 
del eje Y y hacia arriba de la recta y = a .  
N o  tiene asintotas verticales ni hor izonta-  
lea. Para trazar la grifica podemos tomar y=f ,  a igual a la unidad y usar entonces 10s va- 
lores de ex y e-= dados en la tabla C del 
Aplndice 11. La grifica puede tambiln ob- 
tenerse partiendo de las curvas exponencia- 0 

0 2 - -- 
les y = 2 e a y y = e a por el ml to-  

2 2 Fig. 151 
d o  de adici6n de ordenadas. La grifica 
aparece en linea gruesa en la figura 151; las curvas exponenciales es t in  indicadas 
pa r  lineas punteadas. 

P o r  la definici6n de cosh x dada arriba, la ecuaci6n (4) puede escribirae en 
la forma 

y = a cosh 2. 
a 

La curva se llama catenaria. E s  la forma que toma un cable uniforme y flexible 
suspendido de dos puntos y colgando bajo su propio peso. 

Consideremos ahora uns curva de importancia fundamental en la 
teorfa de las vibraciones. Se llama curva de laa vibracionea decrecientea, 
y su ecuaci6n general es de la forma 

y = ae- c2z sen (ka: + a ) ,  (5) 
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siendo a ,  c , k y a constantes . Esta ecuaci6n describe el movimien- 
t o ,  bajo condiciones apropiadas, de un cuerpo vibratorio que estA 
sujeto a una fuerza resistente. La variable y mide el desplazamiento 
del cuerpo desde su posici6n de equilibrio a cualquier tiempo medido 
por la variable z.  Si no estuviera el factor e-C's la ecuacidn (5) 
tomarfa la forma 

y = a s e n ( k z + a ) ,  ( 6 )  

que es la sinusoide estudiada en el Art.fculo 100, ecuacidn ( 3 ) .  La 
amplitud de la curva ( 6 )  es constante e igual a 1 a 1 .  En la ecua- 
ci6n ( 5 ) ,  en cambio, el factor e-C2" tiene el efecto de disminuir la 

amplitud o el desplazamiento del cuerpo desde su posici6n de cquilibrio , 
a medida que z crece . Por esto e- "" se llama factor de crecimiento . 
La fonna general de la grbfica de la ecuacidn (5)  se ilustra para un 
caso sencillo en el siguiente ejernplo . 

E j e m p l o  3. Traza r  la curva cuya ecuaci6n es 

Solucibn.  E l  trazado de esta curva es relativamente sencillo, pues el valor 
absoluto de sen x nunca excede a la unidad. Por  tanto,  el valor de y n o  poede 

z z - - 
exceder nunca a 2e- 5 ni ser menor que - 2e 5 ; en consecuencia. la curva 
(7) cs t i  en su totalidad dentro de las curvas 

que por  esto ban sido llamadas curoas circundantes  de la curva representada por  
la ecojci6n (7). Empezaremos, por  tanto ,  trazando primer0 las curvas circun- 
dantes (8) quu son las lineas de trazos de la figura 152. La  grafica de la 
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ecuaci6n ( 7 ) ,  t razada con linea gruesa en la f igura 352, puede obtenerse ahora 
f ici lmente considerando las variaciones de 10s valores de sen x .  Para valores 
de x = 0, x ,  2x,  . . . , la curva (7) corta a1 eje X ;  para valores de 

t 

corta a la curva circundante 7e- 7. y para valores de  

3n 7n  I l n  X E - ,  - - 
2 2 '  2 ' " "  

t - 
corta a la o t ra  curva circundante y = - 2e 5 .  

Sc pueden usar ventajoss~mente C U P V ~ S  circundante~ para trazar 
grdficas cuyas ecuaciones Sean de la forma 

en que una de las funciones f ( x )  y g(z) Eea una funci6n seno o co- 
seno. Unos ejemplos de t.ales ecuaciones son y =  x sen x y y = k2 cos x. 

E J E R C I C I O S .  Grupo 48 

E n  cada u n o  de 10s ejercicios 1-10 construir  la curva cuya ecuaci6n se da. 

1. y = 2 x  - sen x. 6. y = x 2 + s e n x .  

2. y = 3x + cos 2%. 7. y = 3x  + loglo 2x.  

3. y - 1 = x - sen 2%. 8. y = x Z  + loglo x .  

4. x = y + c o s 2 y .  9. y = l o g e x -  s e n x .  
x 5. x + I = 2y - 2 sen -. 
3 10. y = sen x + er. 

E n  cada uno  de 10s ejercicios 11-14, cons t ru i r  la curva,  a par t i r  de su ecua- 
ci6n dada,  p o r  el m i t o d o  de adicibn de ordenadas. Compruibense  10s resultados 
p o r  medio de las relaciones t r igonomit r icas  dadas en el Apindice IC. 9. 

11. y = 3 sen x + 4 cos x .  13. y = 4 sen 3x - 3 cos 3x. 

12. y = sen 2% + cos 2x .  14. y = 2 s e n ~ + 3 c o s ~ .  2 
2 

E n  cada u n o  de 10s ejercicios 15-18, cons t ru i r  la  curva cuya ecuacibn se da. 
y determinar su periodo.  

15. y = sen x + cos 2x.  17. y = sen 2 x  + cos 3x. 

16. y = sen x + sen 2%. 18. y = s e n x + s e n 2 x + s e n 3 x .  

e% - e-r 
19. T r a z a r  la curva seno hiperb6lico y = - 

2 .  
eZ - e-3 

20. T r a z a r  la curva tangente hiperb6lica y = ---. 
ez + e-% 
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21. E n  el mismo sistema de ejes coordenados. tricense las graficas de la 
I curva de Agnesi, y = , la curva de probabilidad, y = e-'a, y la curva 

x' + 1 

secante hiperbblica, y = L. Obsirvese la gran semejanza que tienen es- 
ez + ect 

tas curvas entre si .  
22. Traza r  la grifica de la ecuacibn y = cosh x + senh x .  Hallar la ecua- 

cibn de la curva exponencial representada por esta ecuacibn. 
23. Traza r  la curva seno hiperbblico inverso y = senh-I x .  

E n  cada uno de 10s ejercicios 24-35, construir la curva cuya ecuacibn re da. 

24. y = x s e n x .  

25. y = x 2  cosx .  
sen x . 26. y=- 

X 

27. y = 2e-= sen 2x .  
X 

28. y = 2eez cos -. 
2 

29. y - 1 = 2ecz sen (2x + 4 )  
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CAPITULO XI11 

EL PUNT0 EN EL ESPACIO 

106. Introducci6n. En la Geometrfa analitica plnnn solamente se 
consideran 10s puntos situados en un solo plano , el plano coordenado. 
Esta limitaci6n no permite la investigaci6n de las figuras generales en 
el espacio . Por esto , y con el fin de extender el mCtodo analitico a1 
estudio de las figuras de tres dimensiones, quitamos la restricci6n im- 
puesta y consideramos que el punto puede ocupar cualq~iier posici6n en 
el espacio . 

Cuando un punto P est6 en un plano coordenado , su posici6n sc 
fija con respecto a 10s elementos de referencia del plailo . Si considera- 
mos ahora que el punto P puede ser un punto cualquiera del espacio , 
su posici6n puede determinarse por su distancia perpendicular, llam6- 
mosla z , a1 plano coordenado . Vemos , entonces , que para localizar 
la posici6n de un punto en el espacio se requiere otra dimensi6n z 
adem& de las dos dimensiones del sistema coordenado plnno. En  
consecuencia , desde este punto de vista, un sistema coordenado en el 
espacio es un sistema tridimensional obtenido como una extensi6n del 
sistema bidimensional. Tambien vemos que , cuando a z se le asigna 
el valor particular cero, el sistema tridimensional se reduce a1 bidi- 
mensional, por tanto, un sistema de coordenadas en el plano puede 
consideraree como un caso especial de un sistema de coordenadas en cl 
espacio. Desde este dltimo punto de vista, es importante notar que 
una relaci6n en el espacio se reduce a la relaci6n correspondiente en el 
plano cuando se da a la tercera dimensi6n el valor cero. En adelante 
tendremoe ocasi6n muy frecuentemente de observar esta analogia entre 
10s sistemas bi y tridimensional. 

En Geometria analitica plana las relaciones y las propiedades geo- 
metricas se expresan por medio de ecuaciones que contienen, en gene- 
ral,  dos variables. En  Geometria analitica del eapacio, en aambio, 
tnles ecuaciones contienen , en general, tres variables, y , es evidente , 
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que la presencia de esta variable adicional traerd una mayor complica- 
ci6n analitica que las relaciones con el plano . Ademds , el estudiante 
comprenderd perfectamente que la tercera dimensi6n de la Geometrla 
analitica del espacio exigird mds trabajo de su poder de visualizaci6n 
de figuras en el espacio que el que requiri6 para figuras en el plano. 

107. Sistema de coordenadas rectangulares en el espacio. E n  
Geometrfa analftica del espacio se emplean varios sistemas de coorde- 
nadas. El mds usado es el rectangular que describiremos y discutiremos 
en este articulo . 

Consideremos tres planos mutuamente perpendiculares que se cortan 
en el punto comdn 0 ,  tal como se indica en la figura 153. Como el 

Fig. 153 

punto en el espacio va a localizarse con referencia a estos elementos, 
10s planos se llaman planos coordenados, las rectas de intersecci6n de 
estos planos ejes coordenados y el punto 0 origen del sistema de coor- 
denadas rectangulures. Teniendo lo anterior estamos en libertad de 
designar 10s ejes coordenados como queramos. Un convenio es el indi- 
cad0 en la figura 153 ; se dice entonces que el sistema de coordenadas 
es un sistema de mano derecha. Otro convenio, tambi6n muy usado, es 
el mismo que aparece en la figura 153 con excepci6n de que 10s ejes 
XX y Y Y1 esthn intercambiados ; en este caso se dice que el sistema 
coordenado es un sistema de mano izquierda. E n  este libro empleare- 
mos , en general , el primer sistema . 

Los ejes coordenados XX1, Y Y1, ZZf se llaman , respectivamente , 
el eje X , el Y y el Z .  Estos ejes son rectas dirigidas , cuya direcci6n 
positiva esth indicada en cada uno por una flecha. Cada plano 
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coordenado se designa por 10s dos ejes coordenados que contiene. Asl , 
el plano coordenado que contiene a1 eje X y a1 eje Y se llama pla- 
no XY ; anilogamente , tenemos 10s planos XZ y YZ. Los tres 
planos coordenados dividen el espacio en ocho regiones llamadas octan- 
tes. El ochnte determinado por las partes positivas de 10s ejes coor- 
denados se llama primer octante; no se acostumbra asignar ning6n 
nlimero a 10s siete octantes restantes. El estudiante puede concebir 
fhcilrnente el primer octante considerando una de las esquinas de una 
habitaci6n rectangular en donde dos paredes adyacentes y el piso 
representan a 10s planos coordenados. 

En  seguida veremos c6mo puede localizarse un punto en el espacio 
por medio del sisbema de coordenadas rectangulares . E n  la prictica , 
no es necesario representar el siste- 
ma de coordenadas trazando 10s Z 
planos coordenados como aparecen 
en la figura 153 ; serd suficiente 
para nuestros fines trazar solamen- 
te 10s ejes coordenados como se 
indica en la figura 154. Sea P un 
punto cualquiera del espacio. Su yL 

posici6n puede determinarse hacien- 
do pasar For P planos paralelos a 
10s tres planos coordenados y con- 
siderando 10s puntos A ,  B y C 
en que cortan a 10s ejes X, Y y Z , Fig. 154 
respectivamente. E s t o s planos , 
juntos con 10s coordenados forman un paralelepipedo recto rectan- 
gular. Evidentemente, la posici6n de P con relaci6n a1 sistema de 
coordenadas est$ determinada por sus distancias a 10s planos coorde- 
nados. Eatas distancias estin dadas por las longitudes de 10s segmen- 
tos dirigidos OA , OB y OC, llamados t ,  y , z ,  respectivamente. 
Entonces 10s tres nlimeros reales x ,  y y z constituyen la coordenada x , 
la coordenada y y la coordenada z de P . Cada coordenada se mide .a 
partir del origen 0 sobre el eje coordenado correspondiente , y es posi- 
tiva o negativa seglin que su direcci6n sea la misma o la opuesta a la 
de la direcci6n positiva del eje. Para el punto P (fig. 154) todas las 
coordenadas son positivas, y el punto e s 6  en el primer octante. Las 
coordenadas z, y , z de cualquier punto P se escriben en ese orden, 
se encierran en un parbntesis y el punto se representa por P (z , y , 2 ) .  

Un punto P en el espacio tiene una y solamente una terna de 
coordenadas ( x ,  y , z) relativa a un sistema coordenado rectangular 
especificado . Reciprocamente , una terna de coordenadas ( x  , y , 2 )  
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deiermina uno y solamente un punto P en el espacio con respecto a 
un sistema coordenado fijo. 

Es importante escribir las coordenadas (z, y ,  z )  de un punto P 
del espacio en su propio orden, ya que la posici6n de una coordenada 
en el conjunto indica a lo largo de qu6 eje se mide la coordenada par- 
ticular. Por esto , las coordenadas de un punto en el espacio forman 
una terna ordenada de ndmeros reales. Pur tanto, en vista de nuestra 
discusi6n previa , podemos decir que u n  sistema de coordenadas rectan- 
gulares en el espacio establece Tina co~.respondencia biunivoca entre cada 
p ~ ~ n l o  del espacio y una terna ordenada de nhmeros reoles. 

Como en Geometria analftica planz, la construcci6n de figuras 
npropiadas constituye una parte importante del trabajo desarrollado en 

z la Geometria analitica del espacio . 
4 En  este libro haremos uso de un m6- 

todo rnuy comdn llamado de proyec- 
ciones paralelas. Como se ve en la 
figura 154, 10s cjes X y Z $e trazan . 
en este sistema de proyeccibn , per- 
pendiculares entre s i ,  pero el eje X *' 
se t ram de tal Inanera que el tiagulo 
XOY sen mayor dc 90" y , usual- 
mente, se toma igunl a 135'. En- 
tonces 1 a s distancias medidas a lo 
largo de , o paralelas a ,  10s ejcs Y y Z 

2' se trazan :t escnla completa, y las 

Fig .  l j 5  distancias medidus a lo largo de , o 
paralelas a ,  el eje X se acortun unn 

cicrta cantitlad , generalmente h a s t a alrededor de siete dCcilnos 

(9) de la escala c o rn p 1 e t a .  En la Ggura 165, 10s puntos 

P1(3 , 4 ,  - 2) y Pz (- 3 ,  - 5 ,  3 )  est&n trazados de acuerdo con 
estos convenios . 

EJERCICIOS. Grupo 49 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Trazar 10s puntos cvyas coordenadas son (2.  0, - 1 ) .  (4,  - 3 ,  7 ) .  
(-  5. - 9. i) Y ( 3 ,  - 2,  4 ) .  

2. Escribir las coordenndas de 10s puntos 0. A,  B .  C y D de la figura 154 
del Articulo 107. 

3. Escribir 10s signos de las coordenadas de 10s puntos situados en cada uno 
de 10s ocho octantes. 



E L  P U N T 0  E N  E L  E S P A C I O  32 1 

4. Const ru i r  el t r i ingulo  cuyos virtices son ( 2 ,  - 1. 3 )  , (- 1, 1, 2 )  y 
(1. 5. - 2 ) .  

5. D ~ s d e  el p u n t o  P ( x ,  y, z )  se trazan perpendicolares a 10s tres ejes 
coordenados. Hallar las coordenadas de 10s pies de estas perpendiculares. 

6. Const ru i r  el tetraedro c u y o s virtices son (0, 0,  0 , ) .  (2, 0 ,  0 )  , 
(0. 2 ,  0 )  y (0. 0,  2 ) .  

7. E l  pun to  P (2, 3, 3 )  es un vdrtice del paralelepipedo recto rectangular 
formado po r  10s planos coordenados y 10s planos que pasando p o r  P son para- 
lelos a ellos. Hallar las coordenadas de 10s otros siete vlrtices. 

8. Hallar el volumen del paralelepipedo recto rectangular del ejercicio 7 y 
la longi tud  de su diagonal. 

9. Empleando la figura 154 del Ar t i ca lo  107, hallar la distancia del pon to  
P (x.  y,  z )  a cada u n o  de 10s ejes coordenados. 

10. Empleando la f igura 154 del Ar t iculo  107, hallar la distancia del origen 
a1 pun to  P ( x ,  y. z )  . 

11. Se ha trazado una recta del origen a1 p u n t o  (1, 2 ,  1 ) .  Hallar el 6ngalo 
que forma dicha recta con la parte positiva del eje Y. 

12. Establecer una propiedad comun de las coordenadae de todos loe poa tos  
que es t in :  a )  en el plano XY; 6 )  en el p lano XZ; c )  en el plano YZ. 

13. Establecer propiedades comunes de las coordenadae de todos 10s puntos  
que es t in :  a )  sobre el eje X: 6 )  sobre el eje Y: c )  sobre el eje Z. 

14. 2Cui l  es el lugar geomitrico de 10s puntos  cuya coordenada z  es igual 
a - 5 1  

15. ~ C u i l  es el lugar geomltrico de un p u n t o  que se mueve de tal m a n e n  
que su  coordenada x es siempre igual a 47 

16. i C u i l  es el lagar  geomitrico de un p u n t o  qoe se mueve de tal m a n e n  
que su coordenada y es siempre igual a 2 y su coordenada z  siempre igaal a 3?  

17. Demostrar que 10s puntos  Pl (x ,  y. z )  y P a ( x .  - y. - z )  son s imi-  
tricos con respecto a1 eje X. 

18. Establecer y demostrar teoremas ani logos  a1 del ejercicio 17 para la 
simetria de dos puntos  con respecto a1 eje Y y a1 eje Z. 

19. Se ha formado un paralelepipedo recto rectangular haciendo pasar pla- 
nos paralelos a 10s planos coordenados po r  cada o n o  de 10s puntos  PI (1, 2. 2 )  
y Pz  (3 .  6. 7 ) .  Hallar las coordenadas de 10s o t ros  seis virtices y las longitudes 
de las aristas. 

20. Hallar la longi tud  de la diagonal PlPa del paralelepipedo recto rectan- 
gular del ejercicio 19. 

108. Distancia entre dos puntos dados en el espacio. En 68te y 
10s artfculos siguientes , tendremos ocasi6n de emplear el concepto de 
proyeccidn ortogonal de un punto sobre un plano y sobre una recta en 
el espacio. La proyecci6n ortogonal de un punto P sobre un plano 
es el pie de la perpendicular trazada de P a1 plano. La proyecci6n 
ortogonal de un punto P sobre una recta I es el punto de intersecci6n 
de I y el plano que pasando por P es perpendicular a I .  La proyec- 
ci6n de un segment0 rectilfneo sobre un plano (o una recta) se deduce 
inmediatamente de estas definiciones . A d ,  si P'I y P'r son las pro- 
yecciones ortogonales respectivas sobre un plano (o una recta) de 10s 
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extremos PI y PZ de un segment0 , entonces la proyecci6n PI P2 sobre 
ese plano (o  recta) es el segment0 Pl1P2I. 

Consideremos (fig. 156) dos puntos dados cualesquiera en el espa- 
cio PI (XI , yl , 21) y PZ (22, yt, 2s). Vamos a determinar la distancia 
d = 1 I .  Por cada uno de 10s puntos PI y P2 hagamos pasar 
planos paralelos a 10s tres planos coordenados. Estos planos forrnan 
un paralelepfpedo recto rectangular que tiene a Pi Pz por diagonal y 
a PIVI,  PlVz y P1V3 por aristas. Estos planos dan tambidn las 
proyecciones ortogonales de PI y PI sobre 10s planos y ejes coorde- 
nados. Asi, PI1 y P I 2  son las proyecciones ortogonales respectivas 

Fig. 156 

de PI y P2 sobre el plano X Y ,  y PI1 P12 es la proyecci6n P1P2 sobre 
el plano XY. Tambidn A1 , Bl y CI son ]as proyecciones ortogona- 
les respectivas de Pi sobre 10s ejes X , Y y 2, y At ,  B2 , CI son 
las proyecciones respectivas de Pt sobre 10s ejes X ,  Y y 2. Para 
simplificar la figura , algunas de las proyecciones y lineas proyectantes 
se han omitido. 

E s  muy sencillo demostrar , mediante una doble aplicaci6n del 
teorema de PitAgoras, que el cuadrado de la longitud de la diagonal 
de un paralelepipedo recto rectangular es igual a la suma de 10s cua- 
drados de las longitudes de sus aristas. Por tanto, podemos escribir 

Evidentemente , por la definici6n de las coordenadas de un punto 
en el espacio, las c o o r d e n a d a s  de A1 y A2 son (21, 0 ,  0)  y 
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(22, 0 ,  0 )  , respectivamente. Por tanto, por el teorema 1 del Ar- 
ticulo 3 , tenemos - - 

PI Vi = A1 Az = 2 2  - XI .  

Anblogamente , tenemos 

Sustituyendo estos valores en la ecuaci6n ( I ) ,  tenemos 

d 2 = ( 2 2 -  ~ 1 ) ~ + ( ~ 2 - 2 / 1 ) ~ + ( 2 2 - ~ 1 ) ~ ,  

de donde, 
d = d ( z 2  - X I ) ' +  (ys - y1)' + (za - 21)' 

De aquf el siguiente 

TEOREMA 1. La distancia d entre 10s dos puntos PI (XI , yi , ZI)  y 
PZ (xz , y2 , zz ) estd dada por la fdrmda 

NOTAS. 1. Si 10s puntos Pi y Pa es t in  sobre el plano XY. las coordena- 
das z l  y z2 son ambas cero, y la f6rmula dada en el teorema 1 se reduce a la 
fdrmula dada en Geometria analitica plana. en el teorema 2 del Articulo 6. 

2. P o r  medio del teorema 1 y las definiciones de las coordenadas de un pun-  
to, podemos determinar ficilmente la distancia de cualquier pun to  del espacio a 
cada uno  de 10s planos y ejes coordenados, y a1 origen. Asi, (fig. 156) las 
coordenadas del pun to  B I  son (0. y l ,  0 ) .  P o r  tanto,  para la distancia de PI 
a1 eje Y, tenemos 

E jemplo .  Demostrar que el pun to  P l ( 2 .  2. 3) equidista de 10s puntos  
P I ( ] .  4, - 2) y Pa(3. 7. 5 ) .  

Soluci6n.  Segun el teorema 1 anterior, tenemos 

- 
P o r  tanto,  ( PIP2 1 = ( PT~ 1. E l  estudiante debe trazar la figtlra correspon- 
diente a1 ejemplo. 

109. Divisi6n de un segmento en el espacio en una raz6n dada. 
Ahora consideraremos la divisi6n de un segmento dado en el espa- 
cio en una raz6n dada. Esto es , simplemente , una ampliaci6n del 
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problema anAlogo en el plano , que se ha estudiado en el teorema 3 del 
Articulo 7 .  

TEOREMA 2 .  Si Pl(x1, yl , 2 1 )  g P? (x2 , y2 , 22) son 10s eztremos 
de un segment0 dirigido PI P2, las coordenadas ( x  , y , z )  de un punto - 
P que divide a este segment~ en la razdn r 5 P I P  : PP2 son 

DEMOSTRACI~N . Sean PI1 , P 1  y p12. (fig. 157) lfLS pI'0ye~~i0neS 
respectivas de 10s puntos P I ,  P y Pz sobre el plano X Y ,  y A i ,  A 
y Az sobre el eje X.  Las rectas proyectantes PI P i1 ,  PPf y P2 Pf2 

Fig. 157 

son paralelas y est&n todas en el mismo plano ; por tanto , por Geo- 
nlctrfa elemental , estas rectas interceptan Eegmentos proporcionales 
sobre las dos transversales PI Pz y P ' I  P12 ,  y tenemos 

An&logamente, considerando las rectns paralelas A1P11 , AP' y A2P12, 
tenemos - P A I A  X - X I  - = - = --- - 

PlPlz AA2 x 2 - x '  
( 2 )  

De las relaciones ( 1 ) y ( 2 )  , resulta 
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de donde, 

Por un procedimiento semejante obtenemos 10s valores de lrts coor- 
denadas y y z .  

NOTA. A este teorema se aplican las mismas observaciones hechas para el 
teorema analog0 en el plano (teorema 3, Art. 7) . 

Para el caso particular en que P es el punto medio del segment0 
de recta dirigido PI PZ , r = 1 , y tenemos : 

COROLARIO . Las coordenadas del punto medio del segment0 di~igido 
cuyos extremos son 10s puntos (XI , yl , ZI ) y ( xz , yz , zz ) son 

Ejemplo. Hallar las coordenadas de 10s puntos de trisecci6n y el punto 
mediodelsegmento P l (1 .  - 3, 5) y P s ( - 3 ,  3, - 4 ) .  

Fig. 158 

Solucibn. Sean A ,  y A2 (fig. 158) 10s pnntos de trisecci6n y M el punto - 
P I A I  1 

m e d i o d e P l P 2 .  Para Al  tencmos r = = = y ,  y p a r a  At t e n c m o s  
A1 Pa 

P ~ A ,  
r  = _-- = 2. P o t  tanto, para el punto A1, por el teorema 2 anterior. 

As Pa 
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Anhlogamente, para el punto  Aa, tenemos 

Las coordenadas del punto  medio M, son 

EJEBCICIOS. Grupo  50 

Dibnjar  una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar la distancia entre 10s puntos  PI ( -  1, -2, 2) y P1(2, 4, - I ) .  
2. Demostrar que 10s puntoo PI (- 2. 4. - 3 ) .  Pa(4.  - 3. - 2) y 

Pa (- 3, - 2, 4) son 10s virtices de un t t i i ngu lo  equilitero. 
3. Hallar el perimetro del t r i ingnlo  cuyos virtices son A (- 2. - 3. - 2) , 

B ( - 3 .  1. 4) Y C(2 .  3. - 1 ) .  
4. Calculando c i e r t a s d i s t  a n c i a s ,  demostrar que 10s tres puntos  

(2, 0. - I ) .  (3, 2. - 2) y (5, 6. - 4) son colineales. 
6. Determinar la forma que toma la f6rmula de la distancia entre dos pun-  

tos (teorema 1, Art.  108) cuando PI y Pa estin en un plano paralelo a1 pla- 
n o  XY y a k unidades de 61. 

6. Determinar la distancia desde un punto  cualquiera P (x ,  y, z )  a cada 
nno de 10s planos y ejes coordenados, y a1 origen (viase la nota 2 del teorema 1. 
Art .  108). Ordinense 10s resultados en una tabla y obsirvese la simetria en las 
letras x. y y z .  

7. Hallar la distancia del pun to  ( -  2. 6 ,  3) a cada uno de 10s planos 
coordenados y a1 origen. 

8. Hallar la distancia del pun to  (3, - 4, 2) a cada uno de 10s ejes coor- 
denados. 

9. Demostrar que el cuadrado de la distancia de cualquier pun to  a1 origen 
es igual a la suma de 10s cuadtados de sus distancias a 10s planos coordenados. 

10. Los p u n t  o a extremos de un s e g m e n t  o son PI ( -  4, 1, 3) y 
Pa (5, - 2, 1 ) .  Hallar las longitudes de sus proyecciones sobre 10s ejes coor- 
denados. 

11. Hallar las longitudes de las proyecciones del aegmento del ejercicio 10 
sobre 10s planos coordenados. 

12. Las longitudes de las proyecciones de un segmento sobre 10s ejes coor- 
denados son 2. 2 y - 1, reapectivamente. Hallar la longitud del segmento. 

13. Los puntos  e x  t r e  m o s  de un segmento s o n  PI (XI ,  y l ,  z l )  y 
Pa (x,, ya. 22). Demostrar que la longitud de au proyecciin sobre el plano X Y  
es ignal a d (xz - x l ) a  + (y l  - y l )  a .  Sugefridn. Usese la figura 156 del 
Art iculo  108. 

14. U n o  de 10s extremos de un segmento de longitud 3 es el. punto  
(3. 2, 1 ) .  Si las cootdenadas x y y del o t ro  extremo son 5 y 3, respectiva- 

mente, hillese la coordenada z .  (Dos soluciones.) 
16. Hallar la ecuaci6n algebraica que expresa el hecho de que la distancia 

dot pun to  (x. y, z )  a1 pun to  (2, 1, 4) es igual a 5. 2QuC representa esta 
ecnaci6n? 
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16. Determinar la ecuaci6n algebraica que expresa el hecho de que el pnn to  
( x ,  y, z )  equidista de 10s dos puntos  (3, 0, - 1) y (- 2, 2. 1) 1Qu6 
representa esta ecuaci6n? 

17. Deducir las f6rmulas para calcular 10s valores de y y z ,  y dibujar las 
figuras correspondientes, relativas a1 teorema 2 del Articulo 199. 

18. Los puntos  e x t r e m o s  de un s e g m e a t o  son P I ( - 2 .  1. 4) y 
P Z  (3, 2, - 1 ) .  Hallar las coordrnadas del punto  P que divide a este segmento - - 
en la raz6n PIP : P P a  = 3. 

19. Hallar las coordenadas de 10s puntos  de trisecci6n y el punto  medio del 
segmento cuyos puntos  extremos son (5. - 1, 7) y (- 3. 3. 1 ) .  

20. Los extremos de u n  segmento son P l ( 3 ,  2, 6) y P s  (8, 3, 8 ) .  Hallar 
las coordenadas del pun to  P que divide a este segmento en la raz6n 

- -  
P a p  : PPl = - 2. 

21. Los extremos de un segmento son P l ( 5 .  1. 2) y P1(1. 9. 6) .  Hallar -- 
la raz6n P I P  : PP, en la cnal el pun to  P (2 .  7. 5) divide a este segmento. 

22. E l  punto  P esti  sobre el segmento cuyos extremos son (7, 2, 1) y 
(10. 5, 7 ) .  Si la coordenada y de P es 4, hillense sus coordenadas x y z .  

23. Los  vertices de nn t r i ingulo  son 10s puntos (8, 0. 1 ) .  (2, 3. 6) y 
(- 1, - 3. 2 ) .  Hallar las coordenadas de su centro de gravedad. (Viase el 

ejercicio 19 det grupo 2. Art.  7.) 
24. Los virtices de un t r i ingulo  son 10s puntos (XI,  y l ,  21).  (xa, yn. za) 

y (x3. y3, 2 8 ) .  Demostrar que las coordenadas dc su centro de gravedad son 
( % [ X I  + xa + xal.  35[yl + Y Z  + ~ 3 1 .  %[ZI + zz + z a l ) .  Usese este resul- 
tad0 para comprobar el ejercicio 23. (Viase el ejercicio 20 del grupo 2, Ar-  
ticulo 7.) 

25. Demostrar que 10s tres segmentos que unen 10s puntos medios de las 
aristas opuestas de cualquier tetraedro pasan todos por  un pun to  P que 10s 
biseca. E l  punto  P se llama centroide o centro de gravedad del tetraedro. 

110. Cosenos directores de una recta en el espacio. Vimos en 
Geometrfa analitica plana que la direcci6n de una recta en el plano se 
determina por medio de su hngulo de inclinacidn o de su pendiente 
(Art. 8 ) .  En  este artfculo veremos c6mo se determina la direcci6n de 
una recta en el espacio . 

Si dos rectas esthn en el mismo plano se dice que son coplanarias. 
Tales rectas pueden cortarse o no ; si no se cortan , se dice que son 
paralelas. Por tanto, para que dos rectas cualesquiera en el espacio 
se corten o sean paralelas , es necesario que Sean coplanarias. Conse- 
cuentemente , dos rectas cualesquiera en el espacio que no Sean copla- 
narias no pueden ni cortarse ni ser paralelas ; se llaman entonces reclas 
que se cruzan. Hasta aquf se ha definido el hngulo entre dos rectns 
dirigidas sobre el supuesto de que las dos rectas o se cortan o son 
paralelas (Art. 8 ) .  Es  evidente , entonces, que debemos definir lo 
que entendemos por Bngulo formado por dos rectas que se cruzan. Se 
llama dngulo de dos reclas que se cruzan a1 jorrnado por do8 rcctas cwr- 
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Zesquiera que se cortan y son paralelas, respectivamente, a las rectas dadas 
y tienen el mismo sentido. 

La direcci6n de una recta cualquiera en el espacio se determina por 
10s 4ngulos que forma con 10s ejes coordenados. Sea 2 (fig. 159) cual- 
quier recta dirigida en el espacio . Si 1 no pasa por el origen 0 ,  sea I' 
la recta que pasando por 0 es paralela a 1 y del mismo sentido. 
Entonces 10s Bngulos a ,  0 y y formados por las partes positivas de 
10s ejes X ,  Y y Z y la recta 1' se llaman dngulos directores de la 

recta dirigida 1 .  Un Bngulo director 
puede tener cualquier valor desde 0" 
hasta 180" inclusive. Evidentemente, p; si la recta 1 es de sentido opuesto , sus 
Bngulos d i r e  c t o  r e  s son 10s Bngulos 
suplementarios respe~t~ivos . 

En la resoluci6n de nuestros pro- 
blemas , veremos que generalmente es 

y m4s conveniente usar 10s cosenos de 

a 10s Bngulos directores en lugar de 10s 

X 
Angulos m i s m o s . Estoa cosenos , 
cos a ,  cos 8 , cos y , se llaman cose- 

Fig.  159 nos directores de la recta dirigida 1 .  
Como cos (x - 0) = - cos 0, se si- 

gue que si 1 es de sentido opuesto sus cosenos directores son - cos a ,  
- cos fi y -- cos y . Por tan to ,  cualquier recta del espacio , no diri- 
gida , tiene dos sistemas de cosenos directores , iguales en valor abso- 
lute , pero opuestos en signo . 

Vamos a determinar 10s cosenos directores de una recta cuya posi- 
ci6n en el espacio est4 dada por dos de sus puntos . Sea 1 [fig. 160 ( a )  ] 
una recta que pass por 10s puntos PI (XI, 91, 21) y Pz(x2, y2, 22). 
Primero coneideraremos el caso en que 1 tiene el sentido indicado en la 
figura. Por cada uno de 10s puntos PI y P2, hagamos pasar planos 
paralelos a 10s coordenados, formando asi un paralelepipedo recto 
rectangular cuya diagonal es PI P2, y cuyas aristas paralelas a 10s ejes 
X ,  Y y Z son, respectivamente, P I V I ,  PIVZ y P1V3. Si cada aris- 
t a  tiene el mismo sentido que el eje a que es paralela, 10s Bngulos 
directores son 

a = Bngulo P2 PI VI , 0 = 4ngulo Pz PI V2, 

Ahora consideremos [figs. 160 ( b )  , (c )  y ( d )  ] 10s tres trihgulos 
rect$ngulos fomados por 10s dos puntos Pi, PI y eada uno de 10s 
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vertices V I ,  Vz y V3. Para cada uno de estos tridngulos sea - 
d = I PI P2 1 ,  en que d se determina como en el teorerns 1 del Ar- 
ticulo 108. TambiBn , como se vi6 en el Articulo 108 , 

Por tanto, de 10s tres trihngulos , tenemos , para 10s cosenos direc- 
tores , 

2 2  - XI yz - Yl Z? - 21 
cos a = -- , C O S P = ~ ,  C O S Y = -  

d *  (1 )  

Fig.  160 

Si la recta 1 se considera dirigida en el sentido de P2 a PI , entonces 
10s tres cosenos directores son 

Los resultados precedentes conducen a1 siguienk 

TEOREMA 3 .  LOS cosenos directores de la recta determinada por 10s 
dos puntos PI (XI , yl , zl) y Pz(x2, y2, ZZ) y dirigida en el sentido 
de PI a PZ , son 

X2 - X1 cos a = - 
d 

siendo d la distancia entre PI y P2. 

Zz - ZI coa y = - 
d ' 

NOTA. El estudiante debt obacrvar particularmente que d ea un n6mero 
positivo y que el signo dc cada coaeno director sc determina por el rigno del 
numerador quc es la longitud dc un scgmcnto de recta dirigido (la proyecci6n 
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de PI P a  sobre el eje coordenado correspondiente) . Este numerador se obtiene 
siempre restando la coordenada del origen de la coordenada correspondiente del 
extremo del segmento. (VCase el teorema 1, A r t .  3.) 

Si elevamos a1 cuadrado ambos miembros de cada una de las ecua- 
ciones ( 1) y (2) , y sumamos, obtenemos 

Pero , por el teorema 1 , Artlculo 108, 

d2  = ( 2 2  - 21) a + ( ~ 2  - ~ 1 ) ~  + ( 2 2  - ~ 1 ) ~ .  

Por tanto, tenemos el siguiente importante resultado, 

cos2 a + cosZ (j + cos2 y = 1 , 
que dice : 

( 3 )  

TEOREMA 4 .  La suma de 10s ci~adrados de 10s cosenos directores de 
cualquier recta es igual a la unidad .  

NOTA. P o r  la ecuaci6n (3) se ve que 10s ingulos  directores de una recta no 
son todos independientes. E n  efecto, fijados dos de ellos, el tercero y su suple- 
mento quedan determinados. 

Por la ecuaci6n ( 3 )  vemos tambien que no todos 10s cosenos direc- 
tores de una recta pueden ser nulos . Como tendremos ocasi6n de rcfe- 
rirnos a este hecho , lo anotaremos como un corolario a1 teorema 4 .  

COROLARIO. De 10s cosenos directores de una recta u n o ,  cuando 
menos ,  es dijerente de cero. 

Ejemplo. Hallar 10s cosenos directores de la recta I (fig.  161) que pasa por  
10s puntos P1(2,  1, -2) y Pa(-2 ,  3, 3) y esti  dirigida de Pa a PI. 

Soluci6n. L a d i s t  a n c i a entre 
Z PI Y P a  es 

d = 4 ( 2 + 2 ) 2 + ( l - 3 ) a + ( - 2 - 3 ) '  
= 3 47. 

Entonces, como I esti dirigida de Pa a 
P I ,  tenemos 

2-(-2) 4 4 
C O S ~ = - = - - -  

d 3 43 - is  43, 
1 - 3  2 

cos fi = - = -+3, 
3 43 

X z 
- 2 - 3  1 

cosy = - = - 7 4-5. 
Fig. 161 3 4 3  
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111. Numeros directores de una recta en el espacio. En lugar de 
10s cosenos directores de una recta I conviene , a veces, emplear tres 
ndmeros reales, llamados nzimeros directores de I ,  que Sean propor- 
cionales a sus cosenos directores. Asi, a ,  b y c son 10s ndmeros 
directores de una recta I ,  siempre que 

a b c = - - -  
cos a cos 0 - cos y ' 

en donde cos a ,  cos 0 y cos y son 10s cosenos directores de I .  Evi- 
dentemente , si r # 0 ,  cualquier grupo de tres ndmeros , ra, rb y rc , 
puele servir como sistema de ndmeros directores. Del ndmero infinito 
de sistemas de ndmeros directores de cualquier recta, elegimos gene- 
ralmente , por simplicidad , el compuesto por enterov de valor num6- 
rico mfnimo . 

Como tendremos que usar frecuentemente 10s ndmeros directores 
de una recta, es conveniente introducir una notaci6n especial para 
ellos . Si tres ndmeros reales cualesquiera , a ,  b y c , representan 10s 
ndmeros directores de una recta, indicaremos esto encerrhndolos entre 
parkntesis rectangulares , asi : [ a , b , c ] . Los par6ntesis rectangula- 
res sirven para distinguir 10s ndmeros directores de una recta de las 
coordenadas de un punto que se encierran en parhntesis ordinarios. 

Los cosenos directores de una recta pueden determinarse fhcilmente 
a partir de sus nGmeros directores. En efecto , igualemos cada una de 
las razones de ( 1 )  a algdn ndmero k diferente de cero , de mod0 que 

Si elevamos a1 cuadrado ambos miembros de las ecuaciones ( 2 ) ,  y 
sumamos , obtenemos 

a 2 + b 2 + c Z =  ka(cosa a +cos2 0 +cos2 y ) ,  

la cual , por el teorema 4 ,  Art .  110, se reduce a 

a2 + b2 + c2 = k2 , 
de manertl que k =  f v ' a a + b 2 + c Z .  

Por tanto,  de las ecuaciones (2)  , tenemos el 

TEOREMA 5 .  Si [a ,  b, c ] son 10s nirmeros directores de una recta, 
stis cosenos directores son 

a cos a = * -- , cos 0 = + 
b 

v'aZ + bZ + c2 v'a2 + b2 + c' ' 
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en donde se escoge el signo superior o el inferior segzin que la recta estS 
dirigida en u n  sentido o en el sentido opuesto. 

Por el corolario a1 teorema 4 ,  Artfculo 110, y por las ecuacio- 
nes (2)  anteriores, tenemos el siguiente 

COROLARIO 1 .  De 10s niimeros directores de una recta uno , cuando 
menos , es diferente de cero . 

Por el teorema 3 ,  Articulo 110, tenemos : 

COROLARIO 2 .  U n  Sisternu de nzirneros directores para la recta que 
pasa por 10s puntos PI  (XI , yl , 21) y P2 (xz , y2 , 22) estd dado por 

Ejemplo.  Los n6meros directores de una recta 1! son [2, - 2, - 11. Ha- 
llar los cosenos directores de l si la recta estl  dirigida de tal manera que el 
i ngu lo  fl es agudo. 

Soluci6n. Por  el teorema 5  anterior, 10s cosenos directores de I ,  cuaodo la 
recta no esta dirigida, son 

L 
cos a = * = * %, cos p = - 76,  cos y = i 36.  

d 2 9 + ( - 2 ) 2 + ( -  1 ) s  

Como 1 esti dirigida de tal manera que fl es agudo, cos fl es positivo. Por  
tanto, tomando 10s signos inferiores para 10s cosenos directores, tendremos 

E J E R C I C I O S .  Grupo 51 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Hallar 10s cosenos directores de la recta que p;sa p o  r 10s puntos 
1'1 (2, 5, - 1) .  A (3. - 2, 4) y que esta dirigida de 1'1 a 1's. 

2. Hallar 10s cosenos directores de la recta que pasa p o r 10s puntos  
PI (- 9. 2. 1) .  PS (- 7, 0, 2) y que esti  dirigida de I's a P I .  

3. Dos de 10s cosenos directores de una recta son 4/3 y - >$. Hallar el 
tercer coseno director. 

4. Hallar 10s cosenos directorea de una recta si 10s ingulos  directores a y P 
son 60' y 30'. respectivamente. 

6 .  Hallar 10s cosenos directores de una recta si a 5 45'. y = 6D0 y p es 
agudo. 

6. Hallar 10s cosenos directores de on3 recta si 0 5 45' y a = y .  
7. Hallar 10s cosenos directores de una recta que forma ingulos  iguales con 

10s ejes coordenados. 
8. Hallar el valor comSln de lo8 ingulos  directores de la recta del ejercicio7. 

(Dos soluciones.) 
9. Por  medio de 10s cosenos directores, dcmostrar que 10s tres puntos 

(4. 3. 1) .  (- 1, 2. - 3) y (- 11. 0. - I l l  son colincalta. 


