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9. Hallar la ecuaci6n de la tangente a la circunferencia 

en et pun to  de contact0 PI ( X I ,  y l ) .  
10. P o r  tres mi todos  diferentes, hallar la ecuaci6n de la tangente a la 

circunferencia x l  + y'J - 4x - by - 12 = 0 en el pun to  (5, 7 ) .  
11. Suponiendo que k es una constante diferente de cero. demostrar que el 

t r i ingulo  formado por 10s ejes coordenados y cualquier tangente a la hiperbola 
equilacera x y  = k tiene un irea constante. (Ver el ejercicio 20 del g rupo  33, 
Articulo 70.) 

12. Si o ea una constante diferente de cero, demostrar que la suma ,Igebrai- 
ca de 10s aegmentos quo una tangente cualquiera a la c6nica 

determina sobre 10s ejes coordenados es igual a a. 
13. La  ecuaci6n de una familia de c6nicas es 

Hallar la ecuaci6n del elemento de la familia que pasa por 10s dos puntos  (1. 2 )  
7 

y (- 5, - E). 5 

14. Hallar la ecuaci6n de la c6nica que pasa por  10s cinco puntos  ( -  1, 6 ) .  
(2. 51 ,  ( 3 .  4 ) .  (4. 1) y (- 5,  4 ) .  

15. Hallar laecuaci6n de la parabola que pasa por  10s cuatro puntos  (1. 0 ) .  

16. Hallar la ecuaci6n de la c6nica que pasa p o t  10s cinco puntos  (1, I ) ,  

f). (0. 0 )  y ( 2  - 1 ) .  

17. Sobre el mismo sistema de ejes coordenados. tricense cinco elementos de 
la familia de c6nicas representada p o t  la ecuaci6n (2) del Articulo 77, asignan- 
d o  al par imetro  k 10s valores - 1. 0. 1, 2 .  3. 

18. Hallar la ecuaci6n de la c6nica que pasa pot el p u n t o  (- 2, 3) y por  
las interaecciones de la3 c6nicas 

19. Hallar la ecuacidn de la c6nica que pasa por el pun to  (4, - 2)  y por  
Ias intersecciones de  las cbnicas 

$20. Escribir la ecuaci6n de  la familia de  curvas quo pasan por  las intersec- 
cioner de la circunftrencia 2x2 + 2 g a  = 5 7 la elipse x l  -+ 3y2  = 5. Domort ta t  
que ,  cuando el par imetro  es igual a - I ,  el elemento & esta familia consiste en 
d o s  rzctar que  ae ccrtaa.  

21. Hallar  lac ecuaciones de ias p a ~ i b o l a s  que pasan p a r  las intersecciones 
de lu & n i u s  4x3 -+ y2 - 4 = 0 'y x y  4- 3 x  + Ly + 3 = 0. SugestiBn. Cal-  
c&lese d valor d'l pa r ime t ro  nsando la relacidn By - 4AC = 0. 

29. HaIIar I t s  ecuacionrr de las par ibolas  quepa ran  por  Ias interseccionos & 
las c6nicas 2xy + 2 y l +  3 x  - g - 1 - 8 y xs -xy  + 2 g ' +  x -f y - 3 ==0. 
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23. Demostrar que las raices de la ecuacion ( 8 1 ,  Articulo 77, son reales y 
decriguales demostrando que su discriminante puede escribirse en la forma de la 
cantidad positiva 

( aZ  - b 2  - x13 + ~ 1 ~ ) ~  + 4 ~ 1 ~ y 1 ~ .  

24. Demostrar que una raiz de la ecuaci6n ( 8 ) .  Articulo 77, esti  compren- 
dida entre - aZ y - b' demostrando que el primer miembro de la ecuaci6n es 
igual a la cantidad positiva ( aZ  - b ? ) x l P ,  a  > b, XI  # 0, para k = - O z ,  
que es Igual a la cantidad negativa ( b Z  - a 2 )  y12, a  > b ,  yl # 0, para k igual  
3 - ba. 

26. Demostrar que si se toma suficientemente grande la cantidad positiva i.. 
entonces, para k = - ba + 1, el primer miembro de la ecuaci6n ( 8 )  , Articulo 77. 
tiene un valor positivo y ,  por  tanto,  que en vista del ejercicio 24, la ecuacion 
( 8 )  tiene una raiz comprendida entre - b v  - ba + 1,. 

26. Discutir el sistema de c6nicas representado por la ecuacion 

Util izando 10s misrnos ejes coordenados, dibujar 10s seis elementos de este sis- 
tema correspondientes a 10s valores de k = 0, 7, 16, - 8 ,  - 7. - 6. 

27. Hallar las ecuaciones de las dos conicas del sistema del ejercicio 26 que 
paaan por  el pun to  ( 2 ,  3 ) .  

28. Discutir el sistema representado por la ecuaci6n ( 9 )  del Articulo 77. 
Sobre unos mismos ejes coordenados, dibujar 10s seis elementos de este sistema 
correspondientes a 10s valores de k = 1, 2, 3, - 1. - 2.  - 3. 

29. Demostrar que por cualquier punto  n o  contenido en el eje X, pasan 
precisamente dos paribolaa del siatema (9) del Articulo 77, abriindose una de 
ellas hacia la derecha y la otra hacia la izquierda. 

30. Demostrar que la familia de paribolas homofocales y coaxiales del sis- 
tema ( 9 )  del Articulo 77 es auto-ortogonal.  Sugestion. Usese el teorema 7.  
Articulo 59. 

78. Secciones planas de un cono circular recto. El nombre de 
secciones c6nicas con que se designa a la par8bola , clipse e hiperbola 
tienen su origen en el hecho de que estas curvas se obtuvieron por pri- 
mera vez como ~cciones  planas de un cono circular recto. 

Consideremos un cono eircular recto de vdrtice V ,  cortado por nn 
plano n: que no pase por V ,  tal como se indica en la figura 107. 
Scan S y S' dos esferas inscritas en el cono y tangentes n, x en los 
pun- F y F ' ,  respectivamente. Sean xl y xt 10s planos respec%-- 
vos de 10s circulos de contacto de las e s b m  S y S' y el cono ; estos 
~ I B M ) S  sun perpendiculaws sl eje del cono. Scan I  y I ? ,  respectiva- 
nienh,  ias intersecdones dc x con xl y x t .  Vamos a demostrar 
que C, curva de  inkrsecci6n de x y el cono, es una secci6n c h i =  
que tiene a F g F' por focos y a Z y I f  , resppectwarnente, como 
directrim correspondientm . 
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Sea P u11 pullto cualqriiera de C Traczmos P A ,  perpendicular 
a I ,  y la generatriz VP del con0 quc toea a 10s circulos de contact0 
tle S y S f  en 10s puntos B  y B f  , 1.espectivamente. Como PF y 
PI3 son tangrntes a S ,  tenemos 

Sea a el &ngulo formado por x y x ~ .  Este es tambiQn el Bngulo 
que forma el plano xl y la recta PA y el mismo cingulo formado 
por nl y la recta trazadx desde cualq~t ier  punto de C perpendicular 

Fig. 107 

a I .  Por P tracemos una perpendicular PN a Z I .  Tracemos tam- 
bikn el segmento AN en x1. Esto nos da el trihngulo recthngulo P A N  
indicado en la secci6n vertical de la derecha en la figura 107. Por 
tanto,  

IPNI = I P A ~ s e n a .  ( 2 )  

Sea (3 el hngulo formado por xi y cualquier generatriz del cono. 
Este hngulo es constante para un con0 circular recto dado. Tracemos 
c.1 segmento B N  en nl Esto nos da el trihngulo recthngulo P X B  
indicado (In la secciGn vertical de la izquierda de la figura 107. Pol  
tanto , 

IPN/  = I P B I s e n f i .  ( 3 )  
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De ( 1 ) ,  ( 2 )  y ( 3 ) ,  tenemos 

( PF I sen a - -- - 
sen B '  

Para cada plano secante x , el Angulo a es constante ; tarnbi6n el 
Angulo B, como acabamos de ver, ee constante. Por tanto, el segundo 
rniembro de (4)  es una constantc positiva quc pucde tlesignarss por e ,  
dc rnnnern que 

lml -- - e .  
IrnI 

Pero esta relaci6n es ,  precisamente, la condici6n geom6trica (1)  del 
Articulo 75 de la definici6n general de c6nica. Por tanto, C es una 

(a)  Parabola ( b )  Elipse ( c )  HipCrbola 

Fig. 108 

c6nica que tiene el foco F  y la directriz corre~pondiente 1 .  Anhloga- 
rnente, podemos demostrar que F t  y l t  son, respectivamente, un 
foco y una directriz correspondientes de C .  

El Angulo 0 es una constante para un con0 dado, per0 el Angulo a 
varia a medida que el plano secante ;l toma difcrentes posiciones. 
Si a = , la ecuaci6n ( 4 )  muestra que e = 1 , y la secci6n es una 
parsbola ; en este caso, el plano x es paralelo a una generat,riz del 
con0 y , por tanto,  corta aolamente una hoja de la superficie c6nica , 
como se indica en la figura 108 ( a ) .  Si a < P , la ecuacibn (4 )  indica 
quc e < 1 , y 1:1 ~ecci6n es una elipse ; en este caso , el plano x corta 
to~!:is las gcncratrices de la snperficic del cono, como se ve en la figu- 
ra, 108 ( b )  . En particular, si a = 0, el plano x es perpendicular a1 
cje del cono, y la secci6n es una circunferencia . Finalmente, si a > P , 
la ccuacicjn ( 4 )  indica que e > 1 ,  y la secci6n es una hiperbola ; en 
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cste caso, el plano IT corta a las dos hojas o ramas de la superficie 
c6nica , como se ve en la figura 108 ( c )  . 

Podemos anotar aqui tambiCn algunos de 10s casos llmite de lap 
secciones c6nicas. Asi , considerernos el caso en que el plano secante n: 
pasa por el v6rtice V del cono. Si a < 0 , el plano n: no corta a nin- 
guns generatrix tlel cono, y tencrnos un solo punto, el v6rtice V .  
Si a = 13, t.1 plano x r s  tangente a la superficic a lo la]-go de una 
generatriz del cono, y tenemos una sola recta. Si a > P ,  cl plano 
pasa por dos generatrices distintns del cono , y lenemos como secci6n 
rln par dc rectsls que se cortan en cl vhrtice. 



CAPITULO X 

COORDENADAS POLARES 

79. Introducci6n. Hasta este punto , en nuestro estudio de pro- 
piedades geometricas por mhtodos analfticos , hemos utilizado un solo 
sistema de coordenadas. Ahora vamos a introducir y emplear otro sis- 
tema conocido como sislema dr! coordenadas polares. En vista de la 
utilidad demostrada del sistema de coordenadas cartesianas rectangu- 
lares , el lector puede pensar que no hay necesidad de considerar otro 
sistema . Pero veremos , sin embargo , que para ciertas curvas y tipos 
de lugares georn6tricos el uso de coordenadas polares presenta algunas 
ventajas sobre las coordenadas recta~lgulares . 

80. Sistema de coordenadas polares. Por medio dc un sistema de 
coordenadas en un plano, es posible 
localizar cualquier punto del plano. 
En  el sistema rectangular esto se efec- 

90" 

tda refiriendo el punto a dos rectas 
fijas perpendiculares llamadas ejes tie 
coordenadas (Art. 4 ) .  En el sistema 
polar, un punto se locaiiza especifi- -A 
cando su posici6n relativa con respecto 
a una recta fija y a un punto fijo de esa 
recta. La recta fija se llama eje polar; 
el punto fijo se llama polo. Sea (figu- ,j) 

ra 109) la recta horizontal OA el eje 
polar y el punto 0 el polo. Sea P un Fig .  109 
punto cualquiera en el plano coorde- 
nado. Tracemos el segment0 OP y designemos su longitud por r .  
Llamemos 8 a1 &ngulo AOP. Evidentemente, la posici6n del pun- 
to P con relaci6n a1 eje polar y a1 polo es determinada cuando se 
conocen r y 8 .  Estas dos cantidades se llaman las coordenadcrs polares 
del punto P ; en particular, r se llama radio vector y 8 dngulo polar, 
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angulo veclorial o argumenlo de P. Las coordenadas polares de un 
punto se indican dentro de un pnrdntesis, escribi6ndose primero el 
radio vector. Asf , las coordenadas de P se escriben (r , e ) . La lfnca 
recta que pasa por el polo y es perpendicular a1 eje polar se llama el 
eje a 90'. 

El  6ngulo polar 8 se mide como en Trigonometria considerando el 
eje polar como lado inicial y el radio vector como lado final del Bngulo 
(Apdndice IC , 1) , cs decir , partiendo del eje polar hacia el radio 
vector ; se considera positivo o negativo segiin que el sentido seguido 
sea opuesto a1 de las manecillas de un reloj o el mismo . Algunos auto- 
res , siguiendo 10s convenios hechos en Trigonometrfa, consideran que 
el radio vector nunca debe ser considerado como negativo ; otros auto- 
res, en cambio, admiten que el radio vector puede tomar todos 10s 
valores reales . Nosotros seguiremos este iiltimo convenio . Segdn esto, 
si un punto tiene un radio vector negativo , ae mide primero el hngulo 
polar de la manera ordinaria, y despues ae toma el radio vector en la 
prolongaci6n del lado final. Asf, un punto P f ,  de coordenadas 
(- r , 8 ) , se localiza como se indica en la figura 109. 

Es  evidente que un par de coordenadas polares (r , 8 ) determina 
uno y solamente un punto en el plano coordenado. El reciproco, en 
cambio, no es verdadero, porque un punto P determinado por las 
coordenadas ( r ,  e )  esth tambi6n determinada por cualquiera de 10s 
pares de coordenadas representadas por (r , 8 + 2nn) ,  en donde n 
cst6 dado en radianes y n es un entero cualquiera. El  pun$o P puede 
determinarse tambi6n por cualquiera de 10s pares de coordenadas 
representados por (- r ,  e + nn) , en donde n es un entero impar 
cualquiera . Mientras el sistema rectangular establece una correspon- 
dencia biunfvoca entre cada punto del plano y un par de ndmeros 
reales , esta correspondencia no es iinica en el sistema polar, porque 
un punto puede estar representado por uno cualquiqra de un niimero 
infinito de pares de coorderiadas polares. Es  esta carencia de recipro- 
cidad dnica en el sistema polar la que nos conduce, en algunos casos , 
a resultados que difieren de 10s obtenidos en el sistema rectangular. 

Para la mayor parte de nuestros propdsitos , un par de coordenadas 
polares es suficiente para cualquier punto en el plano. Como nuestra 
capacidad de seleccidn en este respecto es ilimitada , convendremos, a 
menos que se especifique lo contrario, en tomar el radio vector r de 
un punto particular como positivo y su Bngulo polar e comprendido 
entre cero y el jngulo positivo mis  pequefio menor que 360°, de 
manera que la variacidn de 10s valores de 0 est& dada por 
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A tal par lo llamaremos par principal de coordenadas polares del 
punto. 

El  6ngulo polar puede expresarse en grados o radianes, pero el 
lector debe observar que 10s 4ngulos expresados en radianes vienen 
dados por ndmeros abstractos (Ap6ndice IC ; 4 ) .  Asi, un Bngulo 

X X polar de - significa - radianes, o sea, 90" ; el 4ngulo polar 2 sig- 2 2 
nifica 2 radianes , que equivalen a 114" 35 ,5' (aproximadamente) . 

El trazo de puntos en el sistema polar se facilita considerablemente 
usando papel coordenado polar, que consiste en una serie de circunfe- 

Fig. 110 

rencias conc6ntricas y rectas conc~rrent~es . Las circunferencias tienen 
su centro comdn en el polo, y sus radios son mdltiplos enteros del 
radio mSs pequeiio tomado como unidad de medida. Todas las rectas 
pasan por el polo, y 10s lngulos formados por cada par de rectas 
consecutivas son iguales . Un ejemplo de este papel estb representado 
en la figura 110 en donde se hen trazado 10s puntos 

Las coordenadas del polo 0 pueden representame por (0, 8 )  , en 
donde 8 es un bngulo cualquiera . 

81. Pasuqe coordenadas polares a rectangulares y viceversa. Las 
coordenadas rectangulares (3, y)  de cualquier punto de un plano 
implican solamente dos variables, x y y .  Por tanto, la ecuaci6n de 
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cualquier lugar geom6trico en un sistema de coordenadas rectangulares 
en un plano , contiene una o ambas de estas variables, per0 no otras. 
Por esto es apropiado llamar a una ecuaci6n de esta clase la ecuaci6n 
rectungular del lugar geom6trico. 

Las coordenadas polares (r , 8 )  de cualquier punto de un plano 
implican solamente dos variables, r y 0 ,  de manera que la ecuacidn 
de cualquier lugar geombtrico en el plano coordenado polar contiene 
una o ambas variables, per0 no otras. Tal ecuaci6n se llama, de 
acuerdo con esto , la ecuaci6n polar del lugar geom6trico. Asi, la 

X ecuaci6n 6 = - y r = 4 cos 19 wn  las ecuaciones polares de dos luga-. 
4 

res geombtricos planos . 
Para un lugar geombtrico determinado , conviene , frecuentemente , 

saber transformar la ecuacidn polar en la ecuaci6n rectangular, y 
recfprocamente . Para efectuar tal 

Y transformaci6n debemos conocer las 
relaciones que existen entre las co- 
ordenadas rectangulares y las coor- 
denadas polares de cualquier punto 

,X,A del lugar geom6trico. Se obtienen 

Y relaciones particularmente simples 
cuando el polo y el eje polar del sis- 

P tema polar se hacen coincidir , res- 
pectivamente , con el origen y la 

Fig. 111 part4e positiva del eje X del sistema 
rectangular, tal como se indica en 

la figura 11 1 . Sea P un pun to cualquiera que tenga por coordenadas 
rectangulares ( x ,  y)  y por coordenadas polares ( r ,  19)) Entonces, 
de la figura 111 , se deducen inmediatamente Ias relaciones 

y = r sen  1 9 ,  ( 2 )  

Y 8 = arc tg - , x ( 4 )  

sen I9 = * 9 
dmJ ( 6 )  
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Consideremos primero el paso de una ecuaci6n rectangular a su 
forma polar. Ls  ecuaci6n dada contiene como mSximo las dos varia- 
bles z y y .  Por tanto, si sustitulmos la z y la y por sus valores 
dados por las ecuaciones (1)  y ( 2 ) )  respectivamente, obtenemov la 
ecuaci6n polar directamente, aurique no siempre en su forma a& 
simple. La ecuaci6n ( 3 )  puede ussrse algunas veces ventajosamente 
en esta transformaci6n. 

Veamos ahora la transformaci6n de una ecuaci6n polar a su forma 
rectangular. La ecuaci6n dada contiene como m6ximo las dos varia- 
bles r y 6 .  Podernoa usar , ademds de las f6rmulas ( I ) ,  (2)  y ( 3 ) )  
las relaciones ( 4 )  y ( 5 )  que expresan a 6 y a r ,  respectivamente, 
en f unci6n de z y y . Tam bien , si la ecuaci6n polar con tiene algunas 
funciones trigonom6tricas de 6 , podemos expresar primem tales fun- 
ciones en funci6n de sen 6 y cos 6 , y entonces usar la f6rmulas 
(6 )  Y ( 7 ) .  

Un resumen de 10s resultados anteriores viene 'dado en el teorema 
siguiente : 

TEOREMA 1 .  Si  el polo y el eje polar del sistema de coordenarlas 
polares coinciden, respectivamente, con el origen y 2cr parle posiliva del 
eje X de u n  sistema de coordenadas reclangulares, el paso de uno a otro 
de estos dos sistemas puede ejectuarse por medio de las siguientes jdrmu- 
las de transjormaci&n: 

Y X 
r =  + d  x 2 f  y', sen6  = + 4-3, cos 6 = =t ~ X A + .  

Ejemplo 1. Hallar las coordenadas rectangulares del punto P cuyas coor- 
denadas polares son (4, 120'). 

Solucibn.  En  este caso, r = 4 y 0 = 120'. Por tanto, por el teorema I .  

Y y = r sen 0 = 4 sen 120° = 4 .  - 
2 

de manera que las coordenadas rectangulares de P son (- 2. 2 4-j) . 
Ejemplo 2. Hallar un par de coordenadas polares del punto P cuyas coot- 

denadas rectangulares son (3. - 5) . 
Solucibn.  En  este caso, x = 3 y y = - 5. Por tanto, pot  21 teorcma 1 ,  

0 = arc tg 2 = arc tg 
X 
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Ahora tenemos un nurnero ilimitado de valores para 8 de donde tenernos que 
escoger uno. De acuerdo con lo  dicho en el Articulo 80 para el par principal 
de coordenadas polares. tomaremos r como positivo y para 0 el i ngu lo  positi- 
vo mis  pequeiio, menor que 360°. Evidenternente, como se ve en la figura 112, 

Fig .  112 

8 es t i  en el cuarto cuadrante; su valor es 300° 58'. Po r  tanto,  el par principal 
de coordenadas polares de P es 

(dx, 300" 58' ) . 
Ejemplo 3. Hallar la ecuaci6n polal del lugar geomitrico cuya ecuacion 

rectangular es 
x2  + y 2  - 4x - 2y + 1 = 0. 

Solucibn. Por  el teorema 1 podemos reernplazar x 2  + y 2  por  r 2 ,  x por 
r cos 8, y y  por  r sen 8. Por  tanto,  la ecuaci6n polar buscada es 

r2 - 4r  cos 8 - 2r  sen 0 + 1 = 0. 

Ejemplo 4.  Hallar la ecuacion rectangular del lugar geomhtrico cuya ecua- 
ci6n polar es 

2 r = -. 
1 - COS 8 

Solucibn. Antes de susti tuir  en la ecuacion dada, sera conveniente quitar 
denorninadores. Entonces tenernos 

r  - r  COS 8 = 2. 

Sustituyendo r  y r  cos 0 por  sus valores en funcion de x  y y dados por el 
teorerna 1, obtenemos 

f d m - x  = 2 .  

Si trasponemos - x, elevamos a1 caadrado y simplificamos. obtenernos la ecua- 
ci6n rectangular de la parabola 

y l =  4x + 4 .  
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EJEBCICIOS. Urnpo 37 

Dibujar  una figora para cada ejercicio. 

1. E n  un sistema polar trazar 10s siguientes puntos:  

2. Trazar  10s siguientes puntos  en coordenadas polares: 

P ( 5  ) Pa(-2.210°). P3 (- 3.2). P4 (3 4 7 , 1 3 5 ~ ) .  

3. Construir  el t r i ingulo  cuyos virtices son 

4. Para cada hno de 10s puntos  P I  y Pz del ejercicio 1, hallar tres pares 
de coordenadas polares. 

5. U n  cuadrado de lsdo 2a tiene su centro en el polo y dos de sus lados son 
paralelos al eje polar. H a l l ~ r  el par principal de coordenadas polares de cada u n o  
de nos cuatro virtices. 

6 .  Dos de 10s virtices de un t r i ingulo  equili tero son (0,7J0) y (1, n). 
Hallar el par principal de coordenadas polarrs del tercer virtice. (Dos casos.) 

7. U n  hexigono regular tiene su centro en el polo y dos lados paralelos al 
eje polar. Si la longitud de un lado es igual a dos unidades, hallar el par pr in-  
cipal de coordenadas polares de cada uno de sus seis virtices. 

8. U n  pun to  P se mueve de tal manera que para todos 10s valores de su 
i n g u l o  polar, su radio vector permanece constante e igual a 2. Identificar y 
trazar el lugar geomitrico de P .  

9. U n  pun to  P se mueve de tal manera que para todos 10s valores de sus 

radios vectores, su ingu lo  polar permanece constante e igual a 2. Icentificar 
4 

y trazar el lugar geomitrico de P.  
10. Hallar las coordenadas reitangulares de 10s cuatro puntos del ejercicio 2. 
11. Hallar el par principal de coordenadas polares de cada uno de 10s pun-  

tos cuyas coordenadas rectangulares son (- 2, 3) y (3, - 2 ) .  

E n  cada uno  de 10s ejercicios 12-20, pasar la ecuacidn rectangular dada a su 
forma polar. 

12. x 2  + y' = 4. 16. x Z -  yz = 4. 

13. 5x - 4y + 3 = 0. , 17. x +  y2 - 2y - 0. 

14. 2x5 + 2y2 + 2x - 6y + 3 = 0. 18. x y  = 2. 

15. 2x - y = 0. 19. xa - 4y - 4 = 0. 

20. x cos w + y sen to - p = 0. 

E n  cada uno  de 10s ejercicios 21-30, p;r:ar la ecuaci6n polar dada a su for~r:a 
rectangular. 
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2 26. r = ------ 27. senL 3 - 4r cos8 8 = 0. 23. r = 2 ( 1  -cos 8 ) .  
2 - cos 8' 

26. r = 4 8 28 .  r = 2 seca- . 30 .  r 2  = 4 cos 28. 
1 + 2 cos 8' 2 

82. Trazado de curvas en coordenadas polares. Consideremos 
ahora el trazado de curvas dadas en ecuaciones polares , de la misma 
manera que !d hicimos para la construcci6n de gr4ficas de ecuaciones 
rectanguiares (Art. 19). Para nuestros fines, la construcci6n de cur- 
vas en coordenadas polares constad de 10s seis pnsos siguientes : 

1. Determinaci6n de las intersecciones con el eje poBr y con el 
eje a 90'. 

2.  Determinaci6n de la simetrla de la curva con respecto a1 eje 
polar, a1 eje a 90' y a1 polo. 

3 .  Determinaci6n de la extensi6n del lugar geomktrico . 
4 .  Chlculo de las coordenadas de un nClmero suficiente de puntos 

para obtener una grhfica adecuada . 
5 .  Trazado de la gdfica . 
6 .  Transformaci6n de la ecuacidn polar a rectangular. 
El lector debe observar , en particular, que la construcci6n de 

curvas en coordenadas polares requiere ciertas precauciones que no se 
necesitan para Ins coordenadas rectangulares. Por ejemplo, un punto, 
en un sistema de coordenadas rectangulares, tiene un 6nico par de 
coordenadas , pero un punto, en coordenadas polares , tiene , como 
vimos (Art. 80) , un nltmero infinito de pares de coordenadas. Puede 
ocurrir , entonces , que mientras un par de coordenadas polares de un 
punto P de un lugar geom6trico puede satisfacer su ecuacibn , otro par 
de coordenadas no la veri6ca. Esto tiene lugar, por ejemplo, en la 
ecuaci6n T = a9 , a f 0 ,  que represents una curva llamada espiral de 
Arqufmedes . Ademhs , un lugar geom6trico puede estar representado , 
algunas veces , por m4s de una ecuacidn polar. Asl , la circunferencia 
cuyo centro eat6 en el polo y cuyo radio es igual a a ,  puede represen- 
tame por una de las dos ecuaciones r = a o r = -a. Las ecuaciones que 
representan el mismo lugar geam6trico se llaman ecuaciones equiualentes . 

1 .  Intersecciones. Las intersecciones con el eje polar, cuando 
existen, pueden obtenerse resolviendo la ecuaci6n polar dad& para r , 
cuando a 9 se le asignan sucesivamente 10s valores 0 ,  * n , * 2x, 
y , en general, el valor nn , en donde n es un entero cualquiera. 
Anhlogamente , si existen algunas intersecciones con el eje a 90' , pue- 

n 
den obtenerse asignando a 9 ios valores - n , en donde n es un nii- 2 
mero impar cualquiera. Si existe un valor de 9 para el cual sea r = 0 ,  
la grhfica pasa por el polo. 
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2.  Simetria. Si la curva es simetrica con respecto a1 eje polar, 
entonces (Art. 16) para cada punto P existe un punto PI,  tambien 
de la curva , tal que el segmento PPr es bisecado perpendicularmente 
por el eje pol/tr, como se ve en 
la figura 113. Si M es el punto 
medio del segmento PPr , de 10s 
triAngulos rectbngulos OPM y 
OPr M se deduce que las coor- 
denadas de P' son (r , - 6) y D A 
(- r ,  51: - 9 ) .  Tenemos, pues, 
dos pruebas para simetria con 
respecto a1 eje polar, a saber, 
que la ecuaci6n polar dada no 
varie al reemplazar 13 por - 8 , 
o a1 reemplazar 8 por x - 8 y Fig.  113 
r por - r .  Debemos , sin em- 
bargo, hacer una importante adici6n a este enunciado . Asi , una cir- 
cunferencia con centm en el polo y radio igual a a tiene por ecuaci6n 
polar r = a .  Esta ecuaci6n no satisface la segunda prueba aunque su 
lugar geombtrico es , evidentemente , simetrico con respecto a1 eje 
polar. Pen, la segunda prueba cambia a la ecuaci6n dada en r = -a,  
que , como hemos ~notado antee, es una ecuaci6n equivalente. Por 
tanto, diremos que la simetrla con respecto a1 eje polar existe tambih 
si las sustituciones indicadas cambian a la ecuaci6n dada en una ecua - 
ci6n equivalente . 

Se deja a1 estudiante , como ejercicio , el obtener las pruebas para 
simetrfa con respecto a1 eje a 90' y respecto el polo, que establece el 
siguien te 

TEOREMA 2.  Las pruebas para averiguar la simetrto del lugar geo- 
mdtrico de una ecuacibn polar estdn dadas en la siguiente tabla. 
- -- - - 

Simetria con respecto a1 

Eje polar 

Eje a 90" 

La ecuaci6n polar no se altera. o se transforma en 
una ecuaci6n equivalente cuando 

a )  se sustituye 8 por - 0 ,  o 
b )  se sustituye B por x - B y r por - r .  

a )  se sustituye B por x - 0 ,  o 
b )  se sustituye B por - B y r por - r .  

Polo a )  se sustituye B por n + 0 ,  o 
b )  se sustituye r por - r .  
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3 . Eztensidn del lugar geomdtrico . Para determinar la extensi6n 
de la gdfica de un lugar geometrico dado en coordenadas polares, 
primem se despeja r en funci6n de 8 , de mod0 que tenemos 

r = f ( 9 ) .  ( 1  
Si r es finito para todos 10s valores de 8 , se trata de una curva cerra- 
da .  Si , en cambia , r se vuelve infinita para ciertos valores de 8 la 
gr4fica no puede ser una curva cerrada. Para valores de 0 que 
hacen a r compleja no hay curva; tales valores de 8 constituyen 
intervalos excluidoi! del lugar geom6trico. Si la gr4fica es una curva 
cerrada , es 6til ,  frecuentemente , determinar 10s valores mbximo y 
minimo de r . 

4 .  Cdlculo de las coordenadas de algunos puntos. Asignando un 
valor particular a 8 , podemos obtener el valor o valores reales corres- 
pondienks de T , cuando existen, de la ecuaci6n (1) anterior. Para la 
mayoria de nuestros fines , serti suficiente tomar valores de 8 a inter- 
valos de 30'. 

5 .  Construccio'n de la grdfia. Los puntos del lugar geom6trico 
pueden trazarse directamente a partir de 10s valores de las coordenadas 
obtenidas en el paso 4 .  Una curva continua que pase por 10s puntos 
localizados ser4, por lo general, la grfifica buscada. E s  importante 
ver si la grhfica concuerda con 10s resultados obtenidos en 10s pa- 
w s  l ,  2 y 3 .  

6 .  Transjormacidn de la ecuacidn polar a su jmma rectangular. 
Esta transformsci6n puede efectuarse como se discuti6 en el Articu- 
lo 81. La forma rectangular se puede usar para comprobar la gdfica. 

Ejemplo 1. Trazar la curva cuya ecuaci6n cs 

r = 2 (1 - coa 8 ) .  (2)  

Solucibn. I .  Intersecciones. De la ecuaci6n (2) ae d e d u c e  que para 
8 = 0'. ea r = 0, y para 8 = n es r = 4. Ningunos valores nuevor de r se 
obtienen para 8 = - n, * 2 n, etc. Por tanto, ei polo esti sobre la curva, y 
la otra intersecci6n con el eje polar estl dada por el punto (4, n) . 

Para 8 = 5 es r = 2 ;  para 8 = - !! es r = 2. Ningunos valores nuevos 
2 2 

3 5 de r se obtienen para 8 = * - n, * - n, etc. Por tanto, las intersecciones 
2 2 

con el eje a 90' son 10s puntos (2 ,  $1 y (2.  - $). 
2. Sirnetria. Si se sustituye 8 por - 8,  la ecuacion (2) no se altera. y; 

que cos (- 8) = cos 8. Por tanto, la curva dada por la ecuaci6n (2)  es sirni- 
trica con reapecto a1 eje polar. 

Aplicando la3 otras pruebas del teorema 2,  el eatudiante debe demoatrar que 
el lugar geomhtrico no es aimhtrico ni con reapccto a1 eje a 90' ni con respecto 
a1 polo. 
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3. Extensidn. Como el valor absoluto de cos 28 no es nunca mayor que 1 
para cualquier valor de 28, la ecuacidn (2)  muestra que r es finito para todos 10s 
valores de 28 y ,  por  tanto,  se trata de una cuva cerrada. E l  valor miximo de r 
se obtiene cuando 1 - cos 28 es un mlximo,  y esto ocurre cuando 28 = n. P o r  
tanto,  el valor miximo de r es 4. AnSlogamente, se halla el valor minimo de r ,  
que resulta ser 0 para 28 n: 0'. 

4. Cdlculo de Ias coordenadas de algunos puntos.  Las coordenadas polares 
de algunos puntos  de la curva puedkn obtenerse. a partir  de la ecuacidn (2 ) .  
asignando valores a 6. Como la curva es simitrica con respecto a1 eje polar. n o  
es necesario tomar valores de 28 mayores de 180'. E n  la tabla que damos a con- 
tinuaci6n figuran algunos valores correspoudientes de r y e. La tabla del 
Apindice IC,  5, es muy ~ t i l  para estos cilculos. 

Fig.  114 

6 

0" 
30" 
60" 
90° 

120' 
150' 
180" 

5. Trazado de la curva. La curva que se busca es la representada en la 
figura 114, y se la conoce con el nombre de cardioide. 

6. Ecuaci6n rectangular. Si multiplicamos la ecuaci6n (2) por r ,  obte- 
nemos 

r 2  = 2r - 2r cos 28, 

la cual, por  el teorema 1, Articulo 81, se convierte en 

cos 28 

1 
0,866 
0.5 
0 

-'0,5 
- 0.866 
- 1  

Trasponiendo - 2% a1 primer miembro, y elevando a1 cuadrado, tenemos 

(x2 + y2  + 2%) = 4ra, 
de donde 

( x 2 +  y z 4 - 2 ~ ) ~  = 4 ( x Z + y 2 ) .  

I -cos 28 

0 
0,134 
0.5 
1 
1 , s  
1,866 
2 

que es la ecuacidn rectangular buscada. 
E l  lector puede observar las ventajas que a veces tienen las coordenadas pola- 

res, comparando el trabajo que requiere el trazado de la cardioide a partir  de su 
ecuaci6n polar y de su ecuacidn rectangular. 

r 

0 
0,268 
I 
2 
3 
3.732 
4 

Ejemplo 2. Traza r  la curva cuya ecuacidn es 

r" 4 cos 228. 
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Solucibn. 1. Intersecciones. Las intersecciones con el eje polar son 10s 

dos  puntos  (.t 2, 0) y (* 2, n ) .  Para 8 = I n ,  
2 

en donde n es un nhmero 

impar cualquiera, r es complejo, y,  aparentemente, n o  hay intersecciones con 

el eje a 90". Pero,  para 8 = 5 ,  r = 0,  de manera que el polo e s t i  sobre la 
4 

curva. 
2. Simetria. La ecuaci6n (3) satisface todas las pruebas de simetria del 

reorema 2. P o r  tanto ,  la crlrva es simitrica con respecto a1 eje polar,  a1 eje a 90" 
y el polo. 

3. Extension. E l  valor mlx imo  de cos28 es 1. P o r  tanto,  de la ecua- 
ci6n ( 3 ) ,  el valor mix imo  de r es 2, l o  que nos  dice que se trata de una curva 

3 n cerrada. Cuando  el i ngu lo  28 es t l  comprendido entre 5 y -, cos 28 es ne- 
2 2 

gativo y 10s valores de r son complejos. Luego, n o  hay curva entre las rectas 

4. Cdlculo de coordenadas. Las coordenadas de varios puntos  pueden ob -  
tenerse, directamente, de la ecuaci6n ( 3 ) .  Teniendo en cuenta la simetria del 
lugar geomitrico y el interval0 de variaci6n de 10s valores excluidos de 8,  
basta asignar a 8 solamente valores de 0" a 45". Las coordenadas de algunos 
puntos  figuran en la tabla siguiente. 

F ig .  115 

5. Construccidn de la curua. L a  curva buscada, trazada en la f igura 115, 
es conocida con el nombre de lemniscata de Bernoulli. E l  lector debe notar  que. 
aunque en la ecuaci6n (3) .  aparece el i ngu lo  28, se trazan siempre 10s valores 
del dngulo  sencillo 8 y 10s valores correspondientes de r .  

6. Ecuacidn rectangular. C o m o  las ecuaciones de transformaci6n del teo- 
rema 1. Ar t iculo  81, contienen funciones de u n  ingu lo  sencillo, escribimos la 
ecuacion (3) en la forma (Apindice  IC ,  7) 

Multiplicando amboe miembroa po r  r 2 ,  obtenemos 
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de donde, por medio de las ecuaciones de transformacion. obtenemos la ecuaci6n 
rectangular buscada 

(xZ  + y Z ) 2  = 4 ( x 2  - y 2 j .  

EJEBCICIOS. Grilpo 38 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Demostrar las pruebas (a)  y ( 6 )  del teorema 2,  Art .  82, para la simetria 
con respecto al eje a 90'. 

2. Demostrar las pruebas (a) y ( 6 )  del teorema 2,  Ar t .  82. para establecer 
la simetria de la curva con respecto al polo.  

E n  cada uno de 10s ejercicios 3-30, trazar la curva cuya ecuaci6n se da. Las 
cantidades a y b son constantes diferentes de cero a las que pueden asignirseles 
valores numiricos para la operaci6n del trazado de la grifica.  Usese papel coor- 
denado poiar.  

r = 2 sec 8. 12. r sen 8 tg IY = 4a. 

r = a cos 8. 13. r2  sen 28 = 4. 

4r cos 8 - 3r sen 8 = 12. 14. rZ(4 + 5 sen2 8) = 36. 

r = a sen 8 + b cos 8. 15. r = a (1 + sen 8) (cardioide) . 
r cos (8  - 5) = 2,  16. r a  = a2 sen 28 (lemniscata) . 

8 17. r = acos2- .  
2 

18. r2  cosS 8 = aa sen 8. 

19. s e n a 8  - 4 r c o s 3 8  = 0 .  

20. r = a sen 28 (rosa de 4 hojas) . 
21. r = a cos 5 8. 

22. r = a sen48.  

r = 2a tg 8 sen 8 (cisoide) . 
r8 = a (espiral hiperbklica o reciproca) . 
r 2  = as 8 (espiral parab6lica) . 
log r = a8 (espiral logaritmica o equiangular ) .  

ra8 = aa ( l i t uus ) .  
r = a csc 0 + b (concoide) . 
r 3 a - b cos 8 (caracol) . 

8 SO. r = a s e n s - .  
3 

83. Intersecciones de curvas dadas en coordenadas polares. El 
metodo para obtener 10s puntos de intersecci6n de dos curvas en coor- 
denadas polares es semejante a1 empleado en coordenadas rectangula- 
rcs (Ar t .  21 ) . Las soluciones del sistema formado por las ecuaciones 
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de 10s lugares geom8tricos , representan las coordenadas T y 6 de 10s 
puntos de intersecci6n . Debemos hacer notar, sin embargo, que en 
coordenadas polares este problema puede presentar dificult.ades que no 
se presentan en coordenadas rectangulares, debido a que las coorde- 
nadas polares de un punto no son dnicas. Por esta raz6n puede ocu- 
rrir que,  para un punto particular P de intersecci6n de dos curvas, 
las coordenadas polares de P que satisfacen la ecvaci6n de una de las 
curvas no satisfagan la ecuaci6n de la otra , pcro satisfagan a una de 
sus ecuaciones equivalentes . Por esto , con el fin de evitar tales dificul- 
tades , es mejor , genernlmcnte , dibujar ambos lugares geombtricos con 
referencia a1 mismo polo y eje polar y considerar entonces cada punto 
de intersecci6n individualmente, tal como indique la figura. 

E jemplo .  Hallar,  analitica y grificamente, 10s puntos  de interseccibn de 
las curvas cuyas ecuaciones son 

r = 00, a # 0, 

Solucibn.  La ecuacion (1) represents la espirol de Arquirnedes, y la ecua- 
cibn (2) una recta que pasa po t  el polo,  como se ha representado en la f igu- 

ra 116. La porcibn punteada de la 
90" espiral corresponde a 10s valores ne-  

gativos de 0 en la ecuacibn ( 1 ) .  

e,? Ambas lineas son ilimitadas y,  evi- 
dentemente, tienen un n imero  inf i -  
n i to  de pun tos  de in ters~ccibn.  Aho-  
ra, si susti tuimos el valor de 0 dado 
por la ecuacibn ( 2 ) ,  en la ecuacibn 

( I )  hallamos r = 3, es decir, ob -  
* A  4 

tenemos las coordenadas (r. $) 
de solameate un pun to  de intersec- 
cibn, el pun to  PI.  Pero la recta (2) 
puede estar representada tambiin po t  

I 
Fig.  116 

93% 
SU ecuacibn equivalente. 0 = --, de 

4 
la cual, junta con la ecuacibn ( I ) ,  

obtenemos las coordenadas del punto  de interseccibn Pa.  De ma- 

e r a  e m e a t e  otra e c u a c b  e q v a e n t e  de la recta 2 e 0 = - , que da 

p 3  ( -  - 2). Evidentemente, hay u n  n tmero  infinitamente grande de 

ecuaciones equivalentes de la recta (2) po t  medio de las cuales podemos obtener 
las coordenadas de cualquier ndrnero de puntos  de interseccibn. E l  lector debe 
hallar las coordenadae del polo y de 10s pantoe  Pc y Ps de la f igara  116, todos 
10s cuales aon puntos  de intersecci6n. 
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84. Fbrmula de la histancia entre dos puntos en coordenadas po- 
lares. Sean PI (TI,  81) y P2 (r2, 82) (fig. 117) dos puntos dados 
cualesquiera. Se trata de hallar la distancia d entre PI y P2, en - 
donde d = ( PI Pz ( . Para ello ernplearemos el par principal de coorde -- 
nadas de PI y de Pz. 

Fig. 117 Fig.  118 

Tracernos 10s radios vectores de PI y P2, forrnando asi el tri&n-- 
gulo OP1 Pz en donde I I = TI , I a ( = m , y el Angulo PI OP? 
es igual a 81-82. Entonces, por la ley de 10s cosenos (Ap6ndice IC, 11). 
tenemos 

d 2  = r12 + rz2 - 2r1 T2 cos (el - e 2 ) ,  
de donde 

d = d r12 + r2? - 2r1 T2 cos (el - e 2 )  . 

Este resultado nos dice : 

TEOREMA 3 .  La d i s t a n  c i a d entre dos puntos cualesquiern 
Pl (rl , 81) y P2 (rz , 82) en coordenadas polares estd dada por la jdr- 
mu la 

d = d rlz + r 2  - 2r1 rz cos (81 - 82). 

NOTA;" Esta fbrmula para d puede obtenerse tambiin por  transformacidn 
en coordenadas polares de la fdrmula de la distancia entre dos puntos  dada en 
el teorema 2, Articulo 6, para coordenadas rectangulares. 

Ejemplo. Demostrar que 10s puntos  P I  (3, z), pa  (7, :) Y ~3 (3, $) 
son 10s virtices de un t r i ingulo  isbsceles. 

Solucibn. E l  t r i ingulo  es el representado en la figura 118. P o r  el teorema 3. 
tenemos 

1 ~ a / = J 3 ' + 7 ' - 2 . 3 . 7 ~ 0 ~  = d 5 8 - 2 1 + 3  

P o r  tanto,  como ( PZ 1 = I P- 1, el t r i ingulo  es isdsceles. 
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EJEBCICIOS. Grupo 39 

E n  cada uno  de 10s ejercicios 1-12, calcular, analitica y graficamente, 10s 
puntos de interseccibn de las curvas dadas. 

1. r  = 2  s e n e ,  . 5 7. r Z  = 9 cos29. 
r = I .  L " '  

r  = 3 4 3  sen 8. 

2. r - 4 c o s 8 ,  , , r\ 8 .  r a  = 4 sen 20, 
? . T  

r  = 2 .  r  = 2 4 7  cos 8. 

4. r cos 8 = 4, 
r sen 8 = 4. 

t n 
5. r c o s 9  = 2, 

/ v s  r  - 3 cos 8. 

. .G 9. r = 1 + c o s B ,  < i . i '  
r - 4 7  sen e. 

3 '-10. r = -. . id' 

. \  0'' 
2 - cos e 

'. r cos 9 = 1. 

6. r = sen 8, 12. r - 2 r c o s B  = 1. 
\ \ \ $  ~;'" r = cos 6'. ?\ .@J - r = sen 0. 

13. Hallar la distancia entre 10s pun tos  P I  3 - y P  5 ,  - . ( .( T) 
14. Hallar la distancia entre 10s puntos  P 1  2,  - y p  4. - . ( ) a (  7) 
15. Hallar el perimetro del cuadril i tero c u y o s virtices son (0, 19"). 

(1. 3). (2. f) y (3. O O ) .  

16. Demostrar que lor puntos  P I  (1. ;), P Z  ( 4 7 ,  z) Y P a ( ] .  0') Son 

10s virtices de un tr iangulo equil i tero.  

17. Demostrar que P  (i 45 .  $) es el pun to  medio del segment0 cuyos 

18. Empleando las fbrmulas de transformacibn de coordenadas rectangula- 
res a polares (teorema 1. Ar t .  81) , demuistrese que la formula de la distancia 
polar del teorema 3 (Art .  84) puede obtenerse directamente a par t i r  de la f6 r -  
mula de la distancia en coordenadas rectangalares dadas en el teorema 2,  Ar -  
t iculo 6. 

19, Discutir la fbrmula de la distancia dada en el teorema 3 (Art .  84) 
cuando 10s puntos  PI y P z  son colineales con el polo.  Considerar 10s casos en 
que 10s puntos  es t in  del miamo lado y de lados opuestos del eje polar.  

20. Discutir la f6rmala  de la distancia dada en el teorema 3 (Ar t .  84) cuan- 
d o  10s puntos  P I  y Pa es t in  ambos sobre el eje polar.  Considerar 10s casos en 
que 10s puntos estan del mismo lado y de lados opuestos al  polo. 

21. Demostrar que la f6rmula de la Cistancia dada en el teorema 3 (Ar t .  84) 
es verdadera cualesquiera que Sean las posiciones de 10s puntos  P I  y P s  en el 
plano coordenado polar. 
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Demostrar que el irea K de u n  tr i ingulo  cuyos vlrtices son el p o l o  y 
10s puntos P I  (r l ,  81)  y Pa (rz, Ba) es t i  dada por la f6rmula 

= % I r lrz  sen (81 -- 82) 1. 

23. Hallar el irea del tr i ingulo  cuyos virtices son el p o l o  y 10s puntos 

24. Hallar el irea del tri ingulo cuyos vertices son 10s puntos 

25. Hallar el irea de un tr i ingulo  de vlrtices dados, cuando el p o l o  es t i  
dentro del tri ingulo.  

85. Ecuaci6n de la  recta en coordenadas polares. Si h a  recta 
pasa por el polo , su ecuaci6n polar es , evidentemente , de la forma 

en donde k es una constante que representa el hngulo polar de cual- 
quier punto de la recta. Para una recta particular, k puede tener un 
ndmero infinilo de valores. Por esto, convenimos en restringir k a 
valores no negativos menores de 180". 

Consideremos ahora el caso en que la recta no pasa por el polo. 
Sea I (fig. 119) la recta. Desde el polo tracemos la normal ON a I ,  
y sea, ( p ,  o) el par principal de 
coordenadas polares de N , de ma- 2 
nera que p sea positivo y que 10s 
valores de o est6n dados por 

0° 5 o < 360' ( 2 )  

Siguiendo el procedimiento usual 
de los problemas de lugares geom6- 
tricos , sea P (r , 0) un punto cual- 
quiera de la recta I. Entonces, del 
trihngulo recthngulo OPN, tenemos 0 

+A 

T C O S ( @ - W ) = ~ ,  ( 3 )  Fig .  119 

que es la ecuaci6n polar de la recta I .  Evidentemente , por el signifi- 
cado de las cantidades p y o y el interval0 de variaci6n (2) para o , 
la ecuaci6n ( 3 )  es la ecuaci6n polar equivalente a la ecuaci6n norma.1 
de la recta en coordenadas rectangulares, 
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dada en el teorema 7 del Articulo 31. El lector debe verificar esto 
transformando la ecuaci6n ( 4 )  en la ecuaci6n (3 ) .  (V6ase el ejerci- 
cio 20 del grupo 37,  Art.  131. ) 

La consideraci6n de 10s casos en que la rect,a 2 pasa por el polo, es 
perpendicular a1 eje polar, o es paralela a dicho eje , conduce a formas 
especiales de la ecuaci6n (3)  que son frecuentemente  tiles . Estos 
resultados , combinados con 10s anteriores , estbn expresados en el si- 
guiente 

TEOREMA 4 . .  S i  (p , 0 )  es el par principal de coordenadas polares 
del pie de la perpendicular trazada desde el polo a cualquier recta en  el 
plano coordenado polar, la ecuacidn polar de la recta es 

r cos  (0  - o )  = p .  

S i  la recta pasa por el polo, su  ec-uacidn es de la jorma 

siendo 1; una  constante que puede restringirse a valores no negatisos me- 
nores de 180' 

Si la recta cs perpendicular ai eje polar y estd a p unidades del polo, 
su ecuacio'n es de la jorma 

debiendo tomar el signo positivo o negativo segliib que la recta estd a la 
derecha o a la izquiarda del polo. 

Si la recta es parolela a1 eje polar y estd a p unidades de dl, su ecua-- 
cidn es de la jormn 

r s e n 0  = . t p ,  p > 0 ,  

debidndose tomnr el signo positivo o el negatiro segtin que la recta estd 
arriba o abajo del eje polar. 

86. Ecuacidn de una circunferencia en coordenadas polares. Sea 
C ( c ,  a,! el centro de una circunferencia cualquiera de radio a (figu- 
ra 1 2 0 ) .  Sea P ! r ,  0 )  un punto cualquiera de la circunferencia. 
Tracemos el radio PC y 10s radios vectores de P y C ,  formando asf 
el tribngulo OPC.  De este tribngulo , por la ley de 10s cosenos (ApBn- 
dice IC , 11 ) , resulta : 

a2 = r2 + c2 - 2cr cos (0  - a )  
o sea, 

r2 - 2cr cos (0 - a )  + cZ = a2 ( 1) 

que es la ecuaci6n polar de la circunferencia. 
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Los casos especiales de la ecuaci6n ( 1 ) son a veces litiles y est6n 
comprendidos en el teorema siguiente : 

TEOREMA 5 .  L a  ecuacidn polar de u n a  circunferencia de centro el 
punto (c ,  a ) ,  y radio igual a a es 

r2 - 2cr cos (8 - a )  + c2 = a 2 .  

S i  s u  centro esld en el polo, la ecuacidn polar es 

S i  la  circunjerencia pasa por el polo y su cenlrci estd sobre el eje polar, 
su ecuacicin es de la forma 

r = f 2a cos 8 , 
debidndose lomar el signo posilivo o el negativo--segzin que el centro esl6 a 
la  derecha o la izquierda del polo. 

Fig.  I20 

S i  la circunferencia pasa por el polo y su centro estd sobre el eje 
a 90°, su  ecuacidn es de la forma 

r = f 2a sen 8 ,  

debidndose lomar el signo posilivo o negativo seghn que el cenlro est4 
urriba o abajo del polo. 

E j e m p l o .  Empleando solamente coordenadas polares, hallar el centro y el 
radio de la circunferencia 

r = 3 sen 0 - 3 47 coa 0 .  (2)  

Soluc ibn.  Pongamos la ecuacidn (2) en la forrna genefa1 de la ecuaci6n de 
una circunferencia de centro (c,  a) y radio a ,  

r a  - 2 c r  cos ( 0  - a j +  c 2  = a l .  (1 
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Para ello, multipliquemos ambos miembros de la ecuaci6n (2) por  r y tras- 
pongamos tirminos.  Se obtiene: 

rZ  - r (- 3 43 cos 0 + 3 sen 8 )  = 0, 

que, teniendo en cuenta la ecuaci6n (1 ) .  podemos escribir en la forma 

r2 - 2cr (- 
Hagamos ahora 

- - -  - o a y 2; 3 = sen a. 
2 c 

La expresi6n dentro del parintesis de la ecuaci6n (3) se convierte en 

cos 0 cos a + sen 6 sen a = cos ( 0  - a ) .  
y la ecuaci6n en 

ra - 2cr cos ( 0  - a )  = 0, 

que es de la forma ( 1 ) .  Evidentemente la circunferencia pasa por el polo, ya  
que ca = a 2 .  Si etevamos a1 cuadrado ambos miembros de cada una de las ecua- 
ciones ( 4 ) ,  y sumamos, obtenemos 

de donde c = + 3 .  Para el par principal de coordenadas polares del centro, 

tomamos c = 3, valor para el cual las ecuaciones (4) dan a = *. Por  tanto.  
6 

las coordenadas del centro de la circunferencia (2) son 3, - . Tambiin .  

como c = a ,  el radio es 3. 
( '6") 

E l  estudiante debe dibujar la figura correspondiente a este ejemplo y compro- 
bar 10s resultados usando coordenadas rectangulares. 

87. Ecuacion general de las c6nicas en coordenadas polares. La 
ecuaci6n polar de una c6nica to- 
ma una forma r~articularmente 

Fig.  121 

sencilla y dtil cuando uno de 10s 
focos (fig. 121) est& en el polo 
y el eje focal coincide con el eje 
polar. Sea la recta 1 la directriz 
correspondiente del foco 0 ; esta 

A recta es perpendicular al eje po- 
lar ,  y aea D el punto de inter- 
secci6n. Designemos la distancia 

I  I ,  entre el foco y la direc- 
triz , por la cantidad positiva p . 
Sea P(r, 8) un punto cualquiera 
de la c6nica Desde P tracemos 
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las perpendiculares PB y PC a1 eje polar y a la directriz, respecti- 
vamente . 

Para deducir la ecuaci6n polar de la cdnica, emplearemos la defini- 
ci6n general dada en el Articulo 75.  Segiin ella el punto P debe 
satisfacer la condici6n geom6t,rica 

en donde e es la excen tricidad . Ahora bien , 
I P O I = r  

Y 
IPCI = l D B I = I D O I + ) O B ( = p + ~  C O S ~ .  

Sustituyendo estos valores en (1 )  , obtenemos 

r 
p + r cos 0 

= e ,  

de donde , 
r = eP 

1 - e cos 8 

Podemos demostrar , reciprocamente , que cualquier punto cuyas 
coordenadas satisfacen la ecuaci6n ( 2 )   ati is face la condici6n geom6- 
trica ( 1 )  y , por tanto , esth sobre el lbgar geomftrico. Segitn esto , 
la ecuaci6n (2 )  es la ecuaci6n buscada de la c6nica. 

La ecuaci6n ( 2 )  se ha deducido en el supuesto de que la directriz 
esth a la izquierda del polo. Si la directriz esth a la derecha del polo 
y a p unidades de 61, podemos demost,rar, anhlogamente , que la 
ecuaci6n de la c6nica es 

T = eP 
l + e c o s I 3 '  (3 )  

De manera semejante, si el eje focal coincide con el eje a 90' de 
manera que la directriz sea paralela a1 eje polar y a p unidades de 61 , 
podemos demostrar que la ecuaci6n de la c6nica ee de la forma 

r = eP 
1 * esen i '  

debi6ndose tomar el signo positivo o el negativo segiin que la directriz 
est6 arriba o abajo del eje polar. 

Los resultados precedentes se resumen en el siguiente 
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TEOEEMA 6 .  Sea e la excentricidad de una cdnica cuyo joco estd 
en  el polo y a p unidades de la directriz correspondiente. 

Si el eje jocal coincide con el eje polar, la  ecuacidn de la c h i c a  es de 
la  jorma 

T = eP 
I f  e c o s f 3 '  

en  donde se debe tomar el signo positivo o el negaliao segzin que la  directriz 
estd a la derecha o a la izquierda del polo. 

Si el eje jocal coincide con el eje a 90" , la  ecuacidn de la  cdnica es de 
la f- 

en  donde se debe tomar el signo positivo o el negalivo segiin que la directriz 
estd arriba o abajo del eje polar. 

NOTA. Nos  referiremos en adelante a las ecuaciones del teorema 6 como las 
ecuaciones polares ordinariar de las cdnicas. E l  estudiante debe notar,  sin em- 
bargo, que en cada caso en el polo es t i  un  foco y no el virtice de una paribola 
o el centro de una cbnica central. P o r  esto, las ecuaciones rectangulares corres- 
pondientes n o  estarin en la forma can6nica. 

Ejemplo. Identificar la c6nica cuya ecuaci6n polar es 

r = 4 
2 + cos 8 

Hallar las coordenadas polares del centro y verticee y las long4todes de 10s ejes y 
del lado recto, 

Solucibn. L a  ecuacibn ordinaria de ona c6nica tiene la unidad como primer 
t icmino del denominador. P o r  tanto ,  si dividimos numerador y denominador 

del segundo miembro de la ecua- 
1 ci6n (4) p o r  2, obtenemos la 
I forma ordinaria 

r = L 

1 + % cos 8' 

Si comparamos la ecuaci6n (5) 
con la ecuaci6n ordinaria (3 ) .  
vemos q u o  la excentricidad es 
e = % . P o r  t a n t o .  el lugar 
geomitrico de la ecuaci6n (4) es 
una elipse c o y  a posici6n en el 

Fig.  122 plano coordemdo polar es t i  :e- 
presentada en la figura 122, en 

donde la recta 1 es la directriz correspondiente a1 foco quo es t i  en el polo 0. 
De la ecuaci6n (5) tenemos quo para 8 = 0 es r = %, y para 8 = JZ es r = 4. 

P o r  tanto ,  las coordenadas dc'los virtices son V ()/a, 0) y V1(4, x )  . C o m o  el 



C O O R D E N A D A S  P O L A R E S  25 9 

cenrro C es t i  sobre el eje polar y en el p u n t o  medio de la recta que one 10s v i r -  
tices, sus coordenadas son (94, a ) .  L a  longitud del eje mayor  es la dirtancia 
entre lor virtices. o sea. 2a - '7: 

a  Da la ecuacibn (5). tenemos que para B = - es r  = 2. P o r  tanto ,  la lon- 
L 

gi tud ( ( drl  semilado recto es 2, y la longitud total  de cada lado recto es 4. 
2b' C o m o  la longitud rota1 de cada lado recto es tambi in  igual a -. tenemos que 
a 

2b2 2ba - = - = 4, de rnanera que b  = )j 4 3  y la longi tud  del eje menor es 
a $6 

EJEECICIOS. Qrupo 40 

Dibujar  una figura para cada ejercicio. 

1. De la ecuacibn (3). Art iculo  85, deducir las ecuaciones polares 

Ae una linea recta , dadas en el teorema 4. 
2. Obtener 10s resultados del ejercicio 1 transformando las ecuaciones rec- 

tangulares de las rectas paralelas a 10s ejes coordenados y a p unidades de ellos. 
3. Demostrar que las ecuaciones polares de las rectas que  son perpendicula- 

res y paralelas a1 eje polar pueden escribirse en las formas 

respectivamente, en donde p es la diatancia del polo  a la recta. 

4. Hallar la ecuacibn polar de la recta que pasa po r  el p u n t o  P 

y es perpendicular al radio vector de P. 

E n  cada uno  de 10s ejercicios 5-8, transformar la ecuacibn rectangular dada a 
la forma polar normal de la ecuaci6n (3 ) .  Arriculo 85. 

5. 3 x - 4 y + 5 = 0 .  7. 4 x - \ 3 y - 1 0 = 0 .  
6. 5x + 13y + 26 0. 8. 2x + y = 0. 

9,  Hrl lar  la ecuacibn polar de la recta.que pasa por  el p u n t o  (6. $) y 

es perpendicular a1 eje pol l r .  

10. Hallar la ecuaci6n polar de la recta que pasa por  el p u n t o  (2 \Ti, 2) 
4 

y es paralela a1 eje polar. 
11. Considerando las ireas dz ciertos t r i ingulos ,  demostrar que la  ecuacibn 

polar de la recta que pasa por  10s dos  puntos  (r l .  01) y (r,, 8,) puede escri- 
birse en la forma r l r  sen (81 - 0) + r2r sen (8 - 02) = r lra sen (6, - 01). 

12. Hallar la ecuaci6n polar de la recta que pasa po r  10s pun tos  
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13. Demostrar que la ecuacibn polar general de la circunferencia, ecua- 
ci6n (1) del Articplo 86, puede obtenerse p o t  medio de la f6rmula de la distan- 
cia entre dos puntos,  dada en el teorema 3, Articulo 84. 

14. Hallar la ecuaci6n p o l  a r de la circunfexentia de centro el p u n t o  

6 - y radio igual a 4. ( , 
16. Hallar la ecuacibn p o 1 a r de la circunferencia de centro el pun to  

(3, %) y que pasa por  el p u n t o  

16. Demostrar 10s casos especiales de la ecuacibn ( I ) ,  ~ r t i c u l o  86, dados 
en el teorema 5. 

17. Si el centro de una circunferencia que pasa por  el polo es el pun to  
(a,  a) demuistrese que su ecuacibn es r = 2a cos (6 - a). 
18. Del resultado del ejercicio 17, demuhstrese que la ecuacibn polar de 

cualquier circunferencia que pasa por  el polo puede escribirse en la forma 

r = k l  cos 6 + k z  sen 6, 

en donde k l  y k a  son constantes. 
19. Transformando la ecuaci6n polar del ejercicio 18 a su forma rectangu- 

lar, determinar el significado de las constantes k l  y k z .  Demostrar,  tambien, 
que si a es el radio de la circunferencia se verifica que k l a  + k z 2  = 4az.  

E n  cada uno  de 10s ejercicios 20-23, hallar el radio y las coordenadas polares 
del centro de la circunferencia a partir  de su ecuacibn polar dada. Comprobar  
10s resultados empleando coordenadas rectangulares. 

20. r = 4 cos 6. 

21. r = 2  c o s 6 + 2 ~ ~ s e n 0 .  
22. r a  - 2 47 r cos 0 - 2 47  r sen 6 - 5 = 0. 
23. ra  + r cos 6 - 47 r sen 6 - 3 = 0. 

E n  cada uno  de 10s ejercicios 24 y 25, transformar la ecuaci6n rectangular 
dada de la circunferencia a la forma polar general representada po r  la ecuacion 
(1) del Articulo 86. o uno de sus casos especiales. E n  cada caso, hallar el 
radio y las coordenadas polares del centro. 

26. Deducir la ecuaci6n r = e p  del teorema 6, Articulo 87. 
1 + e cos 6 

27. Deducir las ecuaciones r 5 e p  del teorema 6 ,  Articulo 87. 
1 * e  sen 6 

28. Demostrar que las ecaaciones (2) y (3) del Articulo 87 pueden redu- 
6 6 cirse a las formas r = csc" y r = = seca - respectivamente, en el caso 

2 2 2 2 ' 
d e  una paribola.  

29. Demostrar quo en cada una de las c6nicas del teorema 6 ,  Ar t iculo  87, la 
longi tud  de un lado recto es igual a 2 e p .  

E n  cada uno  de 10s ejercicios 30-32, identificar la cdnica cuya ecuacibn polar 
se da. Para una paribola,  hil lense las coordenadas polares del virtice y la lon- 
gitud del lado recto. Para una c6nica central, hillense las coordenadas polares 



C O O R D E N A D A S  POLARES 2 6  1 

del centro y 10s virtlces, y las longitudes de 10s ejes y cada lado recto. Hallar 
tambi in  la ecuaci6n rectangular de cada c6nica. - 

30. r = 5 6 31. r = 32. r = 3 
2 - 2 cos 8' 3 + sen 8 2 + 4 cos 8' 

33. Si la c6nica r = e p  represent; una paribola,  hillense las coor- 
1 - e cos 8 

denadas polares de su virtice y la ecuaci6n polar de su directriz. 

34. Si la c6nica r = e p  representa una elipse, demuistrese que la 
1 + e cos 8 

longitud de so  eje menor es 
2 ep 

d m .  
35. Si la c6nica r = e p  representa una hipicbola,  demuistrese qne 

1 - e sen 8 
la longitud de su eje transverso es 2. 

eP - 1 

88. Problemas relativos a lugares geomCtricos en coordenadas po- 
lares. En  coordenadas rectangulares vimos que la soluci6n de un 
problema de lugar geomktrico se facilitaba a veces colocando la figura 
en una posici6n npropiada con respecto a 10s ejes coordenados. Anti- 
logamente , en coordenadadas polares , la soluci6n puede efectuarse 
muchas veces con mayor simplicidad si se eligen apropiadamente el 
polo y el eje polar. Ilustraremos el procedimiento con varios ejemplos. 

Ejemplo 1. Sean 0 y B 10s extremos de un di imetro  f i j o  de una circunfe- 
rencia dada de radio a.  Sea t la tangente en B. Desde 0 tracemos una secrnte 
cualquiera s que corte a l a  circunferencia y 
a t en 10s puntos  C y D ,  respectivamente. t 
Hallar la ecuaci6n polar del lugar geomi- 
trico de un  p u n t  o P sobre s tal que  
I 1 = I I para cada posici6n de s a 
medida que gira en torno de 0 .  

Solucibn. Sin que e l  razonamiento 
pierda generalidad, podemos tomar el pun-  
to  0 como polo y hacer que el d i ime t ro  
f i j o  esti sobre el eje polar, tal como apace- 0 
ce en la figura 123. Como P es un pun to  
cualquiera del lugar geomitrico, le asigna- 
remos las coordenadas generales (r. 8 ) .  de 
manera que ( 5 ( = r y el i n g a l o  POB-8. 
Entonces, para toda posici6n de s ,  debe- 
mor  tener 

= IOP(-ICDJ=IODI-IOCI. ( I )  
Del t r i ingulo  rectingulo O D B ,  tenemos 

( OD I = ( OB ( sec B = 2a sec U. 

I 

Fig. 125 

Tracemor el segment0 CB. E l  ingu lo  O C B  er un  ingu lo  recto ya que estd in t -  
cri to en un  rernic i rc~lo .  P o r  tanto,  

I OC I - 1 08 1 c o s ~  = ~a cor B. 
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Susti tuyendo en ( I )  estos valores de I ( y I 1. obtenemos 

r = 2a (sec 0 - cos 0) , 
la cual se reduce a 

r = 2a tg  0 sen 0, 

que es la ecuaci6n polar bnscada. La  curva se llama cisoide. 
E j e m p l o  2. Desde un pun to  f i j o  0 de una circunferencia dada, de radio a. 

se traza una cuerda cualquiera OB.  Se prolonga la cuerda hasta el pun to  P de  
tal manera que la distancia ( BP ( sea siempre una constante igual a k .  Hallar 
la ecuacion polar del lugar geomitrico descrito por P a medida quo la cuerda 
prolongada gira en torno de 0. 

Soluci&n. Sin perder generalidad, podemos tomar el pun to  f i j o  0 como 
polo y el d i imetro  O C  prolongado como cje polar (f ig.  124). Como 1' es un 

Fig .  124 

pun to  cualquiera del lugar geomttrico le asignaremos las coordenadas generales 

( r .  0 ) .  de manera que 1 a ( = r y el i ngu lo  P O C  = 0. SegGn el problems, 
para toda posicibn del segment0 O P  debemos tenor 

r = I ~ I - ) ~ I + ~ ~ ~ - I ~ ) + k .  (2) 

La  ecuaci6n de la circnnferencia dada de radio a es r = 2a cos 0. segun el 
teorema 5 del Articulo 86. P o r  tanto ,  para toda posicion de O P .  se verifica 

( OB I = Za cos 0. 

Susti tuyendo este valor en la ecuaci6n ( 2 ) .  tenernos 

que es la ecuaci6n polar buscada. La  curva se llama caru:ol de Pascal. 
Hay tres casos po r  considerar, segun que 

k < 2a. 
k = 2a, 

Y k > 2a. 

El caso k < 2n es t i  representado en la f igura 124. 
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EJEECICIOS. Gtupo 41 

E n  10s siguientes ejercicios, despuis de obtener la ecuaci6n polar del lugar  
geomitrico, tracese la curva por  10s mitodos explicados en el Ar t iculo  82. 

1. Hallar la ecuacion polar del lugar geornitrico de un pun to  que se mueve 
de tal manera que su radio vector es siempre proporcional a su i n g u l o  polar. 

2. Hallar la ecuacion polar del lagar  geornitrico de un p u n t o  que  se mueve 
de tal manera que su  radio vector es siempre inversamenre proporcional a su 
angulo polar.  

3. Hallar la ecuaci6n polar del lugar geomitrico de un pun to  que  se mueve 
de tal rnanera que el cuadrado de su radio vector es siempre proporcional a su 
angulo polar. 

4. Hallar la ecuacibn polar del lugar geometrico de un p u n t o  que se rnueve 
de tal manera que el logaritmo de su  radio vector, es siempre proporcional a su 
angulo polar. 

5. Hallar la ecuaci6n polar del lugar geomdtrico de un p u n t o  que se mueve 
de tal rnanera quo el cuadrado de su radio vector es siernpre invenamente propor-  
cional a su i n g u l o  polar .  

6. Empleando solamente coordenadas rectangulares, deducir la ecurci6n 
rectangular de la cisoide definida en el ejernplo 1 del Articulo 88. T6mese corno 
origen el pun to  0 y el diirnetro f i j o  a lo  largo de la parte positiva del eje X. 

Los  ejercicios 7-12 se refieren a la f igura I23 del ejemplo I del Articulo 88. 

7 .  Hallar la ecuacion polar del lugar geomitrico del pun to  P de la recta s 

si ( 1 = I PC ( para toda posici6n de s .  
8. Hallar la ecuaci6n polar del lugar geomitrico del p u n t o  P de la recta s 

si I ( - 2 1 PC 1 para toda posici6n de s. 
9. Hallar la ecuacion polar del lugar geomitrico del pun to  P de la recta s 

si I a I = 1 ( 1  para toda posicibn de s. 
16. Sea E el pie de la perpendicular trazada del pun to  C al eje polar. Ha-  

Ilar la ecuaci6n polar del lugar geomitrico del pun to  P de s si ( = ( = ! %I 
para toda posici6n de s. 

11. C o n  referencia a la f igura del ejercicio 10. hallar la  ecuaci6n polar del 

lugar geometrico del pun to  P de la recta. s si 1 ( = ! I para t o  d a  posi- 
ci6n de s. 

12. Con  referencia a la f igura del ejercicio 10, hallar la ecuaci6n polar del 

lugar geomitrico del pun to  P do la recta s si I @ I = I EB ( para todas las po- 
siciones de s. 

13. Un pun to  P se rnueve de tal manera quo el producto de sus distancias a 
10s dos puntos  fi jos F ( a .  0") y F 1 ( a ,  x )  es siempre igual a la constante b2 .  
Dernostrar quo la ecuacion polar del lugar geomltrico de P es 

Los lugares geomitricos se llarnan oualos de Cassini. 
14. Traza r  la grafica de la ecuaci6n de 10s 6valos de Cassini (ejercicio 13) 

cuando b  = a .  Demostrar quo en este caso el lugar geomitrico es una lernnis- 
cata. (Vease el ejemplo 2 dcl Articulo 82.) 
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15. Traza r  la grifica del caracol representado por  la ecuacibn (3) del ejem- 
p lo  2 del Ar t iculo  88, cuando k = 2a. Demostrar que en este caso el lugar geo- 
mftrico es una cardioide. (Viase el ejemplo I del Ar t .  82.) 

16. T r a z a r  la grifica del caracol representada p o r  la ecuacion (3) del ejem- 
p l o  2 del Articulo 88, cuando k > 2a. 

17. Hallar la ecuaci6n polar del caracol d e i  ejemplo 2 del Articulo 88, - .  

cuando la circunferencia dada tiene su centro en el p u n t o  

la grifica correspondiente. 

Los  ejercicios 18-20 se refieren a la f igura 124 del ejemplo 2 del Ar t iculo  88. 

18. Hallar la ecuaci6n polar del lugar geomltrico del p u n t o  P si I * ( = I  1 
para todas las posiciones de O P .  

19. Sea D el pie de la perpendicular trazada desde el pun to  B a1 eje polar. 

Hallar la ecuacibn polar del lugar geomitrico del p u n t o  P si 1 %] = I BD 1 para 
todas las posiciones de O P .  

20. Con  referencia a la f igura del ejhrcicio 19, hallar la ecuaci6n polar del 
lugar geomitrico del pun to  P si ( ( = ( ( para cualquier posicidn de O P .  

21. Una circunferencia dada rueda, sin resbalar, sobre otra circunferencia 
del mismo radio per0 de posici6n fi ja.  Hallar e identificar la ecuaci6n polar del 
lugar geomitrico descrito p o t  un  pun to  de la primera circunferencia. 

22. Sea a la distancia de un  p u n t o  f i jo  0 a una recta fija I. Se traza por  0 
una recta cualquiera I '  que corta a I en el p u n t o  B. Sobre 1' se toman dos 
puntos  P y P I  a la derecha y a la izquietda de B, respectivamente. tales 
que I BPI = I P'B ( = b, una constante, para cualquier posicibn de 1'. S i  se 
toma el pun to  0 como polo y la recta 1 perpendicular a1 eje polar y a la derecha 
de 0 ,  demuistrese que la ecuacibn polar del lugar geomitrico descrito por  
P y P 1  a medida que 1' gira en torno de 0 ,  es r = a sec 0 * b. Dicho lugar 
geomitrico se llama concoide de  Nicomedes. Tricese la curva para el caso en 
que b > a .  

23. Traza r  la concoide del ejercicio 22 cuando b = a. 
24. Traza r  la concoide del ejercicio 22 cuando b < a. 
25. E n  la construcci6n del ejercicio 22, supongamos que 10s puntos  P y P1 

re toman sobre I' de tal manera quo, para todas las posiciones de 11, sea 

siendo z la distancia de B a1 eje polar. Demostrar que la ecuacibn polar del 
lugar geomitrico descrito po r  P y P1 a medida quo I1 gira en torno de 0 es 

La curva asi obtenida se llama estrofoide. 



CAPITULO XI 

ECUACIONES PARAMETRICA S 

89. Introduction. En 10s capltulos anteriores hemos visto que si 
un lugar geometric0 tiene una representaci6n analltica , tal representa- 
ci6n puede expresarse usualmente por una dnica ecuaci6n conteniendo 
a lo mhs dos variables. En este capitulo consiileraremos la represen- 
taci6n analitica de una curva por medio de un par de ecuaciones en las 
cuales cada una de las dos variables estS expresada en funci6n de una 
tercera variable. Por ejemplo , la circunferencia 

puede representarse tambien por las dos ecuaciones 

sicndo 8 una variable independiente que puede tomar cualquier valor 
real. Es decir , si a 8 se le asigna un valor arbibrario, las ecua- 
tiones (2) determinan un par de valores de z y y que satisfacen a 
la ecuaci6n ( 1 ) .  En efecto, elevando a1 cuadrado cada una de las 
ecuaciones (2) y sumando, obtenemos 

la cual , para todos 10s valores de 8 , es identica a la ecuaci6n ( 1 ) . 
En general, si 

F (x ,  v )  = 0 (3)  

eE la ecuaci6n rectangular de una curva plana C ,  y cada una de las 
variables z y y son funci6n de una tercera variable 1, de tal manera 
que podemos escribir 

z = f ( l ) ,  2 1 = 0 ( t ) ,  (4)  

entonces, si para cualquier valor permisible de la variable indepen- 
diente 1, las ecuaciones (4)  determinan un par de valores reales de 
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z y y que satisfacen la ecuaci6n ( 3 ) ,  las ecuaciones ( 4 )  se llaman 
ecuaciones paramdtricas de la curva C ,  y la variable independiente t 
se llama pardmetro. TambiCn nos referiremos a las ecuaciones ( 4 )  
como una representaci6n paramdtrica de la curva C . Asi , las ecuacio- 
rles (2) son ecunciones parametricas o representaci6n parametrica de 
la circunferencia ( 1)  , siendo 0 el par4metl-o. 

Las ecuaciones paramitricas de un lugar geomitrico especifico no son hnicas, 
ya que el lugar geomitrico puede representarse por diferentes pares de ecuacio- 
nes. P o r  ejemplo, en el caso de la circunferencia (1 ) .  podemos tomar, arbitra- 
riamente, x = t como una ecuaci6n paramitrica y susti tuir  este valor de x en la 
ecuaci6n (1) ; la soluci6n correspondiente para y es entonces la otra ecuaci6n 
paramitrica y = * 4 1 - t 2 .  Debe notarse que, para este par de ecuaciones. 
el parametro t s610 puede tomar valores reales comprendidos dentro del inter- 
v a l ~  - 1 ( t ( 1, mientras que para el par de ecuaciones (2) el pardmetro 0 
puede tomar todos 10s valores reales. N o  hay un mitodo general para seleccionar 
un parimetro particular para un lugar geomitrico y deducir entonces las ecua- 
ciones paramitricas correspondientes. Usualmente. se toma la representaci6n 
paramitrica mis  sencilla o aquella que sea mis  uti l  y conveniente para nuestros 
prop6sitos. 

Como en nuestro estudio de un lugar geometric0 por medio de su 
ecuaci6n rectangular, hemos considerado solamente una ecusci6n y 
como miximo dos variables, el lector puede suponer , 16gicnmente, 
que el estudio de una curva serd rnucho m6s largo y complicado si 
hay que tratar con dos ecuaciones y tres variables. Veremos, sin 
embargo, que ciertas curvns se estudian mucho m4s convenientemente 
por tredio de sus ecuacioneu parametricas; de manera semejante, las 
soluciones de muchos problemaa de lugares geomCtricos se obtienen con 
mayor facilidad mediante la introducci6n de un par4metro. 

90. Obtencidn de la ecuacidn rectangular de una curva a partir de 
su representacidn parametrica. La ecuaci6n rectangular de una curva 
se obtiene a partir de su representaci6n parametria eliminando el 
parhmetro . S o  hay ningdn metodo general para efectuar esta elimina- 
ci6n ; el procedimiento a seguir depende en cada caso de la forma de 
la8 ecuaciones parametricas. Si Bstas contienen funciones trigonomb 
tricas , la ecuaci6n rectangular puede obtenerse , a veces , por me- 
dio de una de las identidades trigonometricas fundamentales (Apen- 
dice IC  , 2) ; vimos un ejemplo de esto , para la circunferencia, en el 
Articulo 89. Si ambas ecuaciones parametricas son algebraicas, su 
forma sugeriri algunas veces una operaci6n algebraica por medio de 
la cual se elimine a1 par4metro. Otras veces, si una ecuaci6n parame- 
trica es m4s complicada que la otra ,  la ecuaci6n rectangular puede 
obtenerse , frecuentemente , despejando el par4metro de la ecuaci6n 
m6s sencilla y sustituyendo su valor en 1s otra ecuaci6n. 
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E j e m p l o  1. H a l l a r  la ecuacion rectangular  d r  la curva cuyas ecuaciones 
paranli t r icas s o n  

x = 2 + 3  t g 0 ,  y = I + l s e c / ? .  (1) 

S o l u c i b n .  La presencia de tg H y sec H como t i r m i n o s  aislados en las ecua- 
ciones parami l r icas  ( I )  sugiere el empleo de la identidad t r igonomi t r ica  f u n d a -  
menta l  

1 + tg2  0 = sec2 H .  ( 2 )  

E n  efecto, s i  escribimos las ecuaciones ( I )  e n  la forma 

x - 2 -  -- 
3 

tg 0,  = sec 0 ,  
4 

elevamos despuis  al cuadrado cada una de estas ecuaciones y sus t i tu imos  10s 
resultados en la ecuacion ( 2 ) ,  obtenemos  

o sea, 

q u e  es la ecuaci6n rectangular  equivalente a las ecuaciones dadas y que  representa 
una  h i p i r b o l a .  

E j e m p l o  2. Hal la r  la ecuaci6n rectangular  de la curva cuyas ecuaciones 
parami t r icas  son  

x = too cos a. y = too sen a - % gt2 .  . (3)  

en donde  t  es el p a r i m e t r o ,  y 00.  a y g son constantes. 
S o l u c i b n .  C o m o  la pr imera  ecuaci6n es la m i s  sencilla, despejamos de ella 

el va lor  de t .  Resul ta  : 
X 

t  = -. 
0 0  cos a 

S i  sus t i tu imos  este valor  de t  en la segunda ecuacibn, ob tenemos  la ecuacion 
rectangular  

y = x  t g a -  9 x2, 
200' cos2 a 

q u e  representa una  p a r i b o l a .  

91. GrAfica de una curva a partir de su representacidn parame- 
trica. Par3 trazar una curva a, partir de su ecuaci6n rectangular, 
basta obtener Ias coordenadas de algunos puntos , asignando distintos 
vaiores a i ~ n a  de las variables y calculando luego 10s valores corres- 
pondientes de la otra variable. Podemos trazar tamhien directamente 
una curvn a, partir de P U ~  ecuaciones parametricas sin necesidad de 
pasar a su ecuaci6n rectangular. En efecto , si asignamos un va!or 
particular a1 parhmetro , las ecuaciones parametricas determinan valo- 
res correspondientes de z y y que , si son reales, representan lae 
coordenadas de un punto de la curva. 
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Ejemplo. Haciendo variar el parametro. trazar la curva cuyas ecuaciones 
paramitricas son 

x = e - sen e ,  y = 1 - cos 8. 

Hallar tambiin la ecuaci6n rectangular de la curva. 
Solucibn. El  parametro 0 ,  que aparece como un thrmino aislado en la pri-  

mera ecuacion, debe tomarse en radianes (Apindicr IC. 4 ) .  Asi,  si se le asigna 

a 0 el valor tiene el valor 0,7854 y n o  45'. Para calcular 10s valores de 
4 

x y y,  seri  conveniente, por  l o  tanto ,  asignar valores a B en funci6n de n ,  
(ver la tabla del f inal  de la p ig ina ) .  Para valores de 0 mayores de 2n radia- 

nes. y para valores negativos de 8. 
la curva repite su forma a derecha e 
izquierda. r e s p e c t i v a m e n t e ,  del 
eje Y. El lugar geomitrico (fig.  125) 
se llama cicloide. La porci6n de cur- 
va c o m p r e n d i d a  entre dos cuales- 

x quiera de 6us intersecciones sucesivas 
con el eje X se llama arco de la 

Fig .  125 cicloide. P o r  la i m p o r t a n c i a  que 
tiene esta curva,  deduciremos sus 

ecuaciones paramitricas y posteriormente (Ar t .  93) la discutiremos. 
Para obtenor la ecuaci6n rectangular de la cicloide, procedemos como sigue. 

A partir  de la segunda, y mas sencilla, de las ecuaciones paramltricas ( I ) ,  
tenemos 

cos e =  1 - y, 
de donde, 

B = arc cos (1 - y) . 

Si susti tuimos estos valores de 0 y sen 0 en la primera de las ecuaciones (1) .  
obtenemos la ecuaci6n rectangular buscada, 

x = arc cos ( I  - g)  =F d 2 g  - g a ,  (2) 

en donde se debe tomar el signo posit ivo o el negativo seg6n que  0 sea menor o 
mayor que x radiants en t l  arco com- 
prendido entre 

Si 0 = n ,  la segunda de las ecuacio- 
ner (1) muertra que y = 2. en CUYO 

car0 el radical re anula. 
E l  eatudiantc debt  trazar la ci- 

cloidc a par t i r  dc  ru ccuaci6n rcctan- 
gular (2) y comparar el trabajo con 
el dc obtcner la grifica particndo de 
Iar c c u a c  i o n c r paramitricar (1) . 
V c r i  cntonccr la8 ventajar quc, para 
c r t r  curva. ticne la rcprcrcntrci6n 
paramttrica sobre la rectangular. 

0 

0 
4 6  
x/4 
n/3 
n/2 

3 ~ / 4  
A 

5 4 4  
3n/2 
7 4 4  
2n 
- 

cos 0 ----- 

0.87 
0.71 
0.5 
0 

- 0,71 
- 1  
- 0.71 

0 
0.71 
1 

sen 0 

0 
0.5 
0.71 
0.87 
1 
0,71 
0 

- 0.71 
- 1 
-0.71 

0 

x 

1 0 0  
0.02 
0.08 
0.18 
0.57 
6 
3.14 
4.63 
5.71 
6.20 
6 . 2 8 . 0  

y 

0.13 
0.29 
0.5 
1 
1.71 
2 "  
1.71 
1 
0,29 

- 
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EJERCICIOS. Grupo 42 

E n  cada u n o  de 10s siguientes ejercicios t razar  la curva correspondiente par -  
t i endo  de sus ecuaciones parametricas dadas. Obt ingase  t a m b i i n  la ecuaci6n 
rectangular de la curva e identif iquese si es posible. Las letras a ,  b ,  c, d y p 

representan constantes diferentes de cero. 

1. x = a t ,  y = bt.  13. x = p r 2  + b ,  y = 2 t  + a .  

2. x = a sen 8,  y = a cos 8. 14. x = 3 c o s B f 2 ,  y=2sen8-3 .  

3 6. x = 2tZ.  y = ,. 18. x = a tg3 8, y = tg 8. 
1 

19. x = bt', y = bt3. 
7. x = a ( l  - t ) ,  y = bt.  

20. x = a sen3 8, y = a cosa 8. 
8. x = a sec 6'. y = b tg 6'. 

I  -t' 
9. x = 2 tg 8, y = 3 ctg 8. 

11. x = 2 ( 1 + c o s B ) ,  y -2senB.  23. x = b csc2 8 ,  y = a ctg 8. 

12. x = 4 sen 8. y = 2 csc 8. 24. x = cos 8, y = sen 8 -COS 8' 

25. x = 2 sen 8 - 3 cos 6'. y = 4 sen 8 + 2 cos 8. 

26. x = a sen 8 + b cos 8. y = c sen 6' + d cos 8 ;  a d  # bc. 

27. x = a s e c B + b t g e ,  y = c s e c e + d t g e ;  a d ~ b c .  

3at  28. x = -  3ata 8 
1 + t 3 ,  y = m t 3 .  34. x = 2 cos 8 y = cos --. 

2 
35. x = tg 2t. y = tg t. 

29. x = a sen 8, y = b tg 8. 
36. x = s e n t ,  y = t g 2 t .  

30. x = sen 26'. y = cos 8. t 37. x = tg Z, y = sen t .  
31. x = cos2r .  y = sen t .  

32. x = a cos t ,  y = b cos 2 t .  38. x = sen 8, y = sen 38. 

8 33. x = sen -, y = cos 8. 
2 

92. Representacion parametrica de las cbnicas. Por simplicidad , 
supondremos que la posici6n de cada una de las c6nicas con relacibn a 
10s ejes coordenados sea tal que su ecuaci6n rectangular est6 en su 
forma can6nica. 

Sea a el Qngulo de inclinaci6n de la tangente a la partibola y2 = 4px 
en cualquier punto P(z ,  y )  , except0 el v6rtice , de la curva. Enton- 
ces , por el teorema 4 del Artfculo 57 , tenemos 
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de donde , 
y = 2 p c t g a .  

Como el valor de a depende de la posici6n del punto de contacto P I  
es una variable que podemos escoger como padmetro. Seg6n esto, 
el valor de y obtcnido puede tomarse como una de las ecuaciones 
parametricas de la parsbola. Si este valor de y es sustituido en la 
ecuaci6n y2 = 4px, hallamos z = p ctg2 a .  Por tanto , un par de 
ecuaciones parametricas de la partibola es 

en donde el padmetro a representa el Bngulo de inclinaci6n de las 
tangentes a la parBbola y" 4pz. 

Fig. 126 

En el ejemplo 2 del Artlculo 90, se di6 una repreeentaci6n para- 
mCtrica irnportante de la paribola , a saber, 

z = tv~ COP a ,  y = tvo sen a - Mgt2, (2 

en donde t es rl parlrnctro , y para la cual se encontr6 que 13 ecuacihn 
rectangular es 

y = z t g a -  z?.  2v02 cosZ a (3 

En Meclnica se demuestra que si la resistencia del aire es desprechds , 
las ecuaciones parametricas (2 )  son las ecuaciones del movimiento de 
un proyectil lanzado desde cl origen con una velocidad (constante) 
inicial vo a un Bngulo constante a con el eje X , siendo g la ucelera- 
ci6n constante debidtt a la gravedad (fig. 126). Eete problema del 
movirniento de proyectiles es un ejemplo de las ventajas de la repre- 
sentaci6n parametrica sobre la rectangular en algunos problemas flsi- 
cos. Se puede hacer un estudio completo del movimiento por medio 
de las ecuaciones parametricas ( 2 ) .  Por ejemp!~, por las ecuacio- 
nes ( 2 ) )  podemos determinar la posici6n del cuerpo en cualquier 
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instante t ; esta informaci6n1 en cambio, no puede obtenerse de la 
ecuaci6n rectangular (3) la cual simplemente da la trayectoria del 
proyectil . 

Ahora obtendremos una representaci6n paramdtrica sencilla para 
una elipse. Tracemos dos circunferencias concdnt,ricas (6g. 127) que 
tengan su centro comrin en el origen y de radios a y b , siendo a > b. 
A partir del origen 0 tracemos una recta cualquiera I que forme un 
tingulo 9 con la pa rk  positiva del eje X I  y Sean A y B 10s puntos 
de intersecci6n con las circunferencias de radios a y b ,  respectiva- 
mente. Bajemos las perpendiculares AC y BD a1 eje X ,  y por B 

F i g .  127 F i g .  128 

tracemos una recta paralela a1 eje X y sea P su punto de intersecci6n 
con AC. Vamos a obtener las ecuaciones paramdtricas del lugar 
geomdtrico de P(z ,  y ) .  Como P se mueve de acuerdo con la rotaci6n 
da In recta I en torno de 0, tomaremos como partimetro el 6ngulo 9 .  
De 10s tri6ngulos rectingulos OAC y OBD , tenemos 

z = O C = O A c o s ~ = a c o s ~  

Y y = @ = m = m s e n d = b s e n 9  

Por tanto, las ecuaciones parametricas del lugar geomdtrico de P son 

z =  a c o s 9 ,  y = bsen 9 .  (4)  

E s  muy fticil eliminar el partimetro 9 de las ecuaciones (4)  y obtener 
la ecuaci6n rectangular 

Por tanto, las ecuaciones (4) son una representaci6n paramdtrica de 
la elipse (5).  El  partlmetro 9 se llama dngub excdntrico del punto P I  



2 7 2  GEOMETRIA ANALITICA PLANA 

y las circunferencias concbntricas de radios a y b se llaman , respec- 
tivnmente , circulo principal y circulo menor de la elipse. 

Una representaci6n parambtrica sencilla de la hipbrbola puede obte- 
nerse como sigue . Tracemos dos circunferencias conc6ntricas que 
tengan su centro comdn en el origen y que sus radios Sean OA = a y 
OB = b , en que a > b , como se ve en la figura 128. A partir de 0 
tracemos una recta cualquiera 1 que forlne un itngulo 0 con la p a r k  
positiva del eje X ,  y sea C el punto de intereecci6n con la circunfe- 
rencia de radio a .  En C tracemos la tangente a la circunferencia ; 
designemos por D el punto en que esta tangente corta a1 eje X .  
En B tracemos una perpendicular a1 eje X y sea E su punto de in- 
tersecci6n con 1. Por D y E tracemos rectas paralelas a 10s ejes 
Y y X , respectivarnente ; designemos por P el punto de interseccidn 
de estas rectas. Ahora vamos a obtener las ecuaciones paramktricas 
del lugar geom6trico de P ( x  , y)  , usando 0 como par6metro. De 10s 
trihngulos recthngulos OCD y OBE , tenemos 

- - 
x = OD = OC sec 0 = a sec 0 

Y y = D P = B E = O B t g 0 = b t g 8 .  

Por tanto,  las ecuaciones paran16tricas del lugar geom6trico de P son 

y la ecuaci6n rectangular puede hallarsle fficilmente y es (vdase el 
ejemplo 1 del Articulo 90) 

Por tanto,  las ecuaciones ( 6 )  son una representaci6n parnmCtrica de 
la hipbrbola ( 7 ) .  El par6metro 0 se llama dngulo excCntrico del 
punto P ,  y el circulo de radio a se llama circztlo auxiliar de la 
hipbrbola. 

93. La cicloide. Sea P un punto cuya posi ci6n sea fija con rela- 
ci6n a una curva C. Si la curva C rueda, sin resbalar, sobre una 
curva fija C ' ,  el lugar geombtrico dcscrito por el punto P se llama 
ruleta.  

Un caso importante de ruleta es la curva llamada cicloide. Una 
cicloide es el lugar geom6trico descrito por cualquier punto fijo de 
una circunferencia que rueda, sin resbalar, sobre una recta fija. 
Deduciremos las ecuaciones parametricas de la cicloide tomando la 
recta fija como eje X y una de las posiciolles del punto m6vil sobre 
el eje X como origen. Sea P ( x ,  y)  un punto cualquiera del lugar 
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geom6tric0, a el radio y C el centro de la circunferencia que rueda , 
como se indica en la figura 129. Tomaremos como parhmetro el Bngu- 
lo 0 que gira la circunferencia a1 rodar partiendo de su posici6n inicial 
en el origen . Sean A y B , respectivamente , 10s pies de las perpen- 
diculares bajadas de P y C a1 eje X .  Tracemos P D  perpendicular 

Fig. 129 

a BC. Como la circunferencia rueda , sin resbalar , desde 0 hnsta B , 
tenemos - 

OR = arco PB. 
Si 4 se mide en mdianes , tenemos (Apendice IC , 4 )  

arco PB = a @ .  

Por tanto,  dc la figura 129, 
-- - -- 

z = O A = O B - - A B = a O - P D = a B - a s e n 0 ,  
- - - -  

y =  A P =  B D =  B C - D C = a - a c o s 0 ,  

de manera que 12s ecuaciones paramktricas de la cicloide son 

x=a(O-sene), y = a ( l - c o s f ? ) .  ( 1 )  

Por el m6todo empleado en el ejemplo del Articulo 91 ,  podemos 
demostrar que la ecuacidn rectangular de la cicloide (1) es 

z = a arc cos '3 V' 2ay - y 2 ,  a ( 2 )  

en donde debe tomarse el signo positivo o el negativo seglin q u e  0 
sea menor o mayor que n: radianes ea el arco comprendido entre 
~ = O Y O = ~ K .  

El  punto medio H de cusllquier arco de la cicloide se llama ve'rtice 
del arco. Aquella porcidn OE de la recta fija comprendida entre 10s 
puntos extremos de un arco se llama base del arco ; su longitud es , 
L.hm.nn. - 18. 
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evidentemente, igual a ?nu, que es la loagitud de la circunferencia 
generatriz. Cada extremo de un arco , tal como 0 y E , se llama 
piw o chspide. 

A la cicloide tambiin se le da a veces el nombxe de braquisrocrona o curva 
del m i s  r lp ido descenso. porque, si se invierte la curva de la figura 129, se 
puede demostrar que es el recorrido descrito por una particula que cae desde un 
punto  dado a o t ro  en el interval0 de tiempo minimo. Ademas. si se sueltan dos 
particulas simultineamente desde dos puntos cualesquiera del arco invertido de 
una cicloide, Ilecr,arin ambas a1 punto  mis bajo (el virtice) al mismo tiempo. 

La cicloide es un caso especial de la ruleta conocida con el nombre de trocoide. 
que es el lugar geometric0 descrito por un punto  de un radio fi jo de una circun- 
ferrncia que rueda, sin resbalar, sobre una recta. Si el punto generador 
P ( x ,  y) esti a una distancia b del centro del ciriulo rodante de radio a, si una 
posici6n del radio f i jo  es a lo largo del eje Y,  y si la recta fija se toma como el 
eje X, puede demostrarse que las ecuaciones paramitricas de la trocoide son 

x = a0 - b sen 0 ,  y = a - b cos 0 .  (3) 

St dice de la  trocoide qoe es una cicloide acorrada o alargada segGn que 

Para b = a ,  las ecuaciones (3) se reducen a las ecuaciones paramdtricas (1) de la 
cicloide. 

94. 
ruletas 

:loide e hipocicloide. Ahora consideremos 
que difieren de la cicloide en que la curva fija es 

dos tipos de 
una circunfe- 

Fig.  130 

rencia en vez de una recta. Estas curvas, Ilamadas epicicloide e 
hipocicloide, son importantes en el diseiio de dientes de engranajes. 
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Una epicicloide es el lugar geombtrico descrito por un punto fijo 
cualquiera de una circunferencia que rueda cxteriormente, sin resbalar, 
sobre una circunferencia fija . Deduciremos las ecuaciones paramhtri- 
cas de la epicicloide en el caso en que la circunferencia fija tenga su 
centro en el origen y una posici6n del punto que describe la curva esth 
sobre la parte positiva del eje S y sobre la circunferencia fija. Sea 
P ( z ,  y )  un punto cualquiera del lugar geomCt~ico ; sean a y b ,  res- 
pectivamente, 10s radios de las circunferencias fija y rodante, y sea 
C el centro de la circunferencia rodante o generatriz , como se ve en la 
figura 130. Tomaremos como parAinetro el Bngulo 8 que forma la recta 
de 10s centros OC con la parte positiva del eje X .  Sea A el punto 
sobre el eje X que representa la posicijn inicial del punto P que dcs- 
cribe Is curvs , y sea B el punto de tangencin de las dos circunfercn- 
cias. Desde C y P bajemos las perpendiculares CD y PE, respec- 
tivamente , a1 eje X I  y tracemos PF perpendicular a CD.  Llamemor 
4 a1 Bngulo OCP y fi a1 Bngulo PCF. Consideraremos ambos Bngu- 
10s 4 y 6 medidos en radianes . 

Como la circunferencia generatriz rueda , sin resbalar , de A a B , 
tenemos 

arco AB = arco P B  , 
o sea, 

a a n + b 
Por tanto,  + = - - 6  y 8 + 4 = 6 + - 6 = -  

b b b e .  T e n e i l l o s ,  

Por tsnt,o , 

a + b  - - cos (9  + 4J) = -. cos - 
b 6 ,  

cos B = cos (6 + 4~ - 2-) 2 c o s ( ~  2 - 1 6 + 4 1 ) 
P. sen ( e  ++)  =sen- a + b @ .  

b 
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Para las coordenadas (2, y ) del punto P , tenemos : 

z = % = ~ + ~ = 6 ~ + @ = ~ c o s 0 + ~ s e n f i  

a + b  = (a 4- b) cos 0 - b cos - 
b O 1  

de manera que las ecuaciones parametricas de la epicicloide son 

z = ( a  + b) cos 0 - b cos 
( 1  

y = ( a +  b) sen 0 - bsen - 

Cada punto de la epicicloide que est i  sobre la circunferencia fija , 
tales como A y G ,  es un pico; la porci6n de curva comprendida entre 
dos picos sucesivos se llama arco. El ndmero de picos y arcos depende 
de las magnitudes relativas de 10s radios a y b.  Sea r In razOn de 
a a b ,  de manera que a = rb. Si r es un ndmero entero, la epici- 
cloide seri , evidentemente , una curva cerrada que tiene exactamente 
r picos y r arcos ; se dice entonces que la curva es una epicicloide de r 
picos. Si r no es un ndmero entero pero es racional , el punto traza- 
dor P dar8 la vuelta en torno de la circunferencia fija dos o m8s veces 
antes de regrevar a1 punto de partida A ; en este caso , 10s arcos de la 
curvn de diferentes circuitos se cortardn. Si r es irrational , el punto 
trazador no regresa exactamente a1 punto de partida. 

Cuando a = b , de manera que r = 1 , tenemos la epicicloide de un 
pic0 o cardioide (v6ase el ejemplo 1 del Articulo 82 y el ejercicio 21 
del grupo 41,  Articulo 88) .  De las ecuaciones (1 )  se deducen las 
siguientes ecuaciones param6tricas de la cardioide : 

z = 2a cos 0 - a c o s 2 0 ,  y = 2asen 0 - a  sen 20.  ( 2 )  

Una hipocicloide es el lugar geometric0 de un punto fijo cualquiera 
de una circunferencia que rueda interiormente, sin resbalar , sobre otra 
circunferencia fija. Por un procedimiento semejante a1 empleado para 
la epicicloide, podemos demostrar que las ecuaciones parametricas de la 
hipocicloide son 
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en donde a y b pon, respectivamente, 10s radios de las circunf?ren- 
cias fija y rodante, y el parsmetro 0 es el 6ngulo que la recta de 10s 
centros OC forma con la parte positiva del eje X ,  tal como puede 
verse en la figura 131. El lector debe observar que las ecuaciones 
paratnCtricas (3 )  de la hipocicloide pueden obtenerse reemplazando 
b por - b en las ecliaciones paramdtricas (1  ) de la epicicloide . 

Fig. 131 

Sea r la raz6n de a a b , de mod0 que a = r b .  Si r es un nlimero 
ent,ero , tenemos una hipocicloide de r picos . La hipocicloide de cuatro 
picos est6 representada en la figura 131 ; esta curva se llama tambign 
astroide . Las ecuaciones parametricas de la astroide pueden simplifi- 

a 
carse de manera que tomen una forma muy simple. Asf , para b = - , 4 
las ecuaciones parametricas (3)  se convierten en 

3a u 
x = - c o s 0  +-cos30 ,  4 4 

3a a y = - s e n @ - -  
4 

sen 30. 

Si en estas ecuaciones sustituimos 10s valores de cos 30 y sen 30 dados 
por las identidades trigonomdtricas 

cos 30 = 4 cos8 0 - 3 cos 8 ,  

sen 30 = 3 sen 0 - 4 sen3 0 ,  
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obtenemos la forma simplificada de las ecuaciones parametricas de la 
astroide , 

z = a cos3 6 , y = a sen3 6 ,  ( 4 )  

Si tomamos la potencia dos tercios de ambos miembros de cada una de 
las ecuaciones ( 4 )  y sumamos , obtenemos como ecuaci6n rectangular 
de la hipncicloide de cuatro picos 

EJERCICIOS. Grupo 43 

Dibujar  una figura para cada ejercicio. 

1. De las ecuaciones paramitricas ( 2 )  del Articulo 92 ,  demostrar que el 
t iempo en el cual alcanza el proyectil su altura mixima esti  dado por  

v o  sen a t = ------. 
9 

2. Si se conocen 10s ejes mayor y menor de una elipse, hallar un  metodo 
para construir  cualquier pun to  P  de la elipse conociendo su ingu lo  excintrico.  

3. Dados el centro y el eje mayor de una elipse, hallar un  procedimiento 
para construir  el i ngu lo  excintrico de cualquier pun to  dado P de la elipse. 

4. Sean P I  y P ,  puntos  extremos de dos diimetros conjugados de un3 
elipse (viase el ejercicio 25 del g rupo  29, Art .  6 3 ) .  Demostrar que 10s ingulos  
excintricos de P I  y Pa difieren en 90' 6 270'. 

5. Obtener las ecuaciones parametricas ( 6 )  del Articulo 92 para una hiper- 
bola, empleando una construcci6n en que b > a. 

6. Sea I una recta dirigida hacia arriba,  y sean a y 0, respectivamente, 
10s i ngu los  formados por  I y las partes positivas de lo$ ejes X y Y (vet el ejer- 
.cicio 19 del g rupo  14. Ar t .  3 7 ) .  Si  1 n o  es paralela a n inguno de 10s ejes coor- 
denados y contiene a1 p u n t o  f i j o  P l ( x 1 ,  y l ) ,  puede demostrarse que (vet  el 
ejercicio 21 del grupo 14, Ar t .  37)  la ecuacion de I puede escribirse en la forma 

x - X I  - Y  - Y l .  
cos a cos B 

D e  aqui ,  demostrar que una representaci6n paramhtrica de la recta I es t i  
dada por  

x  = x l  + t cos a, y  = yl + r cos B.  

en donde el parimetro r representa la distancia variable del p u n t o  f i j o  
P l ( x l ,  ~ 1 )  a cualquier pun to  P( .K,  Y)  sobre I. 

7. Discutir  la recta cuyas ecuaciones param:tricas son 

en donde el parimetro t tiene ei significado establecido en el ejercicio 6 .  



BCUACIONES PAKAMETRICAS 2 79 

5 8. Una recta cuya pendiente es - - pasa por el punto  (2, - 1 ) .  Hallar 
12 

sus ecuaciones paramitricas en la forma dada en el ejercicio 6. 
9.  Demostrar la ecuacidn rectangular (2) de la cicloide dada en el A t -  

ticulo 93. 
1 0 .  Si 10s ejes coordenados son trasladados de tal manera que el nuevo ori-  

gen sea el virtice H de la cicloide de la figura 129 del Articulo 93, demuistrese 
que !as ecuaciones paramhtricas de la cicloide con respecto a 10s nuevos ejes estin 
dadas por 

x = a ( B - X - s e n e ) ,  y = - a ( l + c o s B ) .  

11. Trazar  la cicloide del ejercicio 10 cuando a = 2. 
12. Deducir las ecuaciones paramCtricas (3) de la trocoide dadas en el Ar-  

ticulo 93. 
1 3 .  Obtener la ecuacidn rectangular de la trocoide a partir  de las ecuaciones 

paramitricas (3) del Articulo 93. 
14. Trazar  la trocoide del ejercicio 12 cuando a = 2 y b = 3. 
1 5 .  Trazar  la epicicloide a partir  de sus ecuaciones paramitricas (1) del 

Articulo 94 cuando a = 3b. 
16. Deducir las ecuaciones paramitricas (2) de la cardioide, dadas en el 

Articulo 94, directamente a partir de una figura. 
17. Deducir las ecuaciones paramhtricas (3) de la hipocicloide, directamente 

de la figura 131. 
18. Trazar  la hipocicloide a partir  de sus ecuaciones paramitricas (3) del 

Articulo 94 cuando a = 3b. 
19. Demostrar, analiticamente, que cuando a = 2b la hipocicloide (3) del 

Articulo 94 representa un di imetro  de la circunferencia fija. 
20 .  Si un hilo enrollado alrededor de una circunferencia fija se desenrolla 

manteniindolo tirante en el plano de la circunferencia, cualquier punto  f i jo  del 
hilo traza una curva llamada euoluente de la circunferencia. Hallar las ecuacio- 
nes paramitricas de la evolvente de la circunferencia x 2  + y2 = a Z  bajo las si- 
guientes condiciones: Si P es un pun to  cualquiera del lugar geomhtrico, sea el 
punto  A (a. 0) su posicidn inicial, y para cualquiera otra posicibn, sea T 
el punto  de contact0 de la tangente PT a la circunferencia. T6mese el i ngu lo  
A O T  = 0 como parimetro.  

95. Resolucibn de problemas de lugares geometricos por el metodo 
parametrico. Para ciertos lugares geom6tricos del tip0 de curvas lla- 
madas ruletas , hallamos que su representaci6n parametrica es preferi- 
ble a su representaci6n rectangular. Para muchas curvas, sin embargo, 
la ecuaci6n rectangular es m4s deseable, pero esta ecuaci6n puede deter-- 
minarse a veces mSs convenientemente obteniendo primer0 las ecuacio- 
nes parametricas a partir de las condiciones que el lugar geometrico debe 
satisfacer. Est.0 requiere la introducci6n de un parsmetro, o posible- 
rnente de dns o m6s parsmetros , que deben eliminarse posteriormente. 
A este respecto, 10s parhmetros son incidentales en la determinaci6n de 
la ecuaci6n rectangular y por esto se llaman a veces variables auziliares . 
E l  lector debe notar que si se introducen n parsmetros, es necesario 
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tener n + 1 ecuaciones para efectuar su climinacihn y obtener la ecua- 
ci6n rectangular buscada. Si la ecuaci6n rectangular de un lugar geo- 
mbtrico se obtiene mediante la introdncci6n de uno o m6s parAmetros, 
se suele decir que la resoluci6n se ha efectuado por el mdtodo paramdtrico. 

E j e m p l o  1. Hallar  la ecuaci6n del lugar  geomi t r ico  del p u n t o  de intersec- 
ci6n de dos  rectas perpendiculares cualesquiera tangentes ambas a la elipse 

b'x' + a'ya = a' ba.  

S o l u c i o n .  Supongamos  que  el p u n t o  P ( x ,  y )  ( f ig .  132) representa u n  
p u n t o  cualquiera del lugar  geomftr ico.  C o m o  las rertas son  perpendiculares 

F i g .  132 

1 entre s i ,  podemos representar sus pendientes p o r  rn y - -, siendo la variable rn 
rn 

el parametro.  P o r  el teorema 5 del A r t i c u l o  63 las ecuaciones de las tangentes s o n  

y = rnx + d a s r n a +  ba 

Para  obtener la ecuaci6n rectangular requerida del lugar  geomi t r ico  de P, debe- 
mos  el iminar el paramet ro  rn entre estas dos  ecuaciones. P a r a  esto,  las  escribi- 
remos en las formas  

y - r n x = . t d a 1 r n 2 + b 1 ,  

E levando a1 cuadrado ambos  miembros de cada una de estas ecuaciones, y su-  
mando,  obtenemos 

ya + rna x 2  + ma ya + x' = a' ma  + b' + a 2  + h 2 m a .  
de donde  

(ma + 1)  ( x 2  + ya) = (n12 + 1) (aa + b 2 ) .  
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Como m ' +  1 1 0 ,  podemos dividir  por este factor. Esto nos da la ecaaci6n 
rectangular del lugar geomitrico, 

x a  + y2 = aa + ba,  

llamado circulo director de la elipse. 

E n  este ejemplo se ha obtenido la soluci6n introduciendo un solo 
padmetro. El ejemplo siguiente rnuestra un problema de lugar geo- 
me t r i c~  en el cual se introducen varios parhmetros. 

Ejempio 2. Una recta 1 pasa por el punto  f i jo  P I  ( -  1. - 3) y corta a la 
recta 1 1 ; 3 x + 2 y  - 6 = O ,  en el punto  A ,  y a la recta 1 2 :  y - 3 = O ,  en el 
punto  B .  Hallar la ecuaci6n del lugar geomitrico del punto  medio del segmento 
de recta A B  a medida que la recta 1 gira en torno del punto  P I .  

Solucidn. Sea P ( x ,  y)  (fig.  133) un punto cualquiera del lugar geomi- 
trico, y Sean (x', yl)  y (XI'. 3) las coordenadas de 10s puntos  A y B, respec- 
tivamente. Hemos introducido asi tres parametros, x', y' y x"; su eliminaci6n 
requiere. por lo tanto ,  cuatro relacio- 
nes. Dos  de estas relaciones pueden cb -  
tenerse partiendo del hecho de que P es .? 
el punto  medio del segmento A B ;  es- 
tas son 

- XI + x" 
d /(zr;3) 

(1) 
12 

2 ' 

Y' + 3 (2) 
= 2' 

= X 

Como el punto  A es t i  sobre la recta 11, 
tenemos una tercera relacijn escribiendo ?(-I,- 
que sus coordenadas verifican la ecua- 
ci6n de la recta: 

Fig .  133 

Como 10s puntos  A,, B y P I  son colineales, tenemos, escribiendo que las pen- 
dientes de A P 1  y B P I  son iguales, la cuarta relacibn: 

Susti tuyendo tste valor de y1 en la ecuaci6n ( 3 ) ,  tenemos 

Sustituyendo este valor de x1 en la ecuaci6n ( I ) ,  resulta 
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Si susti tuimos estos valores de x:, y1 y x" en la ecuaci6n ( 4 ) ,  obtenemos 

la cual, despuCs de simplificarla, nos da la ecuaci6n buscada 

que representa una hiperbola. E l  estudiante debe trazar la grifica correspon- 
diente de este lugar geomitrico. 

Un tip0 interesante de curvas, cuya ecuaci6n se obtienc m8s f8ciI- 
mente mediante el metodo parametrico, son ]as llamadas podarias o 
curvas pedales, definidas de la siguiente manera : si desde un punto 
fijo Q se trazan perpendiculares a las tangentes a una curva C ,  el 
lugar geomktrico de 10s pies de las perpendiculares es otra curva Ila- 
mada podaria de la curva C con respecto a1 punto Q .  

Ejemplo  3. Hallar la ecuaci6n de la podaria de una parabola con respecto 
al vertice. 

Solucidn. El  problema no pierde generalidad si tomamos la forma can6nica 
de la ecuacion de la parabola. y2 = 4px. Sea P ( x ,  y )  (fig.  134) un punto  

cualquiera del lugar geomitrico. Por  el 
Y teorema 5 del Articulo 57, la ecuaci6n de 

la tangente de pendiente m a la parabola 
y2 = 4px es 

y = m x  + E ,  m # 0. (5) 
m 

For  ser O P  perpendicular a la tangente (5). 
su ecuacidn es 

1 y = - - x .  
m (6) 

La ecuaci6n rectangular de la podaria se 
obtiene eliminando el pat imetro  m  entre 
las ecuaciones (5) y (6) . Para ello. de la 

ecuaci6n (6) se obtiene rn = - 5. valor 
Y  

que susti tuido en la ecuaci6n (5) nos da: 

' I 

Fig.  134 

Despejando y a  obtenemos la ecuaci6n rectangular buscada 

x 3  

y z  = - x p p '  

que representa una cisoide con asintota x = - p. (Viase el ejemplo 1 del Ar-  
ticulo 19 y el ejercicio 6 del grupo 41. Art .  88.) 


