
1 8 2  G E O M E T R I A  A N A L I T I C A  PLANA 

Ejemplo 1. Los virtices de una elipse tienen por  coordcnadas (- 3, 7) y 
(- 3, - 1 ) .  y la longitud de cada lado recto es 2 .  Hallar la ecuaci6n de la 
elipse, las longitudes de sus ejes mayor y menor, las coordenadas de sus focos 
y su excentricidad. 

Soluci6n. Como 10s v6rtices V  y V 1  estin sobre el eje focal y sus abscisan 
son ambas - 3, se sigue (fig. 90) que el eje 

Y focal es paralelo a1 eje Y.  P o r  tanto.  por el 
teorema 2.  la ecuaci6n de la elipse es de la 
forma 

( x - h ) l  ( ~ - k ) ; = ~ .  
b  a + aa 

E l  centro C ea el pun to  medio del eje ma- 
yor V V 1 ,  y sus coordenadas s o  n ,  por lo  
tanto. (- 3, 3 ) .  La longitud del ~ j e  ma- 
yor  V V 1  es 8, como se puede ver fdcilmente. 
P o r  tanto,  2a = 8 y a  = 4. La  longitud del 

2ba lado recto es - = 2.  Como a  = 4. se sigue 
a  

que 2b2 = 8 ,  de donde b  = 2 ,  y la longitud 
del eje menor es 4. Luego la ecuacion de la 
elipse es 

Fig.  90 

Tambi in .  ca = aa - b;  = 16 - 4 = 12. de d o n d e c = 2 6. Por  tanto.  
las coordenadas de 10s focos son F (- 3, 3 + 2 f i )  y F ' ( -  3, 3 - 2 f i )  , 

c 2 f i  f i  
y la excentricidad e = - = - 

4 
- -. 

2 

Consideremos ahora la ecuaci6n de la elipse en la forma 

( ~ - - h ) ~  + (Y -k)= = 1. 
a2 b2 ( 2 )  

Si quitamos denominadores, desarrollamos, trasponemos y ordenamos 
t6minos , obtenemos 

la cual puede escribirse en la forma 

e n  d o n d e ,  A = b 2 ,  C = a a ,  D = - 2b3h, E = - 2a2k y 
F = b2 h2 + a2 k2 - d b2. Evidentemente , 10s coeficientes A y C de- 
ben ser del mismo s i g n ~ .  
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Reciprocamente , consideremos una ecuaci6n de la forrna ( 5 )  y 
reduzcimosla a la forma ordinaria ( 2 )  completando cuadrados . Ob- 
tenernos 

Sea M = CD2 + A E 2  - 4ACF 
4A2 C2 

Si M # 0 , la ecuaci6n ( 6 )  puede 

escribirse en la forma 

que es la ecuaci6n ordinaria de la elipse. 
Como A y C deben concordar en signo, podemos suponer, sin 

perder generalidad, que son ambos positivos. Por lo tanto,  si ( 5 )  
debe representar una elipse, la ecuaci6n ( 7 )  demuestra que M debe 
ser positivo. El denominador 4A2 C 2  de M es positivo ; por tanto,  
el signo de M depende del signo de su numerador CD2+AE*-4ACF, 
a1 que designaremos por N. De acuerdo con esto , comparando las 
ecuaciones ( 6  ) y ( 7  ) , vemos que , si N > 0 , ( 5 ) representa una 
elipse ; de ( 6 )  , si N = 0 , ( 5 )  representa el punto dnico 

llamado usualmente una elipse punto, y si N < 0 ,  la ecuaci6n ( 6 )  
muestra que ( 5 )  no representa ningdn lugar geombtrico real. 

Una discusi6n semejante se aplica a la otra forma de la segunda 
ecuaci6n ordinaria de la elipse. Por tanto, tenemos el siguiente 

TEOREMA 3. Si 10s coeficientes A y C son del mismo signo, la ecuacidn 

A x 2 + C y 2 + D x + E y + F = 0  

representa una elipse de ejes paralelos a 10s coordenados, o bien un punto, 
o no representa ningzin lugar geomdtrico real. 

Ejemplo 2. La ecuaci6n de una elipse es x" 4y" 2% - 12y + 6 = 0. 
Reducir esta ecuacibn a la forma ordiuaria y determinar las coordenadas del cen- 
tro, de 10s virtices y de 10s focos; calcular las longitudes del eje mayor. del eje 
menor, de cada lado recto y la excentricidad. 

Soluci6n. Vamos a reducir la ecuacibn dada a la forma ordinaria, complc- 
tando 10s cuadrados. Resulta: 
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de donde. ( ~ + 1 ) ~ + 4 ( ~ - 3 6 ) ~ = 4 .  

de manera que la forma ordinaria es 

Las coordenadas del centro C son, evidentemente. (- 1. 3 4 ) ,  y el eje focal es 
paralelo a1 eje X. Como a' = 4.  a = 2 ,  y las coordenadas de 10s vertices V y V '  

Fig .  91 

son (- 1 + 2, y5) y (- 1 - 2, s), o sea. (1, %) y (- 3, 3 6 ) .  respectiva- - 
mente. Como c2 = a' - ba, resulta. c = d 4  - 1 a 4 5 ,  y las coordenadas 

de 10s focos F y F 1  son ( -  1 + dj. 34) y ( -  1 - 4 3 .  M )  . respectiva- 
mente. La longitud del eje mayor es 2a = 4, la del eje menor es. 26 = 2,  y la 

2b1 2.1 c -d3 longitud de cada lado recto es - = - = 1. La excentricidad es e = ---. 
a 2 a 2 

E l  lugar geomitrico esth representado en la figura 91. 

EJEBCICIOS. Grupo 28 

Dibujar  una figura para cada ejercicio. 

1. Deducir  y discutir la ecuacibn ordinaria 'X - h'2  + ( Y  - = 1. 
ba e a' 

2. P o r  transformaci6n de coordenadas, reducir las dos formas de la segunda 
ccuaci6n ordinaria a las dos  formas correspondientes de la primera ecuaci6n ordi -  
naria de la elipse. 

3. ~i la ecuacibn de una elipse viene dada en la forma 

demostrar que las coordenadas de sus vertices son (h + a. k). ( h  - a k )  . y 
que las coordenadas de sus focos son ( h  + c, k) , ( h  - c ,  k )  , en donde. 
c 5 d m - - .  

4. Usar la primera ecuacibn de la elipse para deducir la siguiente propiedad 
geomitrica intrinseca de la elipse: Si 0 es el centro de una elipse cuyos semiejes 
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mayor y menor son de longitudes a y b ,  respectivamente, y Q es el pie de la 
perpendicular trazada desde cualquier punto  P de la elipse a su eje focal, en- 
tonces 

5. Aplicando la propieiad intrinseca d t  la elipse. establecida en el ejer- 
cicio 4, deducir las dos formas de la segunda ecuaci6n ordinaria de la elipse. 

6. Los vertices de una elipse son 10s puntos ( I ,  1) y (7, 1) y su excentri- 
cidad es 3 6 .  Hallar la ecuaci6n de la elipse, las coordenadas de sus focos y las 
longitudes de sus ejes mayor y menor y de cada lado recto. 

7. Los focos de una elipse son 10s puntos (- 4. - 2) y (- 4, - 6 ) .  y la 
longitud de cada lado recto es 6. Hillese la ecuaci6n de la elipse y su excen- 
tricidad. 

8. Los vertices de una elipse son 10s puntos (1 ,  -6) y (9, -6)  y la lon- 
gitud de cada lado recto es $/2. Hallar la ecuacidn de la elipse, las coordenadas 
de sus focos y su excentricidad. 

9. Los focos de una elipse son 10s puntos ( 3 ,  8)  y (3, 2 ) ,  y la longitud 
de su eje menor es 8. Hallar la ecuaci6n de la elipse, las coordenadas de sus vet- 
tices y su excentricidad. 

10. E l  centro de una elipse es el punto  (- 2, - 1) y uno de sus vertices es 
el punto  (3. - 1 ) .  Si la longitud de cada lado recto es 4, hillese la ecuacidn , 

de la elipse. su excentricidad y las coordenadas de sus focos. 
11. El  centro de una elipse es el pun to  (2. - 4) y el vertice y el foco de un 

mismo lado del centro son 10s puntos (- 2, - 4) y (- 1, - 4 ) ,  respectiva- 
mente. Hallar la ecuaci6n de la elipse, su pxcentricidad, la longitud de su eje 
menor y la de cada lado recto. 

12. Discutir la ecuaci6n Ax2 + Cy? + D x  + Ey + F = 0 cuando A y C 
son ambos positivos y b = E = 0. 

Eli cada uno de 10s ejercicios 13-16, reducir la ecuacidn dada a la segunda 
forma ordinaria de la ecuaci6n de una elipse, y determinense las coordenadas del 
centro, vertices y focos, las longitudes de 10s ejes mayor y menor, y la de cada 
lado recto y la excentricidad. 

17. Resolver el ejemplo 2 del Articulo 62 trasladando 10s ejes coordenados. 
18. Resolver el ejercicio 16 por traslacidn de 10s ejes coordenados. 
19. Si el centro de una elipse no es t i  en el origen, y sus ejes son paralelos a 

10s coordenados, demuistrese que la ecuaci6n de la elipse puede estar completa- 
mente determinada siempre que se conozcan las coordenadas de cuatro de sus 
puntos.  

20. Hallar la ecuaci6n de la elipse que pasa por lor cuatro puntos (1, 3 ) ,  

( -  1, 4 ) .  (0. 3 - 9) y (- 3 .  3) y tiene sus ejes panlelos a 10s coordenados. 

21. Hallar la ecuaci6n de la familia de elipses que tienen un centro comun 
(2, 3 ) ,  un eje focal combn paralelo a1 eje X, y la misma excentricidad igual 
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a K . D i b u j a r  tres elementor de la famil ia  asignando tres valores diferentes al  
parametro.  

22. L a  ecuacion de una famil ia  de el ipsrs  es 4 x a  + 9 y 2  + a x  + by - 11 = 0. 
Hal la r  la ecuacion del elernento de la farnilia que  pasa por  10s p u n t o s  (2 ,  3 )  
Y (5. 1 ) .  

23. L a  ecuacion de una farnilia de elipses es k x 2  + 4 y 2  + 6 x  - 8y - 5 = 0. 
Hal la r  las ecuaciones de aquellos elernentos de la famil ia  que  tienen una  excen- 
tr icidad igual  a  K . 

24. Hal la r  las longi tudes  de 10s radios vectores del p u n t o  (2,  1 )  de la 
elipse 9x1  + y2 - 18x - ?y + 1 = 0. 

25. E l  p u n t o  medio de una cuerda de la elipse xa + 4ya  - 6 x  - 8y - 3 = 0 
es el p u n t o  ( 5 .  2 ) .  Hal la r  la ecuacion de la cuerda. 

26. Hallar  e  identif icar  la ecuaci6n del lugar  geomi t r ico  de u n  p u n t o  q u e  se 
mueve de tal manera que  sil distancia del eje Y es siempre igual  a1 doble de su  
distancia del p u n t o  (3. 2 ) .  

27. Desde cada p u n t o  de la circunferencia x 2  + y 2  + 4 x  + 4y - 8  = 0 ,  se 
t raza una perpendicular  al  d i i rne t ro  paralelo al  eje X. Hal la r  e  identif icar  la 
ecuacion del lugar  geomi t r ico  de 10s p u n t o s  medios de estas perpendiculares. 
T r a z a r  el lugar  geomitr ico.  

28. Desde cada p u n t o  de la c i r c u n f ~ r e n c i a  x2 + y 2  - 6 x  - 2 y  + 1 = 0. se 
t raza una perpeadicular  al d i i rne t ro  paralelo al  eje Y. Hal la r  e  identif icar  la 
ecuaci6n del lugar  geomi t r ico  de 10s p u n t o s  medios de estas perpendiculares. 
T r a z a r  el lugar  geomftr ico.  

29. L a  base de u n  t r i i n g u l o  es de longi tud  f i j a ,  s iendo sus extremos 10s 
puntos  (0, 0 )  y ( 6 ,  0 ) .  Hal la r  e  identif icar  la ecuacidn del lugar  geomitr ico 
del vir t ice opues to  q u e  se mueve de manera que  el p roducto  de las tangentes de 
10s i n g u l o s  de las bases es siempre igual  a  4 .  

30. Hallar  e  identif icar  la ecuaci6n del lugar  geomi t r ico  del centro de una  
circunferencia que  se mantiene tangente a las circunferencias x2+ys-  4y -12 = 0 
y x 2  + y1 = 1. ( D o s  soluciones.)  

63. Propiedades de la elipse. Muchas de las propiedades m4s 
importantes de la elipse esttin nsociadas con sus tangentes. Como la 
ecuacidn de una elipse es de segundo grado, sus tangentes pueden 
determinarse empleando la condici6n para la tangencia estudinda en el 
Articulo 44. El  procedimiento para la resoluci6n de problemas relati- 
vos a tangentes a la elipse es , por lo tanto, identico a1 usado para la 
circunferencia (Art. 45) y la partibola (Art. 57). Por esto , se deja 
como ejercicio el demostrar 10s teoremas 4 y 5 que enunciamos a con- 

TEOREMA 4 .  La tangente a la elipse b2 x2 + a2 y2 = a2 b2 en cual- 
quier punto PI (XI , yl) de la curva tiene por ecuacidn 

TEOREMA 5 .  Las ecuaciones de la tangentes de pendiente m a la 
elipse b2 x2 + a2 y2 = a2 b2 son 

y = mx * d a2m2 + b2.  











CAPITULO VIII 

L A  H I P E R B O L A  

64. Definiciones. Una hipirbola es el lugar geometrico de un 
punto que se mueve en un plano de tal rnanera que el valor absoluto 
de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del plano , llama- 
dos jocos, es siempre igual a una cantidad constante, positiva y 
menor que la distancia entre 10s focos. 

La definici6n de la hiperbola excluye el caso en que el punto m6vil 
se mueva sobre la recta que pasa por 10s focos a excepci6n del segmento 

Fig .  93 

comprendido entre ellos. Los focos y el punto medio de este segmento 
no pueden pertenecer a1 lugar geom6trico . 

El lector debe obsellrar la estrecha analogia que existe entre las 
definiciones de la hiperbola y elipse. La analogia entre estas dos cur- 
vas se encontrarh frecuentemente a medida que svancemos en nuestro 
estudio de la hiperbola. 

E n  el articulo siguiente veremos que la hiphbola consta de dos 
ramas diferentes , cada una de longitud infinita . En la figura 93 se ha 
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dibujado una porci6n de cada una de estaa ramas; los, focos estbn 
designados por F y F' . La recta l que pasa por 10s focos tiene varios 
nombres ; conlo para lit elipse crecmos conveniente introducir el t6r- 
mino eje focal para dc~ignur esta recta. El eje focal corta a la hip&- 
bola en dos puntos, V y V '  , llamados vdrtices. La porci6n del eje 
focal comprendido entro 10s v6rtices, el segmento V'J' , se llama 
eje transverso. El punto rnedio C del eje transverso se Hama centro . 
La recta I' que pasa por C y es perpendicular a1 eje focal I tiene 
varios nombres ; nosotras , como lo hicirnos para la elipse , considera- 
rnos conveniente introducir cl t6rmino eje normal para esta recta. E l  
eje normal I '  no corta a la hipdrbola ; sin embargo, una porci6n defi- 
nida de este eje,  el segrnento AA' en la figura 93,  que tiene C pol. 
punto medio, se llama eje conjugado. La longitud del eje conjugado 
se dar& en el siguiente articulo . El segmento que une dos puntos dife- 
rentes cualesquiera de la hiperbola se llama cuerda; estos puntos pue- 
den ser ambos de la misma rama , como para la cuerda BB' , o uno de 
una rama y el otro de la otra ,  como pars el eje trnnsverso V V ' .  En 
particular, una cuerda que pasa por un foco , tal como EE' se llama 
cuerda focal Una cuerda focal, tal como LL' , perpendicular a1 eje 
focal 1 se llama lado recto; evidentemente, por tener dos focos, la 
hiperbola tiene dos iados rectos. Una cuerda que pasa por C, tai como 
DD' , se llama didmetro.  Si P es un punto cualquiera de la hiperbola, 
10s segmentos FP y F'P que unen 10s focos con el punto P se llaman 
raclios vectores de P . 

65. Primera ecuacidn ordinaria de la hiperbola. Consideremos la 
hiperbola de centro en el origen y 

Y cuyo eje focal coincide con el cje X 
(fig. 94) .  Los focos F y F' estitn 
entonces sobre el eje X .  Como el 
centro 0 es el p u n t  o medio del 
segmento FF ' , 1 a s coordenadas 

*X de F Y F' serin ( c ,  0) Y (- c, 0)) 
respectivarnente , s i e n d o c una 
constante positiva. Sea P ( x ,  y) 
un punto cualquiera de la hip6rbo- 
la .  Entonces , por la definici6n de 

Fig. 94 la hiphrbola, el punto P debe sa- 
tisfacer la condici6n geombtrica 

siguiente , que expresa que el valor absoluto de la diferencia de las 
distancias del punto a 10s focos es una cantidad constante, 

I I R I - ~ F ' P / /  = 2 a ,  (1) 
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en donde a es una constante po~itiva y 2a < 2c. La condici6n geo- 
mCtrica ( 1 )  es equivalente a lae dos relaciones , 

La relaci6n ( 2 )  es verdadera cuando P est$ sobre la rama izquierda 
de la hip6rbola ; la relaci6n (3 )  se verifica cuando P eat& sobre la 
rama derecha . 

Por el teorema 2 , Articulo 6 ,  tenemos 

de manera que la condici6n geometrica ( 1  ) cst4 expresada analitica- 
mente por -- 

d ( z - ~ ) ~ + 1 / ' - t / ( ~ + ~ ) ' +  y2 = 2a ,  ( 4 )  

correspondiendo las ecuaciones ( 4 )  y ( 5 )  a las relacioncs ( 2 )  y ( 3 )  , 
respectivamente . 

Por el mismo procedimiento usado a1 transformar y simplificar la 
ecuaci6n ( 2 )  del Articulo 61 para la elipse, podemos demostrar que 
las ecuaciones (1) y (5) se reducen cada una a 

Por ser c  > a ,  c2 - a' es un nrimero positivo que podemos desig- 
nar por by Por tanto, sustituyendo en la ecuaci6n ( 6 )  la relaci6n 

b2 = ~2 - a2 , ( 7  
obtencmos 

b Z x 2 -  a 2 y z  = a'b?, 

que puede escribirae en la forma 

Podemos demostrar reciprocamente , que si Pl(z1 ,  y ~ )  es un punto 
cualquiera cuyas coordenadas satisfacen la ecuaci6n ( 8 )  , entonces PI  
satisface la condici6n geomCtrica ( 1 )  y , por lo tanto, est& sobre la 
hip6rbola . Luego la ecuaci6n ( 8 )  es la ecuaci6n de la hipdrbola . 

Estudiemos ahora la ecuaci6n (8) de acuerdo con el Articulo 19.  
Las intersecciones con el eje X son a y - a .  Por tanto, las coorde- 
nadas de 10s vertices V y V son (a, 0 )  y (- a ,  0 )  , respectiva- 
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mente , y la longitud del eje transveno es igual a 2 a ,  que es la cons- 
tante que interviene en la definici6n. Aunque no hay intersecciones 
con el eje Y ,  do8 puntos, A(0 ,  b) y A1(O, - b) ,  se tornan como 
extremos del eje conjugado . Por tanto , la longitud del eje conjugado 
es igual a 2b. 

La ecuaci6n (8)  muestra que la hipdrbola es simdtrica con respecto 
a ambos ejes coordenados y a1 origen . 

Despejando y de la ecuaci6n (8) , resulta : 

Por tanto, para que 10s valoies de y Sean reales, z est4 restringida a 
variar dentro de 10s intervalos z 2 a y z L - a .  De aqui que nin- 
guna porei6n del lugar geometric0 aparece en la regi6n comprendida 
entre las rectas z = a y z = - a .  

Despejando z de la ecuaci6n (8)  se obtiene 

de la cual vemos que r es real para todos 10s valores reales de y . 
Segdn esto , las ecuaciones (9)  y ( l o ) ,  juntas, con la simetrfa del 

lugar geomdtrico , muestran que la hiperbola no es una curva cerrada 
sino que consta de dos ramas diferentes, una de las cuales se extiende 
indefinidamente hacia la dereoha, arriba y abajo del eje X ,  y la otra 
se extiende indefinidamente hacia la izquierda y por arriba y abajo 
del eje X. 

La hiperbola (8 )  no tiene asfntotas verticales ni horizontales. 
En el siguiente artfculo demostraremos, sin embargo, que la curva 
tiene dos asintotas oblicuas . 

De la ecuacidn (9 )  y de la relaci6n ( 7)  , hallamos que la longitud 
2b' 

de cada lado recto es a. 
Como para la elipse , la excentricidad e de una hipdrbola e ~ t &  defi- 

C 
nida por la raz6n -. Por tanto, de (7) ,  tenemos 

a 

Como c > a ,  la excentricidad de una hipirbola es m a y o r  que la 
unidad . 
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Si el centro de la hipdrbola eat4 en el origen pero su eje focal ooin- 
cide con el eje Y ,  hllamos , anhlogamente , que la ecuacibn de la 
hiperbola es 

La diacusi6n completa de la ecuaci6n ( 12) se dejn a1 estudiante. 
Las ecuaciones ( 8) y ( 12) las llamaremos primera ecuacibn ordi- 

naria de la hipkbola. Son la8 m4e simples de esta curva Dor lo que nos 
referiremos a ellas como formas can6nicas. 

Los resultados precedentes se rer;rumen en el siguiente 

TEOREMA 1. La ecuacibn de la hipkrbola de centro en el origen , eje 
focal coincidente con el eje X , y focou los puntos (c, 0 )  y (- c, 0 ) ,  es 

S i  el eje focal coincide con el ejs Y , ,  de nurnera que las cootdenadas 
de los focos sean ( 0 ,  c) y (0 , - c) , entonces la ecuaci6n es 

Para cada hipbbola , a es la longitud del semieje transverso , b la del 
semieje conjugado, c la distancia del centro a cada loco , y a ,  b , c 
estdn ligadas por la relaci6n 

Tambidn, para cada hipdrbolu, la longitud de cada uno & sus lados 
2b2 

rectos es - , y la excentricidad e eutd dada por la relacidn 
a 

NOTA. La posici6n de unaelipse con relacion a 10s ejes coordcnados puede 
determinarse como se indic6 en la nota del teorema I del Articulo 61. Este me- 
todo no es aplicablt a la hipirbola. ya que podemos toner a > b, a < b o a = b. 
La posici6n de la hiphrbola se determina por loo signos de 10s -0eficientes de las 
variables en la forma can6nica de su ecuaci6n. La variable de coeficiente posi- 
tivo corresponde a1 eje coordenado que contiene a1 eje transverso de la hiplrbola. 

Ejemplo. Los virtices de una hipirbola son lcs p u n t o s V  (0.  3) y 
V1(O, - 3 ) .  y sus focos 10s pantoa F(0, 5)  y F 1 ( O ,  - 5 ) .  Hallar la ecua- 
cion de la hiphrbola, las longitudes de su9 ejes transverso y conjugado, su 
excentricidad y la longitud de cada lado recto. 
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Solucibn. Como 10s vkrtices y 10s focos es t in  sobre el eje Y,  el eje focal 
coincide con el eje Y. Ademls,  el pun to  medio del eje transverso es t l ,  eviden- 
temente, en el origen. P o t  tanto ,  po r  el teorema I, la ecuacion de la hipkr- 
bola es de la forma 

La dirtancia entre 10s virtices es 20 - 6, longi tud .del  eje transverso. La  
distancia entre 10s focog es 2c = 10. P o r  tanto,  a a 3 y c ,= 5. de donde 

Fig .  95 

ba = C Z  - 02  = 25 - 9 = 16, POI lo  tanto.  b = 4. y la longitud del oje conju-  
gado er 26 = 8. La ecuacion de la hipkrbola es entonces 

5 L a  excontricidad es e = -5 = - y la  l o n  g i t u d de cada lado r e  c t o e 
'? 3 '  

E l  lngar geomktrico es t l  representado en la f igura 95, en donde el eje conju-  
gad0 e s t i  indicado por  el segment0 AA' del eje X. 

EJEECICIOS. Grupo 30 

Dibu ja r  una  figura para cada ejercicio. 

1. Demoatrar que  1as ecuaciones (4) y (5) del Articnlo 65 se reducen cada 
una a la ecnacidn (6). 

2. Demoatrar que ai P I  es un pun to  cualquiera cnyas coordenadas (XI,  yl) 
aatisfacen la ecuacibn Lax' - a2 ya = a2 b 2 ,  entonces P I  es t i  sobre la hipirbola 
reprerentada p o t  esta ecuacicin. 
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3. Deducir la ecuaci6n ordinaria 2 - 2 = 1 a partir  de la definici6n dc 
as b2 

hipirbola.  
4. Desarrollar una discusi6n completa de la ecuaci6n ordinaria 

5 .  Demostrar un procedimiento para obtener, con escuadras y compis.  
puntos  de una hipirbola,  dados 10s focos y la longitud de nu eje transvcrso. 

E n  cada uno  de 10s ejercicios 6-9. para la ecuaci6n dada de la hipirbola,  h i -  
llense las coordenadas de lor virtices y focos. las longitudes de 10s ejes transverso 
y conjugado, la excentricidad y la longitod de cada lado recto. Triceae y discd- 
tare el lugar geomitrico. 

10. Los virtices de una hiperbola son 10s puntos  V(2.  0 ) .  V 1 ( -  2 .  0 ) .  
y sus focos son 10s puntos  F  ( 3 ,  0 ) .  F 1 ( -  3 .  0 ) .  Hallar su ecuaci6n y su ex- 
centricidad. 

11. E l  centro de una hipirbola es t i  en el origen, y su eje transverso esta 
sobre el eje Y. Si on foco es el pun to  ( 0 ,  5 )  y la excentricidad es igual a 3. 
hillese la ecuacion de la hipirbola y la longitud de cada lado recto. 

12. Los extremos del cje conjugado de una hiperbola son 10s puntos  ( 0 .  3 )  
y ( 0 .  - 3 ) .  y la longitud de cada lado recto es 6. Hallar la ecuacibn de la 
hipirbola y su excentricidad. 

13. Los virtices de una hipirbola son ( 0 ,  4 ) .  ( 0 ,  - 4 ) .  y su excentricidad 
es igual a 3 6 .  Hallar la ecoaci6n de la hipirbola y las coordenadar de aos focor. 

14. Una hipirbola tiene su centro en el origen y su eje transverso aobre el 
eje X. Hallar su ecuaci6n rabiendo que su excentricidad es /2 y q u e la 
curva pasa por  el p u n t o  ( 2 ,  1 ) .  

16. Una hipirbola tiene su centro en el origen y so ejc conjugado c s t i  sobre 
el eje X. La  longitud de cada lado recto es ?<, y la hipirbola pasa por el pon to  
(- 1. 2 ) .  Hallar su ecuaci6n. 
16. Hallar la ecoaci6n de la hipirbola que pasa por  10s puntos  (3 .  - 2 )  y 

(7, 6) , tiene su ccntro en el origen y el eje transverso coincide con el t je X. 

E n  cada uno  de 10s ejercicios 17-19, usando 13 definici6n de hipirbola,  hallar 
la ecuaci6n de dicha curva a partir  de 10s datos dados. Mediante o n  cambio de 
coordenadas, poner la ecuaci6n en la primera forma ordinaria. 

17. Focos (- 7, 3 )  , (- I ,  3 )  ; longitud del eje transverso = 4. 
18. ,Vir t ices  (1, 4 ) .  ( 5 ,  4 )  : longitod del lado recto = 5. b 

19. Virticea ( 3 ,  4 )  . ( 3 .  - 2 )  ; excentricidad - 2 .  

20. Demostrar qne la longitud del eje conjogado de ona hipirbola es media 
proporcional entre las longitudes de su eje transverro y su lado recto. 

21. Si  k es un ndmero cualqoiera diferente de cero, dcmostrar quc la ccaa- 
ci6n 3x2 - 3ya = k rcpresentr una familia de hiphrbolar dc cxccntricidad igaal 

a 4 2 .  
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22. Si  P I  (XI, yl) es u n  punto  cualquiera de la hipirbola b s ~ s - a 2 y ~ = a 2 b s ,  
demoatrar quo las longitudes de sus radios vectores son I ex, + a  I y 1 ex, - a  1. 

23. Hallar 1aa longitudes de 10s radios vectores del punto  (6, 5 )  de la h ip i r -  
bola 5xa - 4yS = 80. 

24. Hallar e identificar la ecuacidn del lugar geomitrico de un pun to  que se 
mueve de tal manera que su distancia del pun to  (6, 0) es siempre igual a1 doble 
de au distancia de la recta 2x - 3 - 0. 

25. La base de u n  t r i ingulo  es de longitud fi ja siendo sus puntos extremos 
(3. 0 )  y (- 3, 0) .  Hallar e identificar la ecuacion del lugar geomitrico del 
virtice opuesto si el product0 de Ias pendientes de 10s lados variables es siempre 
igual a 4. Trazar  el lugar geomitrico. 

. 66. Asintotas de la hipdrbola. Si de la forma can6nica de la 
ecuaci6n de la hiperbola 

despejamos y , obknemos 

que puede escribirse en la forma 

Frecuentemente se desea investigar lo que ocurre en una ecuaci6n 
cuando una de las variables aumenta numericamente sin llmite. (Ver 
nota 3,  Art. 18. ) Si un punto de la hiperbola (1) se mueve a lo 
largo de la curva, de manera que su abscisa z aumenta numericamente 
sin llmite , el radical del segundo miembro de (2 )  se aproxime m&s y 
m&e R la unidad , y la ecuaci6n tiende a la forma 

b b 
Como la ecuaci6n (3) represents las rectas y I -z y y = - e x ,  

a 
esto nos conduce a inferir , de la definici6n de ztqlntota (Art. 18) , quc 
la hiperbola es aslntota a estas dos rectas. Ahora demostraremos 
que esta deducci6n ee correcta . 

Sea PI (XI, yl) un punto cualquiera de la parte superior de la rama 
derecha de la hiperbola ( 1 ) , como se indica en la figura 96. La ecua- 

b 
ci6n de la recta y = - z puede escribirse en la forma 

a 
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Por el t,eorema 9 del Articu!~ 33,  la distancia d de la recta ( 4 )  a1 
punto P l  (XI ,  y l )  est& dada por 

Si multiplicamos nunierador y denominador del segundo miembro de 
(5)  por I bxl + nyll ,  obtenemos 

Pero como P I  est& sobre la hiperbola ( 1 )  , b2 z12 - a2 yi2  = as b2 , de 
manara que la ecuaci6n ( 6 )  puede escribirse en la forrna 

Si P I  se mueve hacia la derecha a lo largo de la curva y se aleja inde- 
finidamente del origen , sus coordenadas, X I  y yl , aumentan ambas 

Fig. % 

de valor sin lfmite, de manera que, por la ecuaci6n ( 7 ) ,  d decrece 
continuamente y se aproxima a cero. Se sigue , de acuerdo con esto , 
por la definici6n de asintota (Art. 18) , que la recta ( 4 )  es una asin- 
tota de la rama derecha de la hiperbola ( 1  ) . 

Si P I  eat4 sobre la parte inferior de la rama izquierda de la hip& 
bola ( 1 )  y se mueve hacia la izquierda a lo largo de la curva alej&n- 
dose indefinidamente del origen, entonces sus coordenadas xi y yl  
aumentan de valor ambas sin limite en la direcci6n negativa. La 
ecuaci6n ( 7 )  muestra entonces que d decrece continuamente y tiende 
a cero , de donde se sigue que la recta ( 4 )  es tambien una asintota de 
la rama izquierda de la hiperbola ( 1 ) .  
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Quedan dos casos por considerar que son, cuando PI ests sobre la 
parte inferior de la rama derecha y cuando est& sobre la parte superior 
de la rama jzquierda. Empleando el mismo razonamiento que en 10s 
dos phrrafos anteriores , podemos demostrar que la recta b.c + a y  = 0 
es una asintota de ambas ramas de la hipbrbola ( 1 ) . 

Estos resultados se resumen en el siguiente : 

TEOREMA 2 .  La hipdrbola b2 x2 - a2 y2 = a2 b2 , tiene por asfntotas 
las rectas bx - ay = 0 y bx + ay = 0. - @ 

NOTAS. 1. Si la ecuaci6n de una hipirhola esti  en su forma canbnica, las 
ecuaciones de sus asintotas pueden obtenerse reemplazando el t i rmino constante 
por cero y factorizando el primer miembro. Asi, para la hipirbola 9 x a  -4y1=36.  
tenemos 9 x 2  - 4ya = 0, de donde. ( 3 x  + 2 y )  ( 3 x  - Zy) = 0, y las ecuaciones 
de las asintotas son 3 x  + 2  = 0 y 3x - 2 y  = 0. 

2.  La grifica de una hiplrbola puede esbozarse muy ficilmente trazando sus 
virtices y sus asintotas. Las asintotas acthan en la grifica como lineas guia 
(ver nota 4. Art.  18). 
Ejemglo. Hallar la ecuacion oe la hiplrbola que pasa por el punto  ( 6 ,  2 )  

tiene su centro en el origen, su eje transverso esti  sobre el eje X,  y una de sus 
asintotas es la recta 2 x  - 5y = 0. 

Solucibn. Por  el teorema 2  anterior, la otra asintota es la recta 2x+5y = 0. 

Y 
Las ecuaciones de ambas asintotas 
pueden obtenerse haciendo k igual 

&-5y=0 a cero en la ecuaci6n 

( 2 x  - 5 y )  ( 2 x  + 5 y )  = I;. 

X o sea, 

4x1  - 25y2  = k. 
I 

Como la hipirbola buscada debe 
Fig.  97 pasar por el pun to  ( 6 .  2 ) ,  las 

coordenadas de este pun to  deben 
satisfacer la ecuaci6n de la hipirbola,  P o r  tanto. si hacemos x = 6  y y  = 2  en 
la hltima ecuacion, hallamos k = 44,  y la ecuaci6n de la hipirbola que se 
busca es 

4 x 2  - 25y2 = 44. 

La grhfica es la figura 97.  

67. Hiperbola equilhtera o rectangular. Consideremos la hip& 
bola especial cuyos ejes transverao y conjugado son de igual lonaitud . 
Entonces a = b ; y la ecuaci6n b2 z2 - a2 y2 = a2 bz toma la forma mris 
sencilla 

Debido a la igualdad de sus ejes , la hiperbola ( 1) se llama hipdrbola 
equildera . 
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Por el teoremtt. 2 del Articulo 66,  las asfntotas de la hipfirbola 
equilhtera (1) son las rectas x - y = 0 y z 4- y = 0. Como estas 
rectas son perpendiculares , resultn que las asintotas de una hipCrbola 
equil6tera son perpendiculares entre sf. Por esta raz6n la hip&- 
bola equilhtera se llama tambi6n hipbrbola rectangular. Es un ejercicio 
fhcil demostrar que , recfprocamente, una hiperbola rectangular es 
tambi6n equilhtera . 

Una forma particuittrmente simple y dtil de la ecuacicin de la hip&- 
bola equilstera es 

ry=  k ,  ( 2 )  

en donde k es una constante cualquiera diferente de cero . Aplicando 
10s m6todos del Articulo 18, podemos demostrar que la curva (2)  tiene 
por asintotas a 10s ejes coordenados, y que, si k es positivo la grhfica 
es como se ve en la figura 98. El estudiante debe demoatrar que si se 
giran 10s ejes coordenados un Angulo de 45', la ecuaci6n (2)  se trans- 
forma en x12 - yt2 = 2k, que es la ecuacicin de una hipQrbola equi 
16tera . 

Fig.  98 Fig .  99 

68. Hipdrbolas conjugadas Si dos hipCrbolas son taIes que el eje 
transverso de cada una es identico a1 eje conjugado de la otra, se 
llaman hipdrbolas conjugadas. Cada hiperbola es entonces la hipdrbola 
conjugada de la o t d  , y hmbi6n se dice que cada hiperbola es conju- 
gada con respecto a la ot ra, . 

Si la ecuaci6n de una hipertola es 
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entonces , de acuerdo con la definici6n , la hiperbola conjugada de ( 1 ) 
tiene por ecuaci6n 

Evidentemente, la ecuacidn (2) puede obtenerse de la ecuacidn (1) 
csmbiando simplemente el signo de uno de 10s miembros de ( 1 ) . Asi , 
si la ecuacidn de una hiperbola es 2x2 - 7ya = 1 8 ,  entonces la ecua- 
ci6n de su hiperbola conjugada es 7y2 - 2t2 = 18. 

El par de hiperbolas conjugadas (1) y (2), junto con sus asinto- 
tas ,  se han trazado en la figura 99. E s  un ejercicio sencillo de~nostrar 
que un par de hiperbolas conjugadas tienen un centro comfin, un par 
comfin de asintotas, y todos sus focos equidistan del centro . 

El estudiante debe observar el recthngulo dibujado en la figura 99. 
Un bosquejo aproximado de un par de hipCrbolas conjugadas pueden 
obtenerse fhcilmente construyendo primem este rectingulo, ya que sus 
diagonales son las asintotas. 

EJEBCICIOS. Qrupo 31 

Dibujar  una figura para cada ejercicio. 

1. Si el pun to  P I  ( X I ,  yl) esti  sobre la parte inferior de la rama derecha de 
la hipirbola b.!x2 - a a  ya = a a b 8, dernostrar que la recta bx  + ay = 0 es una 
asintota de la rama derecha. 

2. Si el pun to  Pl ( X I ,  y l )  es t i  sobre la parte superior de la rama izquierda 
de la hipirbola ba xa - aa ya = aa  bs, dernostrar que la recta bx  + ay = 0 es una  
asintota de la rama izquierda. 

3. Demostrar que la h ip i rbola  b2ya - aaxa = a2b1 tiene po r  asintotas las 
rectas by - a x  = 0 y by + a x  = 0. 

4. Hallar y trazar las ecuaciones de las asintotas de la hipirbola 

4x5 - 5ya = 7. 

5 .  Hallar 10s puntos  de intersection de la recta 2x - 9y + 12 = 0 con las 
asintotas de la hipirbola 4xa - 9ya = 11. 

6 .  Hallar la ecuacion de la hipirbola que pasa por el pun to  (3 .  - I ) ,  su 
centro es t i  en el origen, su eje transverso es t i  sobre el eje X,  y una de sus asin- 
totas es la recta 

2x + 3 dZI /  = 0. 

7. Hallar la ecuacion de la hipirbola que pasa por el pun to  (2, 3 ) .  tiene su 
cegtro en el origen, su eje transverso es t i  sobre el eje Y, y una de sus asintotas 
es la recta 2y - d x  = 0. 

8. Hallar la distancia del foco de la derecha de la hipirbola 16xa -9ya = 144 
a una cualquiera de sus dos  asintotas.  

9. Demostrar que si las aaintotas de una hiphrbola son perpendiculares entre 
s i ,  la hipirbola es equil i tera.  
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10. Discut i r  y trazar la grif ica de la ecuaci6n x y  = - 8 .  
11. Demostrar  que  la excentricidad de toda h ip i rbola  equil i tera es igua l  

a 4 3 .  
12. Demostrar  que  el producto de  las distancias de cualquier pun to  de una 

hipdrbola equil i tera a sus asintotas es una constante. 
13. Hal lar  e identificar la ecuacibn del lugar geometrico de un pun to  que  se 

mueve de tal manera que  el producto  de sus distancias a dos rectas perpendicu- 
lares es siempre igual a una constante.  

14. Hallar  la ecuacibn de la hipe'rbola equil i tera que pasa p o r  el p u n t o  
(- 1, - 5)  y tiene p o t  asintotas a 10s ejes coordenados. 
15. Demostrar  que la distancia de cualquier  p u n t o  de una h ip i t bo l a  equ i l i -  

tera a su centro es media proporcional  entre las longitudes de 10s radios vectores 
del punto .  Sugesr idn:  Viase el ejercicio 22 del g rupo  30, Ar t icu lo  65. g el 
ejercicio 11 de este grupo.  

16. Hallar  las coordenadas de 10s virtices y focos, y la excentricidad de l a  
h ip i rbola  que es conjugada a la que  tiene p o r  ecuacibn 

17. Demostrar  que dos  h ip i rbolas  conjugadas tienen las mismas asintotas.  
18. Demostrar  que  10s focos de un  par de h ip i rbolas  conjugadas es t in  sobre 

una circunferencia. 
19. Demostrar  que  si  una h ip i rbola  es equi l i te ra ,  su h ip i rbola  conjugada 

es t amb i in  eqoilatera.  
20. La excentricidad de la h ip i rbola  bQx2 - a2  y2 = a 2 b 2  es e l .  Si la ex-  

centricidad de su h ip i rbola  conjugada es es demostrar  que  el : en = b  : a .  
21. Si  las excentricidades de dos  h ip i rbolas  conjugadas son e l  y en, demos- 

t r a r  que e l2  + en' = e,aen2.  
22. Demost rar  que la distancia de a n  foco a una cualquiera de las as in to tas  

de una hipkrbola es igual a la longi tud  de su semieje conjugado.  
23. Si  a es el i u g u l o  agudo de inclinaci6n de una asintota de la h ip i t bo l a  

b 2 x P  - a2  y2 = a 2 b ) ,  demostrar  que su excentricidad es igual a sec a. 
24. Demostrar  que si  una recta es paralela a una asintota de una h ip i rbola .  

corta a la curva solamente en un  pun to .  
25. Demostrar  que el producto  de las distancias de cualquier p u n t o  de una  

h ip i rbola  a sus asintotas es constante. 

69. Segunda ecuacidn ordinaria de la  hiperbola. Si el centro de 
una hiperbola no estti en el origen, pero sus ejes son paralelos a 10s ejes 
coordenados , sus ecuaciones pueden obtenerse tal como se determinrt- 
ron ambas formas de la segunda ecuaci6n ordinaria de la elipse 
(Art. 62). Por esto, se deja a1 estudiante , como ejercicio , el demos-- 
trar el siguiente teorema : 

TEOREMA 3 .  La ecuacidn de una hipdrbola de centro el punto 
(h , k )  y eje focal paralelo a1 eje X , es de la jorma 
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S'i el eje focal es paralelo ul eje Y , szc ecua,cidn es 

Para cada hipkrbola , a es la longitud del semiqje transverso, b la 
del semieje conjugado, c la distancia del centro a cada uno de 10s jocos , 
y a , b , c estdn ligadas por la relacibn 

2b2 
T a m b i h  , para cada h ipkbola  , la longitud de cada lado recto es - , y a 
la excentricidad e estd dada por la relacidn 

Una discusi6n de la segunda forma ordinaria do la ecuaci6n de la 
hipbrbola, ansloga a la di~cusi6n que para la elipse nos condujo a1 
teorema 3 del ArtlcuIo 62, nos da el siguiente 

TEOREMA 4 .  S i  10s co~jicieittes A y C di$ercn en cl s igno ,  la 
ecuacidn 

As2 + Cy2 + DX + Ey + F = 0 

representa u n a  hipdrbola de Qes paralelos a los coordenados , o u n  par de 
rectas que se cortan . 

Ejomplo.  Discutir  el lugar geomitrico de la ecuacibn 

Solucibn. Van:os a reducir la ecuacibn (1) a la forma ordinaria comple- 
tando 10s cuadrados. Entonces. 

9 ( x a  - 6 x )  - 4 ( y 2  - 2y) = - 113 
Y 

9 ( ~ ~ - 6 ~ + 9 ) - 4 ( y 9 - 2 ~ + 1 ) =  - 1 1 3 + 8 1  - 4 ,  
de donde, 

9 ( x  - 3) '  - 4 ( y  - I ) '  - 36. 

de manera quo 1~ forma ordinaria es 

quo es la ecuaci6n de una hip4rbola cuyo centro C es el pun to  ( 3 .  1)  y cuyo eje 
focal es paralelo a1 eje Y (fig. 100) . 

Como a" 9, a = 3, y las coordenadas de 10s v i r t i c e s V y V ' son 
(3, 1 + 3 )  y (3. 1 - 3 ) ,  o sea, (3, 4) y (3, - 2 ) .  respectivamente. C o m o  - 
ca = a2 + by  c = 4 9  + 4 = 43 , y las coordenadas de 10s focos F y F' son 
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(3. 1 + d z )  y (3. 1 - d3), res~ec t ivamente .  La  longi tud  del eje trans-  
verso es 2a = 6, la del eje conjugado es 26 = 4, y la de cada lado recto es 

8 dE '60 = -. La excentricidad es e = 4- = -. 
a 3 a 3 - 

Para  obtener las ecuaciones de las asintotas,  aplicaremos el teorema 2 del 
Ar t icu lo  66, teniendo en cuenta que  el centro de la hiperbola es el p u n t o  (3, 1) 

F ig .  100 

y n o  el origen.  Si  10s ejes coordenados son trasladados de manera que  el nuevo 
origen sea el centro C (3, I ) ,  la ccuacion (2) sz reduce a la forma canonica 

de mod0  que  las e cuac ion~s  de las asintotas referidasa 10s nuevos ejes se obtienen 

Pe ro  esta ul t ima relacion a1 ser referida a 10s ejes originales S y Y,  toma la 
forma 

----- 
9 4 

( 3 )  

de donde.  

2 

de manera que  las ecuaciones de las asintotas referidas a 10s ejes originales 
X y Y son - 1 3 y - -1-3 ,o y - x s o  

3 +2 3 2 .  
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o sea, 3% + 2y - 11 = 0, y 3% - 2y - 7 = 0. 

E l  estudiante debe observar que la relaci6n (3) puede obtenerse inmediatamente 
reemplazando el t i rmino constante por cero en el segundo miembro de la ecua- 
cidn ordinaria (2 ) .  (Ver el ejercicio 13 del grupo 32, siguiente.) 

EJERCICIOS. Grupo 32 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

1. Demostrar el teorema 3 del Articulo 69. 
2. P o r  transformacibn de coordenadas, reducir las dos formas de la segun- 

da ecuaci6n ordinaria a las dos formas correspondientes de la primera ecuacion 
ordinaria de la hipirbola.  

3. Si la ecuaci6n de una hiperbola esta dada en la forma 

demuistrese que las coordenadas de sus vertices son ( h  + a, k )  . ( h  - a. k )  . 
y que las coordenadas d r  sus focos son ( h  + c, k) , ( h  - c ,  k ) ,  siendo 

c = d m .  
4. Emplear la primera ecuacibn ordinaria de la hipirbola para deducir la 

siguiente propiedad geomhtrica intrinseca de la hipfrbola:  Si el punto  0 es el 
centro de una hiperbola cuyos semiejes transverso y conjugado son de longitudes 
a y b ,  respectivamente. y Q es el pie de la perpendicular trazada desde cual- 
quier pun to  P de la hipirbola a su eje focal, se verifica que 

5. Por  medio de la propiedad iatrinseca de la hipirbola,  establecida en el 
ejercicio 4 ,  deducir ambas formas de la segunda ecuacion ordinaria de la h i -  
perbola. 

6. Los vertices de una hipirbola son 10s puntos ( -  1. 3) y (3. 3 ) ,  y su 
excentricidad es 5. Hallar la ecuaci6n de la hipirbola,  las coordenadas de sus 
focos, y las longitudes de sus ejes transverso y conjugado, y de cada lado recto. 

7. Los  vertices de una hiphrbola son 10s puntos (- 2. 2 )  y (- 2 ,  - 4 ) .  
y la longitud de su lado recto es 2. Hallar la ecuaci6n de la curva, laa coorde- 
nadas de sus focos y su excentricidad. 

8. E l  centro de una hipirbola es el pun to  (2 .  - 2 )  y uno de sus virtices 
el punto  (0, - 2 ) .  Si la longitud de su lado recto es 8 ,  hallar la ecuacion de 
la curva, la longitud de su eje conjugado y su excentricidad. 

9.  Los focos de una hiperbola son 10s puntos  (4 .  - 2) y ( 4 .  - 8 ) .  y la 
longitud de su eje transverso es 4. Hallar la ecuaci6n de la h ipi rbola ,  la longi- 
tud de su lado recto y su excentricidad. 

10. E l  centro de una hipirbola es el punto  ( 4 ,  5 )  y uno de sus focos 
es ( 8 ,  5 ) .  Si la excentricidad de la hipirbola es 2, hallar su ecuacidn y las lon- 
gitudes de sus ejes transverso y conjugado. 

11. Los virtices de una hipirbola son 10s puntos (- 3, 2 )  y (- 3, - 2 ) ,  
y la longitud de su eje conjugado es 6. Hallar la ecuaci6n de la hiphrbola, las 
coordenadas de sus focos y su excentricidad. 



12. Demostrar el teorema 4 del Ar t iculo  69. 
13. Demostrar que las ecuaciones de las asintotas de la hipbrbola 

E n  cada uno  de 10s ejercicios 14-18. reducir la ecuacion dada a la segunda 
forma ordinaria de la ecuacibn de la hipirbola y determinar las coordenadas 
del centro, vertices y focos, las longitudes de 10s ejes transverso y conjugado, 
y del lado recto, la excentricidad y las ecuaciones de las asintotas. 

19. Resolver el ejercicio 14 por  traslaci6n de loa ejes coordenados. 
20. Hallar el i ngu lo  agudo de intoraeccibn de las asintotaa do la h ip i rbola  

9x2 - y l -  36% - 2y + 4 4  - 0. 
21. Hallar la ecuacidn de la h ip i tbola  que pasa por  el punto  (4, 6 ) ,  tiene 

el eje focal paralelo a1 eje X,  y sus asintotas son laa rectas 2x + y - 3 = 0 y 
2 x - y - 1 = 0 .  

22. Hallar e identificar la ecuaci6n del lugar geomitrico de un p u n t o  que se 
mueve de tal manera quo su distancia del pun to  (3, 2) es siempre igual al tr iple 
de su distancia a la recta y + 1 = 0. 

23. Hallar e identificar la ecuaci6n del lugar geomitrico de un pun to  que xe 
mueve de tal manera que au distancia del pun to  (2. - 1) es siempre igual a1 
doble de su distancia de la recta x  + 2  = 0.  

24. La base de un tr iangulo es de longitud f i ja ,  siendo sus extremos 10s 
puntos  (0. 0) y (4. 0). Hallar e identificar la ecuaci6n del lugar geomitrico 
del vertice opuesto si u n o  de 10s ingulos  de la base es siempre igual al doble 
del o t ro .  

26. Un observador estacionado en el pun to  P oye el estarnpido de un rifle 
y el golpe de la bala sobre el objetivo en el mismo instante.  Dernostrar que el 
lugar geom6trico de P es una hipirbola.  

70. Propiedades de la hiperbola. Muchas propiedades de la hi- 
pbrbola est4n asociadas con sus tangentes. Como la ecuaci6n de una 
hiperbola es de segundo grado, sus tangentes pueden obtenerse em- 
pleando la condici6n para tangencia discutida en el Artfculo 44. Las 
demostraciones de 10s teoremas 5 y 6 ,  enunciados a continuaci6n, se 
dejan como ejercicios a1 estudiante. Debe comparar estos teoremas 
con 10s antilogos establecidos para la elipse (Art. 63, teoremas 4 y 5 )  . 

TEOREMA 5 .  La ecuacidn de la tangate a la hipbrbola 

en cualquier punto PI (XI , y~ ) de la curva es 
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TEOREMA 6 .  Las ecuaciones de las tangentes a la hiphbola 

b2 x2 - a? y? = ,2 b2 
de pendiente m son 

La hiperbola tiene una propiedad focal anhloga a la de la elipse. 
Esta propiedad est4 basada en el siguiente teorema 7 .  La demostra- 
ci6n es semejante a la del teorema anhlogo para la elipse (teorema 6 ,  
Art. 63) y , por tanto, se deja a1 estudiante como ejercicio . 

TEOREMA 7 .  La tangente a una hiphbola en cualquier punto de la 
curva es bisectriz del dngulo jormado por 10s radios vectores de ese punto. 

Para algunos de 10s teoremas que figuran en el siguiente grupo de 
ejercicios , hay teoremas an4logos sobre la elipse ; esto se hace notar 
en cada caso recomendando a1 lector que compare el teorema particular 
con su anhlogo en el grupo 29 del Articulo 63. Tambien debe obser- 
varse que si en una ecuaci6n relativa a una elipse se sustituye la can- 
tidad b2 por - b2 ,  la relaci6n anhloga se verifica entonces para la 
hiperbola. 

EJERCICIOS. Qrupo 93 

Dibujar  una figura para cada ejercicio. 

1. Demostrar el teorema 5 del Ar t iculo  70. 
2. Demostrar el teorema 6 del Articulo 70. 
3. E n  el teorema 6 del Ar t i i u lo  70, i p o r  q u i  la pendiente m es t i  restrin- 

gida a 10s valores comprendidos en el interval0 I m I > b? Interpretar el resul- 
a 

b tad0 cuando I m 1 = -. 
a 

4. Demostrar el teorema 7 del Articulo 70. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 6-8, hallar las ecuaciones de la tangente y la nor- 
mal y las longitudes de la tangente, normal,  subtangente y subnormal,  para la 
h ip i rbol r  dada, en el pun to  de contact0 indicado. 

8. Hatlar las ecuaciones de las tangentes a la hipirbola 

x' - 2y2 + 4x - 8y - 6 = 0 

que son paralelas a la recta 4x - 4y + 11 = 0. 
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9. Hallar el i ngu lo  formado por las tangentes trazadas del pun to  (3, 6 )  
a la hipirbola xa  - ya + 4x - 2y - 5 = 0. 

10. Hallar 10s valores de m para 10s cuales las rectas de la familia y = m x  -1 
son tangentes a la hipirbola 4xa - 9ya = 36. 

11. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la h ip i r -  
bola b2 ( x  - h )  a - aa  ( y  - k )  a = aaba son 

&,\? f3 
4 

b 
y - k = m ( x - h ) * d a a m * - b a .  ImI>,. (qo\igP ' 

(Ver el ejercicio 13 del g rupo  29. Ar t .  63.) 
\ 12. Se dan una hiplrbola y sus focos. Aplicando el teorema 7 del Articulo 70, 

demostrar un procedimiento para construir  la tangente y la normal en cualquier 
pun to  de la curva. 

13. Demostrar que la ecuaci6n de la normal a la h ip i rbola  bixa-aaya=aa5a 
en el p u a t o  P l ( x 1 ,  y l )  es a a y l x +  b a x l y  - a a x l y l  - b a x l y l  = 0. (Ver el 
ejercicio 14 del grupo 29, Ar t .  63.) 

14. Demostrar que la elipse 2x2 + ya = 10 y la hipirbola 4y3 - xa = 4 son 
ortogonales entre s i  en sus puntos  de intersecci6n. 

15. Demostrar que la olipse xa + 3ya = 6 y la hipirbola x2 - 3y3 = 3 tie- 
nen 10s mismos focos. Tales curvas se llaman conicas homofocales. Demostrar 
que la elipse y la hipirbola del ejercicio 14 son tambiln homofocales. 

16. Demostrar que el product0 de las distancias de 10s focos de una h ip i r -  
bola a cualquier tangente es constante e igual al  cuadrado de la longitud del 
sernieje conjugado. (Ver el ejercicio 19 del grupo 29. Ar t .  63.) 

17. Demostrar que la pendiente de una hipirbola en cualquier extremo de 
cualquiera de sus lados rectos es numlricamente igual a su excentricidad. (Ver 
el ejercicio 18 del g rupo  29, Ar t .  6'1.) 

18. Demostrar que el punto  de contacto de cualquier tangente a una h ip i r -  
bola es el pun to  medio del segment0 de t a n g e n  t e  cornprendido entre las 
asintotas.  

19. E n  un pun to  cualquiera P ,  except0 el virtice, de una hipirbola cqui-  
l i tera.  se traza una normal que corta a1 eje focal en el p ~ ~ h t o  Q. Si 0 es el 

centro de la hipfrbola,  dernuistrese que 1 I = ( I .  
20. Demostrar que el tr iangulo forrnado por una tangente cualquiera a una 

hipirbola y sus asintotas tiene un irea constante. 
21. Las tangentes en 10s virtices de una hipirbola cortan a otra tangente 

cualquiera en 10s puntos  P y Q. Demostrar que 10s puntos  P y Q y 10s focos 
de la hipirbola est6n sobre una circunferencia. 

22. S i  desde un pun to  exterior P I ,  se trazan tangentes a una h ip i rbola ,  el 
segment0 que une 10s puntos  de contacto se llama cuerda de contacto de P I  para 
esa hipirbola.  Si  P l  (XI .  y l )  es un pun to  exterior a la hipirbola 

demuistrese que la ecuaci6n de la cuerda de contacto de P I  es 

(Ver el ejercicio 21 del grupo 29, Ar t .  63.) 
23. Hallar la ecuaci6n de la cuerda de contacto del pun to  (- 2, 4) de la 

hipirbola 3x2 - Z y 2  = 3. 
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24. Demostrar que la ecuacibn del lugar geomitrico de 10s puntos  medios de 
cualquier sistema de cuerdas paralelas de pendiente m de la hipirbola 

Obsirvese que el lugar geomitrico es una linea recta que pasa po r  el centro;  su 
ecuacibn es. por  l o  tanto,  la ecuacibn de un didmefro de la hipirbola.  (Ver  el 
ejercicio 23 del grupo 29. Art .  63.) 

25. Demostrar que si un diametro de una hipirbola biseca a todas las cuer- 
das paralelas a otro d i imetro ,  el segundo di imetro  biseca a todas las cuerdas 
paralelas a1 primero. Tales diametros se llaman diametros conjugados de la 
hipirbola.  (Ver  el ejercicio 25 del grupo 29, Ar t .  63.) 

71. Primer resumen relativo a lae secciones conicas. La parhbola, 
elipse e hiperbola se llaman aeccionea cdnicas o, simplement~ , cdnicas. 
Hemos visto que si la ecuaci6n 

representa un lugar geometrico real, este debe ser una secci6n c6nica 
con uno de sus ejes paralelo (o coincidente) con uno de 10s ejes coorde- 
nados , o bien uno de 10s casos excepcionales de un punto, dos rectas 
coincidentes, dos rectas paralelas o dos rectas que se cortan. E s t o ~  
casos excepcionales se llaman tambien formas Eimite de 2as cdnicas o 
chicas degeneradas . 

En el cuadro que se da a continuaci6n, hemos indicado 10s resul- 
tados principales obtenidos hasta aqui . Por conveniencia nos referimos 
a1 eje linico de la parabola como a su eje focal. Adernhs, para que el 
cuadro quede cornpleto, hemos indicado que la parhhola tiene una 
excentricidad igual a la unidad ; esto serh establecido en el capitulo 
siguiente. Como la elipse y la hiperpola tienen cada una un centro , 
se llaman cdnicas centrales. La parhbola , no teniendo centro , sc 
llama cdnica no central. La circunferencia puede considerarse como un 
caso especial de la elipse . 

En la formaci6n del cuadro, ha sido necesario, dehido a1 tamaiio 
limitado de la pAgina, restringir algunos de 10s datos a referencias 
para otras partes del libro . El estudiante debe , por lo tanto,  repro- 
ducir la tabla completa en una hoja de papel suficientemente grande e 
incluir todos 10s datos dados en las referencias. Puede aiiadir tambi6n 
ot,ros datos, como , por ejemplo , las ecuaciones de las tangentes a las 
c6nicas. 
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CAPITULO I S  

ECUACION GENERAL DE SEGUADO GRADO 

72. Iiltroduccibn. E n  cste capftulo haremos un estudio de la 
ecuaci6n general de segundo grado , 

En particular, considerarcmos el caso en que la ecuaci6n ( 1 ) contiene 
un tdrmino en zy , es decir, el caso en que B  z 0 .  Demostraremos 
que por medio de una mtaci6n de 10s ejes coordenados siempre es posi- 
ble transformar la ecuaci6n ( 1 ) en otra de la formn 

Atzt2 + Ctyt' + Dlxt + Etyt + Ft = 0 ,  ( 2 )  

m la que uno de 10s coeficientes At y Ct  , por lo menos, es ciiferent,c 
de cero , y no nparece el tbrmino en zt yt . 

Hemos visto (Art. 71) que si la ecuaci6n (2)  representa un lugar 
geombtrico real, representa o bien una c6nicn o uno de 10s ca,ws escep - 
cionales de un punto o un par de rectas. Como la naturaleea de un 
lugar geombtrico no se altern por transformaci6n de coordenatlas, se 
sigue que , si la ecuaci6n ( 1 ) tiene lugar geomdtrico , este lugar geo- 
mbtrico debe ser tambibn o una secci6n c6nica o uno de 10s casos 
excepcionales de un punto o un par de rectas. Por lo tanto,  la ecua- 
ci6n ( 1 ) se toma, generalmente, como la definicidn anal.ltica de cdnica . 
De esto podemos inferir la existencia de una definicidn geomilrica que 
incluyn a todas las c6nicae. Veremos mbs adelante (Art. 75) que tal 
definicidn general exist.e para la par&bola., la elipse e hipdrbola. 

73. Transforrnacion de la ecuaci6n genera! por rotacion de 10s ejes 
coordenados. Apliquemos a la ecuaci6n general 

A z 2 + B x y + C y 2 + D z + E y + P = 0 ,  (1) 

en donde B z 0 ,  las ecuaciones de transformacibn por rotacidn 

x = xt cos 9 - yt sen 13 , y = xt sen B + yt cos B , 
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b.Q 
dadas en el teorerna 2 del Artfculo 5fl  'kenernos : 

A(z'cos 8 -ytsen 8) '+  B(ztcos 8 -ytsen 8 )  (dsen 8 + y t c o s 8 )  

+ C ( z t s e n 6  + ytcos8)" D(a!coe8 -ytsen 8 )  

+E(z 'senB + y t c o s 8 ) + F = 0 .  

Si desarrollarnos y agruparnos 10s t&rminos, obtenernos 

Atz" + Btd:'yt + c'$? + Dtzt + E t  + F t = O ,  (2)  

en donde, 

A t  = Acos" + + s e n  8 cos8 +CsenZ 8 ,  
B t  = 2(C - A) sen 8 cos 8 + B(cos2 8 - sen' 81, 
C '  = A sen2 8 - B sen 8 cos 8 + C cos' 8 ,  

D t =  D c o s B + E s e n B ,  
E t = 1 3 c o s 8 - D s e n 8 ,  
F 1 =  F. 

Si la ecunci6n transforrnada ( 2 )  va a carecer del t6rmino en z'yt , 
el coeficiente B t  debe anularse . Por tanto , debemos tener h 

2(C - A )  sen 8 cos 8 + B(cosZ 8 -sen2 8 )  = 0 

Por medio de las f6mulas trigonom6tricae del Bngulo doble (Ap6n- 
dice IC , 7) , esta dltima ecuaci6n puede eacribirse! en la forma 

( C - A ) s e n 2 8 + B c o s 2 8  = O .  (4 )  

Si A f C , de la ecuaci6n (4) tenemoa la relaci6n 
L 

Si A = C ,  entonces la ecuaci6n (4) se reduce a la forma 

B cos28 = 0 .  

Como B f 0 ,  por hip6tesis, se sigue (Apdndice IB , 2) que 

cos 28 = 0 .  (5)  

El Angulo de rotaci6n 8 queda restringido a1 intervalo 0' 5 6 < 90' 
(nota , teorerna 2 , Art. 51) , de rnanera que el intervalo de variaci6n 
para 28 ,,es 0" 5 28 < 180". Por tanto, de la ecuaci6n ( 5 ) ,  tenemos 
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Resumiendo : 

TEOREMA 1 .  La ecuaidn general de segundo grado 

Ax2 + Bxy+ Cya + D x  + E y +  F 0 ,  (1 )  

en donde B + 0 ,  p u e h  t rans fomrse  siempre en otra de la forma 

sin Mrmino en x'yf  , haciendo girar 10s ejes coordenados un  dngulo posi- 
tivo agudo 8 tal que 

tg 28 = - d A f C ,  A - C '  
Y 

8 = 4 5 O ,  s i A = C .  

NOTA. P o r  rnedio del teorema 1, es poaible determinar el i ngu lo  0 y por  
tanto,  10s valores de sen 0 y cos 0 para usarlos en Ias ecuaciones de transforma- 
cion por  rotation. D E  aqui  que 1as ecuaciones de transformaci6n pueden obte- 
nerre antes de hacer la sasti tuci6n en la ecuacion original. Eato nos conduce a 
redacir considerablemente la cantidad de operaciones en lor problemar del t i po  
del ejemplo 2 del Articulo 51. 

Del teorema 1 podemos deducir una conclusidn muy importante. 
El hgulo  de rotacidn 8 es de 45' , si A = C ,  o bien tal que 

tg 28 = - s i A t C  
A - C '  

Como B # 0 ,  tg 28 # O ,  y , por tanto, 8 es diferente de cero en 
todos 10s casos . De acuerdo con esto , la ecuacidn general ( 1 ) puede 
transformawe en la forma (6)  girando 10s ejes coordenados un Angulo 
diferente de cero. Pero hemos visto que, si la ecuaci6n (6)  repre- 
senta una secci6n c6nica, el eje focal es paralelo a (o coincidente con) 
uno de 10s ejes coordenados, y reciprocamente. Por tanto, si la 
ecuaci6n ( 1 ) represents una c6nica, el eje focal debe ser oblicuo con 
respecto a 10s ejes coordenados y reclpmcamente. Este resultado lo 
enunciamos en el siguiente teorema : 

TEOREMA 2 .  S i  la ecuacidn general de segundo grado , 

en donde B Z 0 ,  represents una seccibn cbnica, el eje focal es oblicuo 
con rwpecto a 10s ejes coordenados , y redprocamente . 
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74. El indicador I = B2 - 4AC. En el Articulo 73 vimos que , 
si 10s ejes coordenados giran un &ngulo 8 , la ecuaci6n general 

A z 2 + B x y + C y 2 + D z + E y + F = 0 ,  B # 0 ,  (1) 

M&s abn, si se selecciona el ingulo de rotaci6n 8 como lo especifica 
el teorema 1 del Articulo 73, la ecuaci6n (2) toma la forma 

A'sf2 + CIyf2 + D1x/ + Elyl + FI = 0 .  (4 

se transforma en la ecuaci6n 

A'zI2+ B'x'y' + C ' t 2  + Dfxl+  E'y' + F '  = 0 ,  ( 2 )  
en dontle, 

En el Articulo 71 presentamos un resumen de la naturalem del 
lugar geom6trico de la ecuaci6n (4 ) .  Por ejemplo, si A' o C' son 
iguales a cero, uno u otro, la ecuaci6n (4) representa una partibola 
cuyo eje es paralelo a (o coincidente con) uno de 10s ejes coordenados , 
o constituye uno de 10s casos excepcionales de doa rectas diferentes o 
coincidentes , paralelas a uno de 10s ejes coordenados , o n i n a n  lugar 
geom6trico. Ahora diremos, con el fin de una mayor brevedad de 
expresi6n, que la ecuaci6n (4)  representa una cdnica gdnero pardbola. 
Para 10s demfis casos se usarfin terminos semejantes a1 anterior s e d n  
las siguientes definiciones : 

DEFINICIONES. 1 .  Si Cno de 10s dos coeficientes A' o C' es 
igual a cero , la ecuaci6n (4 )  representa una c6nica gdnero pardbola, 
es decir , uno cualquiera de 10s casos especificados en el teorema 3 del 
Articulo 56. 

2 . Si A' y C ' son del mismo signo , se dice que la ecuaci6n ( 4) 
representa una c6nica del g6nero elipse, es decir, uno cualquiera de 10s 
casos especificados en el teorema 3 del Articulo 62. 

3 .  8i A' y C' son de signo contrano, se dice que la ecuaci6n (4) 
representa una c6nica del gdnero hiptbola, es decir, uno cualquiera 
de 10s ca900 especificados en el teorema 4 del Articulo 69. 

Usando las tres primeras relaciones de (3) y la identidad trigono- 
m6trica sen" + cos2 8 = 1, podemos demostrar fficilrnente que 

, 
A' = A cos2 8 + B sen 8 cos 8 + C senz 8 , 
Bf = 2(C - A) sen 8 cos 8 + B(cosz 8 - sen2 8), 
C' = A sen2 8 - B sen 8 cos 8 + C cos2 8 , 
D' = D cos 8 + E sen 8 , 
E' = E c o s 8 - D s e n 8 ,  
F' = F .  

I 

> ( 3 )  
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El lector debe notar particularmente que la relaci6n (5) es indepen- 
diente de 8 , el Bngulo ile rotaci6n. Como la cantidad B" 4AC no 
cambia de valor para ningtcna rotaci6n de 10s ejes coordenados, se 
llama invariante y se dice que es invariante por rotacidn. 

Cuando la ecuaci6n ( 1  ) es transformada en la ecuaci6n ( 4 )  , 
B f  = 0 ,  y la relaci6n ( 5 )  se reduce a 

B 2 - 4 A C =  - 4 A ' C ' .  ( 6 )  

Si uno cualquiera de 10s coeficientes At o C f  es igual a cero , la 
ecuaci6n ( 4 )  y , por tanto, la ( 1  ) , es del g6nero parhbola . En es te 
cam, la relaci6n ( 6 )  muestra que BZ - 4AC = 0 .  

Si At y C t  son del mismo signo, la ecuaci6n (4 )  y ,  en conse- 
cuencia, la ( 1) , es del g6nero elipse. En este caso, la relaci5n ( 6 )  
muestra que R2 - 4AC < 0 .  

Si At y C f  difieren en el signo, la ecuaci6n ( 4 )  y ,  en conse- 
cuencia la ( 1 )  , es del genero hiperbola. En eate caso , la relacirin ( 6 )  
muestra que B2 - 4AC > 0 .  

Como la expresi6n B2 - 4AC indicu la naturaleza del lugar geo- 
metric~ de la ecuaci6n ( 1  ) , llamaremos indicador * a este invariante . 
Denotaremos el indicador por la letra may6scula I ,  es decir , 

Los resultados precedentes se pueden resumir en el siguiente 
tsorema : 

TEOREMA 3 .  La ecuacidn general de segundo grad0, 

represents una cdnica del gknero pardbola, elipse o hipdrbola , segQn que 
el indicador , I = B2 - 4AC, sea cmo , negalivo o positive. 

Ejemplo. Determinar la naturaleza del lugar geomitrico de la ecuaci6n 

Reducir la ecuaci6n a su forma can6nica por transformaci6n de coordenadas. 
Trazar el lugar geomitrico y todos 10s sistemas de coordenadas que hayan sido 
necesarios. 

Soluci6n. Para la ecuaci6n (7). e l  indicador ea 

Como I < 0. la ecuacion (7) es del ginero elipse. 
-- 

N DEL T .  Muchos autores llaman discriminante a esta expresi6n, 
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Para suprimir el t i rmino en xy, hacemos girar 10s ejes coordenados un ingu-  
lo 9 tal que 

B 4 4 tg 28 = - - -- = 
A - C  5 - 2  3' 

De tg  28 podemos obtener cos 28 ya sea por  medio de un t r i ingulo  rectingulo o 
por  la relaci6n 

1 1 
cos 29 = - - 

2 8  - d tg2 28  + I ' 
de donde, 

cos 2 8  = 
1 3 -- 

.\I (413) a + 1 
- 5 .  

Obsirvese que por  ser 8 agudo, 28  estd en el primer0 o en el segundo cuadrantes 
en donde el coseno y la tangente de un ingu lo  son del mismo signo. De este 
valor de cos 28  podemos obtener 10s valores de sen 8 y cos 9 por  medio de las 
form3las trigonomitricas del angulo mitad (apindice IC. 8 ) .  Asi. 

sen 8 = 

cos 9 = J1 + Y 2 ,  -- - J 3  47. 

Las ecuaciones de transformacion por  rotaci6n son entoncea 

2x' - y' 
x = x' cos 8 - yt sen 8 = - 

dT ' 

Suatituyendo estos valorea de x y y en la ecuaci6n (7), obtenemos 

la curl. por  simplifirati6n, toma la forma 

La ecuaci6n (8) puede aimplificarae, bien por una traslaci6n de 10s ejes 
X 1  y Y' o completando 10s cuadrados. E l  estudiante debe verificar el resul- 
tado, quc cs la clipae (fig. 101) 
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E n  10s problemas del tip0 considerado en este articulo, la grhfica 
se construye , generalmente , a partir d.e la ecuaci6n mhs simple obte- 
nida finalmente por transformaci6n de coordenadas . Se puede hacer 
una comprobaci6n parcial de la exactitud de esta grhfica comparando 
sus intersecciones con 10s ejes originales , cuando existen dichas inter- 

Fig. 101 

secciones, con 10s valores de estas mismas intersecciones obtenidas a 
partir de la ecuaci6n original. 

El teorema 3 del Artlculo 52  establece que el orden en que se efec- 
t6en la traslaci6n y la rotacidn no tiene importancia. Fu6 anotado , 
sin embargo, en la nota 2  de este teorerna que , si 10s t6rminos de 
segundo grado forman un cuadrado perfecto, se debe hacer la rotaci6n 
de los ejes antes de la traslaci6n. En seguida demostraremos la 
raz6n de esto . Si reemplazamos x  y y  en la ecuaci6n general ( 1 ) por 
sus valores dados en las ecusciones de transformaci6n para traslaci6n 

x = x l + h ,  y = y l + k ,  
obtenemos 

A ( x ' +  + I 2 +  B ( x l +  h ) ( y l +  k )  + C ( v f  + k ) 2 +  D ( x l +  h )  
+ E ( y f + k ) + F = O ,  

la cual , por desarrollo y agrupaci6n de terminos , toma la forma 

A d 2  + B x f y f  + C y f 2  + (2Ah + Bk + D )  xf + ( B h  + 2Ck + E ) y f  
+ ( A h 2 + B h k + C k 2 + D h + E k + F ) = 0 .  ( 9 )  

Para eliminar 10s terminos de primer grado de la ecuaci6n ( 9 )  basta 
determinar 10s valores de h  y k  que satisfacen a las ecuaciones 
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Este sistema tiene una soluci6n tinica para h y k , dada por la regla de 
Cramer (Ap6ndice IB ,  6 ) ,  solamente si el determinante del sistema 

Por tanto , si la ecuaci6n ( 1 ) es del genero paribola , en donde 

no podemos eliminar 10s tbrmioos de primer grado comenzando por una 
traslaci6n . En  general , por lo tanto , simplificaremos la ecuaci6n ( 1 ) 
girando primem 10s ejes . 

EJEEOICIOS. Grupo  34 

Los ejercicios 1-5 se refieren a las ecuaciones (1) y ( 2 )  del Articulo 74. 

1. Demostrar que la cantidad Ba - 4AC es invariante por  rotaci6n. de- 
mostrando que B19 - 4A'C1 = BZ - 4 A C .  (Relaci6n [5]. Art .  74.) 

2. Demostrar que la cantidad A + C es invariante por  rotacibn, haciendo 
ver que A1 + C 1  = A + C .  Sugortidn. Usense la primera y tercera relaciones 
de ( 3 ) .  Ar t .  74. 

3. Si  B # 0 pero uno  cualquiera de 10s coeficientes A o C es cero, o 
ambos A y C son cero, demuestrese que la ecuacion (1) es del ginero h i -  
phrbola. 

4. Si  A y C difieren en el signo, demuistrese que la ecuaci6n (1) es del 
g inero  hipirbola ya sea que B sea poaitivo, negativo o nulo.  

5 .  Demostrar que la ecuaci6n (1) es del ginero parlbola si 10s t i rminos  de 
segundo grado forman un  cuadrado perfecto. 

E n  10s ejercicios 6-16, determinar la naturaleza de la c6nica que representa la 
ecuaci6n dada,  y reducir la ecuaci6n a an forma can6nica po r  transformaci6n de 
coordenadas. T r a z a r  el lugar geomitrico,  cuando exista, y todos 10s sistemas 
de ejes coordenados. 
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17. Resolver el ejemplo 2 del Articulo 51 por el mi todo del Articulo 74. 
18. Resolver el ejemplo del Articulo 52 por el mi todo del Articulo 74. 
19. Elevando a1 cuadrado dos veces, eliminense 10s radicales de la ecuacibn 

X'J  + y M  = 1. Demostrar que el lugar geomitrico de la ecuacibn resultante es 
una paribola,  y determinar q u i  porcibn de esta curva representa el lugar geomi- 
trico de la ecuacidn original. 

20. Si 10s ejes coordenados son trasladados de tal manera que el nuevo origen 
sea el punto  ( h ,  k) , demostrar que la ecuacidn general 

f ( x ,  y) = A x 2  + B x y  + C y a +  D x  + E y  + I :  = 0 

se transforma en otra ecuacibn cuyo tirrnino constante es igual a f ( h ,  k). 

75. Definicibn general de c6nica. Veamos ahora una definici6n 
geometrica de c6nica que incluye a la partthola, la elipse y la hi- 
perbola. 

lo cual puede expresarse analf ticamente por la ecuaci6n 

DEFINICI~N. Dada una recta fija 1 y un punto fijo F no conte- 
nido en esa recta, sc llama cdnica a1 lrlgar geombtrico de un punto P 

que se mueve en el plsno de 1 y F 
Y de tal manera que la raz6n de su 

0 

I distancia de F a su distancia de 1 
es siempre igual a una constante 
positiva . 

\J'(T,Y] A+{ 
el punto La recta fijo fija P ,  1 joco, ee llama y la constan- directriz, 
te positiva, a la que designaremos 

\ 
\ 

por e , ezcentricidad de la c6nica. 
\ 
\ 

Cuando e = 1 , la definici6n ante- 
\ ;X rior es la de la parhbola (Art. 54) .  

P(P,O) Sin ninguna pbrdida de genera- 
lidad , podemos t o  m a r  el eje Y 

Fig. 102 corno directriz del punto F (p , 0)  , 
p # 0 ,  corno foco (fig. 102). Sea 

P (z , y )  un punto cualquiera del lugar geombtrico. Desde P tracernos 
el segmento P A  perpendicular a1 eje Y. Entonces , por 1s definici6n 
anterior, el punto P debe satisfaccr la condici6n geombtrica 



ECUACION GENERAL D E  SEGUNDO G R A D 0  221 

Elevando a1 cuadrado ambos miembros de esta ecuacidn, quitando 
denominadores y trasponiendo , resulta 

( 1 - e 2 ) x 2 - 2 p x + y Z + p Z =  0 .  ( 2 )  

Podemos demostrar , reciprocamente , que cualquier punto cuyas 
coordenadas eatisfacen la ecuaci6n ( 2 )  es un punto que satisface la 
condici6n geometrica ( 1 )  y ,  por tanto. esth sobre el lugar geome- 
t rico . De acuerdo con esto , la ecuaci6n ( 2 )  es la ecuaci6n buscada . 

Por lo anteriormente estudiado , reconocemos a primera vista que 
el lugar geometrico de la ecuaci6n ( 2 )  es una c6nicaJ pero su natura- 
leza depende, evidentemente, del valor de la excentricidad e .  Hay 
entonces dos casos generales por considerar : I. e  = 1  ; I I .  e  # 1 .  

I .  e = 1 .  En este cam,  la ecuaci6n ( 2 )  toma la forma 

- 2 p x + y 1 +  pZ = 0 .  

Esta ecuaci6n puede escribirse 

que represents una parhbola cuyo vertice es el punto 

eje coincitle con el eje X.  
11. e # 1 .  En este cam,  1  - e2 # 0 .  Dividiendo la ecuaci6n 

( 2 )  por 1  - e 2 ,  ohtenemos 

Completando el cuadrado en X ,  podemos reducir esta ecuaci6n a la 
segunda forma ordinarin de la ecuaci6n de una c6nica central, 

El que la ecuaci6n ( 3 )  represente una elipse o una hiperbola depende 
del valor de e .  Tenemos entonaes dos subcasos : 

a )  e  < 1 .  En este caso , 1  - e2 < 0 ,  - y ambos denominadores 
en el primer miembm de ( 3 )  son positivos. Por tanto, el lugar 
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geombtrico de la ecuaci6n (3) es una elipse. Vamos ahora a demos- 
trar que el valor de e dado por la ecuaci6n (3) es idht ico a1 valor 

C 
previamente definido de 7 (Art. 61) .  

En efecto : Por ser 

tenemos : 

Entonces 
cz pa e4 . (1 - e2l2 - 
a2 ' (1 - e2)' p2 e2 

= e q ,  

de donde , = e l  que es lo que se queria demostrar . a 
b )  e > 1. En este cam,  1 - e2 < 0.  Por tanto, con el fin de 

tener ambos denominadores positivos , escribimos la ecuaci6n (3 )  en 
la forma 

Ev~dentemente , el lugar geometric0 de la ecuaci6n (4) es una hip&- 
bola. Anhlogamente a como hicimos para la elipse podemos demostrar 
que el valor de e dado por la ecuaci6n (3 )  es identico con su valor 

C 
previamente definido de - (Art. 65) . 

a 
Podemos ahora establecer el siguiente teorema : 

TEOREMA 4 .  Una c6nica es una pardbola, una elipse o uaa hipdr- 
bola, seglin que su excentricidad sea igual a, menor que , o mayor que la 
unidad . 

NOTA.  El lector debe observar el paralelismo entre 10s valores del indicador 
1 = B2 - 4AC y de la excentricidad e de las diversas c6nicas, como aparece en 
el siguiente cuadro. 

PARABOLA ELIPSE HIPERBOLA 

Indicador 1 = BZ - 4AC I = 0 I < 0 I > O  

Excentricidad e e 5 1  e < l  e > l  



ECUACION G E N E R A L  D E  S E G U N D O  G R A D 0  2 2 3  

Ejemplo 1. Drterminar la ecuacion de la c6nica que tiene por foco el punto  
F (- 1, - 2 ) ,  directriz la recta I : x - y  + 1 = 0 y excentricidad e = . 

Solucibn. P o t  la definici6n general, el lugar geometric0 es una elipse, y 
su ecuaci6n puede obtenerse a partir  de la relacion 

Si elevamos a1 cuadrado, quitamos denominadores, trasponemos y agrupamos 
tirminos,  obtenemos la ecuaci6n buscada, 

7 x S +  2 x y  + 7y2 + 14x + 3 4 ~  + 39 = 0.  

Esta ecuaci6n representa la elipse de la figura 103. 

Fig.  103 

La determinacidn de la ecuaci6n de la directriz de una padbola ya 
ha sido considerada en el Capitulo V I .  Ahora determinaremos las 
ecuaciones de las directrices de las c6nicas centrales. Estas c6nicas 
tienen cada una dos focos y ,  por tanto,  dos directrices, correspon- 
diendo una a cada foco . 

De la simetria de las c6nicas, se sigue, por la ecuhci6n (2) , que 
el eje focal es perpendicular a la directriz. Por tanto, si tomamos la 
ecuaci6n de la elipse en su fonna cantinica, 

las ecuaciones de sus directrices son de las formas x = k y z = I ,  
correspondiendo a 10s focos (c , 0)  y (- c , 0 )  , respectivamente , tal 
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como se indica en la figura 104. Para el foco (c, 0 )  y su directriz 
correspondiente z = k , tenemoa , de la definici6n general de las c& 
nicas , 

d ( x  - c)* + y2 
( 2  - k l =  e .  ( 6 )  

Se deja a1 lector, como ejercicio , la demoatraci6n de que la ecuaci6n 
(6) se reduce a la forma ordinaria 

Como las ecuaciones (5)  y (7) representan un mismo lugar geom6- 
trico , u n a elipae cuyo centro 

Y est& en el origen , de la ecuaci6n 
z= I I, 

z=k ( 7 ) se sigue que 

e2k-c  = 0 ,  

+X de donde, 

r oe n k = - - - - -  - - 
e b 2  e '  

Fig 104 Por tanto, para e\ foco (c, 0 )  , 
de la clipse ( 5 )  , la ccuaci6n dv 

a 
;a directriz es z = -. AnAlogamente , para el foco ( -  r , 0 )  y Is e 

a 
directriz correspondiente z = I ,  hallamos z = - -. 

e 
Exactamente por el mismo procedimiento, hallamos, para la hiper- 

bola, b2 z2 - a2 y2 = a^  b2, que sus focos (c, 0 )  y (- c , 0 )  tienen 
por directrices corredpondientes a las rectas cuyas ecuaciones son , r?s- 

Los resultados precedentes esiin cornprendidos en el siguiente 

TEOREMA 5 .  Para la elipse b h x S  + a2  y2 = a2 b2 y la hipirbola 
bz x: - a? Y 2  = a? b2 , cada una de excentricidad e ,  10s jocos (ae, 0 )  

y (- ae , 0 )  tienen como directrices correspondientes las rectas cuyas 
a a 

ecuaciones son x = - y x = - - respectivamente. e e '  
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E j e m p l o  2. Hallar las coordenadas de 10s focos y las ecuaciones de las diiec- 
trices correspondientes de la hiperbola 3%' - y2 = 12. 

Solucibn.  E x t i h i e n d o  la ecuaci6n en la forma ordinaria. 

vemos que a2 = 4 y b2 = 12. P o r  tanto ,  ca = a2 + b2 = 16. y la excentrici- 
4 dad s = k = - = 2. Entonces, por  el teorema 5 anterior,  la ecuaci6n do la 

a 2  

Fig.  105 

directriz correspondiente a1 foco (4. 0 )  es x  = , o sea, x = 1 ,  y la ecua- 
e 

ci6n de la directriz correspondiente a1 o t ro  foco (- 4, 0 )  es x  = -', o sea, 
e 

x = - 1 (fig. 105).  

E J E R C I C I O S .  G r u p o  35 

E n  cada u n o  de 10s ejercicios 1-5, hallar la ecuaci6n de la c6nica respectiva a 
partir  de 10s datos dados. 

1. Foco (0,  0 )  : directriz:  x  + 2 y  + 2 = 0 ;  excentricidad = 1. 

d T  
2. Foco (1, - 2 )  : directriz:  x  - 2 y  = 0 ;  excentricidad = -. 

3 
3. Foco (- 1. - 1)  : directriz:  4x + 3y = 12; excentricidad = 5. 
4. Foco ( 3 .  3 )  : directriz: x + 3y = 3 ;  excentricidad = 2 .  

4% 
5. Foco (1, - 3) ; directriz:  3% + y  - 3 = 0 ;  excentricidad = - 

4 .  
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6. Demostrar que cualquier pun to  cuyas coordenadas satisfacen la ecua- 
ci6n (2) es un  pun to  que satisface la condici6n geornitrica ( I )  del Ar t iculo  75. 

7. Hallar las coordenadas del virtice de la paribola del ejercicio 1. 
8. Hallar las coordenadas del centro de la elipse del ejemplo I ,  Articulo 75. 
9. Demostrar que la ecuaci6n (7) del Articulo 75 se deduce de la ecuaci6n 

(6) del mismo articulo. 

10. E n  la ecuaci6n (7) del Articulo 75, demostrar que si k = el deno- 
e  

minador e 2  " - ') a es igual a a2 y el denominador e 2  (k  - ') a es igual a b 2 .  
( I  - e 2 ) 2  1 - e2 

11. Demostrar que el pun to  (- ae, 0) y la recta x  = - 5 son un foco y 
e  

una directriz correspondientes de la elipse b a x P  + a2 y2 = a2 62.  

E n  cada uno  de 10s ejercicios 12-16, hallar las coordenadas de 10s focos y las  
ecuaciones de las directrices correspondientes de la c6nica cuya ecuaci6n se da. 
Dibujar  una figura para cada ejercicio. 

17. Demostrar el teorema 5 del Articulo 75 para la hiperbola. 
18. P o r  medio del teorema 5, Articulo 75, resolver el ejercicio 20 del gru- 

p o  27. Articulo 61, y el ejercicio 22 del g rupo  30, Articulo 65. 
14. Para la elipse a P x P  + b 2  yP  = a2 b 2 ,  demostrar el teorema correspon- 

diente a1 teorema 5 del Articulo 75. 
20. Para la hiperbola a a x 2  - b P y 2  = a 2 b 2 ,  demostrar el teorema corres- 

pondiente a1 teorema 5 del Articulo 75. 

76. Tangente a la c6nica general. La determinaci6n de las ecua- 
ciones de las tangentes a ]as cdnicas se facilita considerablemente por 
el uso de la ecuaci6n de la tangente a la cdnica general , 

A x 2 + B x y + C y 2 + D x + E y + F = 0 ,  

en un punto de contacto dado,  tal como lo establece el teorema 6 .  
La demostraci6n de este teorema se apoya en la aplicaci6n de la condi- 
ci6n para tangencia (Art. 44) y ,  por tanto,  se deja a1 estudiante 
como ejercicio . 

TEOREMA 6 .  La ecuacidn de la tangente a la cdnica general 

A x 2 + B x y + C y 2 + D x + E y + F = 0 ,  ( 1 )  

en cualquier punlo de contacto dado P I  (XI , yl )  , es 
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NOTAS. 1. S i  las variables en la ecuaci6n (1) se escriben en la f o r m a :  

x a  = x x ,  x y  = Xy ,  y a  = y y ,  x = x + x  - Y + Y ,  
2 ' Y = 2  

y el subindice I  es colocado a una  variable en cada t s r m i n o ,  se obtiene inmedia-  
tamenre I: ecuacidn ( 2 )  . Este  m i t o d o  para recordar la ecuaci6n de la tangent,e 
es m u y  6 t i l .  pero el estudiante debe observar q u e ,  segun t o d o  l o  dumost rado ,  se 
aplica solamente a las ecuaciones de segundo grado  con d o s  variables. 

2. E l  teorema 6 puede usarse a u n  cuando n o  se conozca el p u n t o  de contac to .  
E s t o  se i lus t ra  en el s iguiente e jemplo .  

Ejemplo. Hallar  las ecuaciones de las tangentes t razadas desde el p u n t o  
(4. 1) a la cdnica 

2 x 2  - x y  + y= + x  - 3 y  + 2 = 0 .  ( 3 )  

S o l u c i b n .  Sean ( X I ,  y , )  las coordenadas de u n o  de 10s d o s  p u n t o s  de c o n -  
tacto. Entonces .  p o r  la no ta  1 del teorema 6 anter ior ,  la ecuacion d r  la t an-  
gente en este p u n t o  de contacto es 

C o m o  el p u n t o  (4, 1 )  debe estar  sobre esta tangente,  sus  coordenadas deben 
sat isfacer  esta u l t i m a  ecuacibn,  y tenemos 

la cual  se s impl i f ica  y se reduce a 

Las coordenadas ( x l ,  y l )  del p u n t o  de contac to  satisfacen la  ecuaci6n ( 3 ) .  
y tenemos  

2 x 1 '  - X I  Y I  + y l Z  + X I  - 3 y 1  + 2 = 0. ( 6 )  

Las soluciones comunes  de las ecuaciones ( 5 )  y  ( 6 )  son  X I  = 0. y ~  = 1. y 

Las  ecuaciones de las tangentes q u e  se buscan pueden obtenerse como ecuaciones 
de las rectas q u e  pasan p o r  dos  p u n t o s :  el p u n t o  (4. 1 )  y cada p u n t o  de con- 
tac to ,  o t a m b i i n  sus t i tuyendo las coordenadas de cada u n o  de 10s p u n t o s  de 
contacto en la ecuacion ( 4 ) .  P o r  cualquiera de 10s d o s  mktodos ob tenemos  
y  - I  = 0 y 3 2 x  + 103y - 231 = 0 para  las ecuaciones buscadas. 

E l  estudiante debe t razar  la f igura correspondiente a este ejemplo.  

77. Sistemas de conicas. En la ecuaci6n general de las c6nicas, 

10s coeficientes representan seis constarites arbitrarias que , sin embar- 
go ,  no son independientes, porquc uno cuando menos de 10s tres 
coeficientes A , B y C es diferente de cero , y , si dividimos la ecua- 
ci6n ( 1 ) por uno de estos coeficientes diferenbes de cero vemos que 
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solamente h3y cinco constantes arbitrarias o psrrimetros intlependien- 
tes. Por tanto, la ecuaci6n de una c6nica esth perfectamente deter- 
minacla por cinco condiciones independientes , como mfiximo . Por 
ejemplo, una chriica est5 determinada si se conocen las coordenadas 
de cinco cualesquiera de sus puntos. Para una parfibola , sin embargo, 
s610 se requieren cuatro cosdicionas , pues en este caso 10s coeficientes 
de la ecuaci6n (1 )  satisfacen :a relaci6n B2 - 4AC = 0.  Para deter - 
minar la ecuaci6n de una c6nica que pasa por un grupo de cinco punt03 
dados , basta sustituir las coordcnadas de cada uno de estos puntos en 
la ecuaci6n (1  ) y resolver el sistema resultante de cinco ecuaciones , 
para cinco cualesquicra de 10s coeficientes , en tCnninos del sexto coefi-- 
ciente , siempre que este dltimo coeficiente sea diferente de cero. 

Si una ecuaci6n algebraica de segundo grado con dos variables con-. 
tiene una o m4s constantes arbitrarias o parhmetros independientes, 
representa , en general, una familia o sietema de cdnicas. Hemos dis- 
cutido anteriormente 10s sistemas de rectas (Art. 36) y 10s sistemas 
de circunferencias (Art. 42) ; por tanto, 10s principios bhsicos de 10s 
sistemas de curvas son ya familiares a1 lector. Por ejemplo, la 
ecuaci6n 

za - 2zy + kg2 + 22 - y + 1 = 0 (2 )  

representa una familia de curvas de un pardmefro. La ecuaci6n de 
cunlquier elemento de esta familia puede obtenerse especificando o 
determinando un valor particular para k .  Ael , la ecuaci6n (2 )  repre- 
senta una padbola si k = 1 ,  elipses si k > 1 e hiperbolas si k < 1. 

Una familia de c6nicas interesante es el sistema formado por la8 
c6nicas que pasan por las intersecciones de dos c6nicas dadas. Si u y v 
son las funciones de aequndo grado en las dos variables z y y , enton- 
ces las dos c6nicas dadas pueden representarse por las ecuaciones 

u = O ,  (3 rr 

(4)  v = o .  

Si las c6nicas (3)  y (4 )  se cortan , las coordenadas de cualquiera de 
10s puntos de intersecci6n satisfacen ambas ecuaciones (3)  y (4)  y , 
por tanto , oatisfacen tambi6n a la ecuaci6n 

para todos 10s valorea del parhmetro k (ver el Articulo 42) . En con- 
secuencia , la ecuaci6n (5 )  representn una familia de curvas que pasan 
por las intersecciones de las c6nicas (3 )  y (4 ) .  Como k es una cons- 
tante, el grado de la ecuaci6n (5) no puede ser mayor que 2 ,  y , en 
general, la ecuaci6n representad, por lo tanto, un sistema de c6nicas. 
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Pero , para algdn valor de k , el elemento correspondiente de la fami- 
lia ( 5 )  puede ser una recta ; ya vimos un ejemplo de esto a1 estudiar 
el eje radical (Art . 43 ) . 

Ejemplo. Hallar la ecuaci6n de la cdnica que pasa po r  el pun to  (2, - I )  
y 10s puntos  de intersecci6n de las c6nicas x" 2xy - 2y3 + 2x + y + 1 = 3 y 
2x- + x y  +- y" 5x + 3y - 4 = 0. 

Solucidn. La ecuaci6n de la falnilia de curvas que pasan po r  10s puntos  de 
intersecci6n de las c6nicas dadas son 

Si una de las curvas de la familia (6) pasa p o r  el p u n t o  (2, - I ) ,  Ias cootde- 
nadas de ese pun to  deben satisfacer la ecuaci6n (6), y tenemos 

4 - 4 - 2 + 4 - 1 + 1 + k ( 8 - 2 + 1 - 1 0 - 3 - 4 ) n 0 ,  

de donde, 2 + k (- 10) = 0 y k = 3 4 .  Susti tuyendo este valor de &;en ( 6 ) ,  
obtenemos 

7 x 9  l l x y  - 9 ~ '  + 5x + 8y + 1 = 0 

como ecuacidn de la conica buscada. 
E l  estudiante debe dibujar una figura para este ejemplo. 

Consideraremos ahora el caso importante de las cdnicas homofocales , 
es decir , rtquellas que tienen el mismo foco . Un sistema ta l l  para. 
c6nicas centrales , se representa convenientemente por la ecuaci6n 

en donde k es el pardmetro. En la discusi6n que sigue , ,considerare- 
rnos a > b.  Evidentemente , k no puede tomar ninguno de 10s valo- 
res - a2 o - b' o cualquier otro valor menor que - a Z  . 

Para todos 10s valores de k > - b2 , la ecuaci6n (7) representa 
elipses. Para cada e l ip~e,  la distancitt del centro a uno de sus focos 
cfitb dada pnr 

c = t'(aZ+ k )  -(a'+ k)  = d n .  

(Jomo c es ulln constante independiente del valor de k , todas lss 
rllipsrrs tienen 10s mismos focos (=t d ad - 4z , 0) . 

Para todos 10s valores de k tales que - as < 4 < - ba , la ecua- 
ci6n (7) representa hipC&olas. En este caao , el primer denominador 
enel prinler mietnbm de  (7) es positivo y el segundo denominador es 
aegativo ; por tanto, la ecuaci6n puede escrjbirse en la forma 
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Entonces, para cada hiperbola, la distancia del centro a uno de sus 
focos est4 dada por 

Luego todas las hiperbolas tienen 10s mismos focos , y estos focos son 
identicos a 10s de las elipses. Hemos demostrado entonces que , para 
todos 10s valores admisibles de k la ecuaci6n (7) reprcsenta un sistema 
de elipses e hiperbolas homofocales. E n  la figura 106 rtparecen varios 
elementos de este sistema , siendo 10s focog 10s puntos F y F1. Como 
todas estas c6nicas ticnen un eje focal comiin y un eje normal co- 

miin, se dice que son coaziales. 
Y Sea PI (21 , yl) un punto cual- 

quiera no contenido en ninguno de 
10s ejes coordenados . Si una c6- 
nica del sistema ( 7)  pasa por PI , 
sus coordenadas (XI , yl ) deben 
satisfacer a la ecuaci6n ( 7 )  , y 

,y tenemos 
x15 31" 

a 2 + E + m = 1 9  

que puede escribirae en la forma 

k 2 + ( a 2 +  bb'-XI? - yl"k+a2b2 
- b 2 x 1 2 - a 2 y ~ 2 = 0 .  (8) 

Fia .  106 - 
Para a > b , puede demostrarse 

quc las raices de esta ecuaci6n cuadrhtica en E son reales y deuiguales , 
estando comprendida una entre - a2 y - b2, y siendo la otra mayor 
que - b 2 .  (Ver 10s ejercicios 23-25 del grupo 36 siguiente . ) Pero 
para la primera raiz el sistema ( 7 )  produce una hip6rbola, y para la 
segunda raiz , una elipse . Por tanto , t~nemos  el siguiente resultado : 

Por un punto cualquiera, no contenido en uno de 10s ejes coordenados , 
pasan una hipbrbola y vna elipse del sistema ( 7)  de cdnicas homofocales . 

Tr~cemos  10s radios vectores de PI ; son 10s lnismos para ambns, 
la hiperbola y la elipse, ya que estns c6nicas son homofocales. Sca 
PI T la bisectriz del Angulo FPI Fl formado por 10s radios vectores 
de PI .  Entonce;j, poi- el trol+cma 6 del Articulo 63 ,  PI T es normal a 
I:< elipse en PI . y par el tcorcma 7 del Articulo 70 , .  PI T es tangente 
:i la hiperbola en P I .  I'or tanto,  la elipse y la hiperbola se cortan 
ort,ogonalmentc en PI. Corno PI representa un punto cualquiera no 
contenido en un rje coordrnado, tenemos el sigriiente resultado : 
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La jamilia de elipses y la jamilia de hiphbolas del s i s t e m  ( 7 )  de 
cdnicas homojocales son trayeclorias ortogonales entre si. 

Debido a esta propiedad, se dice que una familia de c6nicas cen- 
trales homofocales es auto-ortogonal. Un ejemplo de una familia auto- 
ortogonal de parhbolas es el sistema de dichas curvas que tienen un 
foco comiin y un eje comiin. Tal sistema puede representarse conve- 
nientemente por la ecuaci6n 

y2 = 4k(x+ L),  

en la que el parimetro 1: puede tomar todos 10s valores reales except0 
cero . Las parhbolas del sistema (9 )  tienen un foco com6n en el origen, 
y el eje X como eje comiin ; se abren hacia la derecha o hacia la 
izquierda segiin que k > 0 o L < 0. Las parhbolas que se abren en di- 
recciones opuestas se cortan ortogonalmente. (Ver 10s ejercicios 28-30 
del grupo 36 siguiente . ) 

Los ejercicios 1-6 deben resolverse usando el teorema 6 del Articulo 76. 
Dibujar una fiqura para cada ejercicio. 

1. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a 1.1 c 6 n i c ~  

en el punto  (1, 2 ) .  
2. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la c6nica 

x l  - x y  + y" 2 x  - 2 y  - 1 = 0, 
de pendiente 3.  

3. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la c6nica 

x l  - 2 x y  + y ' + 2 x  - 6  = 0, 

trazadas por el punto  (- 3 ,  - 7 ) .  
4. Para el punto  (1. 1) de la cdnica x" 2 x y  + y2 + 2 x  - 6 y  = 0. hallar 

las ecuaciones de la tangente y de la normal, y las longitudes de la tangente. 
normal, subtangente y subnormal. 

5 .  Hallar las ecuaciones de las tangentes a la cdnica 3 x y  - 2 x  + y  - 1 = 0 
que son perpendiculares a la recta 2 x  - 2 y  + 7 = 0. 

G .  Hallar el i ngu lo  agudo de interseccidn de la recta 2 x  - y  - 1 = 0 y la 
cdnica x 2  - 4 x y  + 4 y 2  + 2 y  - 2 x  - 1 = 0 en cada uno de sus puntos  de i n t ~ r -  
seccidn. 

7. Demostrar el teorema 6 del Articulo 76. 
8. Demostrar que 10s resultados del ejercicio 10 del grupo 18 ( A r t .  45). 

teorema 4. Articulo 57; teorema 4. Articulo 63. y teorema 5, Articulo 70, 
pueden obtenerse como corolarios del teorem36, Articulo 76. 
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9. Hallar la ecuaci6n de la tangente a la circunferencia 

en et pun to  de contact0 PI ( X I ,  y l ) .  
10. P o r  tres mi todos  diferentes, hallar la ecuaci6n de la tangente a la 

circunferencia x l  + y'J - 4x - by - 12 = 0 en el pun to  (5, 7 ) .  
11. Suponiendo que k es una constante diferente de cero. demostrar que el 

t r i ingulo  formado por 10s ejes coordenados y cualquier tangente a la hiperbola 
equilacera x y  = k tiene un irea constante. (Ver el ejercicio 20 del g rupo  33, 
Articulo 70.) 

12. Si o ea una constante diferente de cero, demostrar que la suma ,Igebrai- 
ca de 10s aegmentos quo una tangente cualquiera a la c6nica 

determina sobre 10s ejes coordenados es igual a a. 
13. La  ecuaci6n de una familia de c6nicas es 

Hallar la ecuaci6n del elemento de la familia que pasa por 10s dos puntos  (1. 2 )  
7 

y (- 5, - E). 5 

14. Hallar la ecuaci6n de la c6nica que pasa por  10s cinco puntos  ( -  1, 6 ) .  
(2. 51 ,  ( 3 .  4 ) .  (4. 1) y (- 5,  4 ) .  

15. Hallar laecuaci6n de la parabola que pasa por  10s cuatro puntos  (1. 0 ) .  

16. Hallar la ecuaci6n de la c6nica que pasa p o t  10s cinco puntos  (1, I ) ,  

f). (0. 0 )  y ( 2  - 1 ) .  

17. Sobre el mismo sistema de ejes coordenados. tricense cinco elementos de 
la familia de c6nicas representada p o t  la ecuaci6n (2) del Articulo 77, asignan- 
d o  al par imetro  k 10s valores - 1. 0. 1, 2 .  3. 

18. Hallar la ecuaci6n de la c6nica que pasa pot el p u n t o  (- 2, 3) y por  
las interaecciones de la3 c6nicas 

19. Hallar la ecuacidn de la c6nica que pasa por el pun to  (4, - 2)  y por  
Ias intersecciones de  las cbnicas 

$20. Escribir la ecuaci6n de  la familia de  curvas quo pasan por  las intersec- 
cioner de la circunftrencia 2x2 + 2 g a  = 5 7 la elipse x l  -+ 3y2  = 5. Domort ta t  
que ,  cuando el par imetro  es igual a - I ,  el elemento & esta familia consiste en 
d o s  rzctar que  ae ccrtaa.  

21. Hallar  lac ecuaciones de ias p a ~ i b o l a s  que pasan p a r  las intersecciones 
de lu & n i u s  4x3 -+ y2 - 4 = 0 'y x y  4- 3 x  + Ly + 3 = 0. SugestiBn. Cal-  
c&lese d valor d'l pa r ime t ro  nsando la relacidn By - 4AC = 0. 

29. HaIIar I t s  ecuacionrr de las par ibolas  quepa ran  por  Ias interseccionos & 
las c6nicas 2xy + 2 y l +  3 x  - g - 1 - 8 y xs -xy  + 2 g ' +  x -f y - 3 ==0. 


