


CAPITULO V 

TRANSFORMACION DE COORDEHADAS 

47. Introducci6n. Uno de 10s objetivos principales de la Geome- 
tria analitica es la determinaci6n de las propiedades de las diversas 
figuras geomCtricas . Apoyhndonos en algunos de 10s conceptos funda- 
mentales hemos hecho ya un estudio detallado de la recta y la circun- 
ferencia. E n  adelante cont,inuaremos estas investigaciones con refe- 
rencia a otras curvas . Encontraremos , sin embargo , que , a medida 
que progresemos en nuestro estudio, las ecuaciones de las curvas se 
van haciendo m&s y m&s dificiles de analizar ; por esco , se hace nece- 
sario en algunas ocasiones introducir ciertos artificios con el fin de 
facilitar el estudio de estas curvas. Uno de estos artificios , que nos 
permite simplificar las ecuaciones de muchas curvas, consiste en la 
transformaci6n dc coordenadas . 

48. Transformaciones. Una transformaci6n es el proceso que 
consiste en cambiar una relaci6n , expresi6n o figura en otra. E l  
estudiante ya ha encontrado este thmino en su estudio de Algebra y 
Trigonometrfa . Asi , podemos transformar una ecuaci6n algebraica en 
otra ecuaci6n cada una de cuyas rafces sea el triple de la raiz corres- 
pondiente de la ecuacicin dada ; o podemos transformar una expresi6n 
trigonom6trica en otra usando las relaciones .trigonom6tricas funda- 
mentales. 

DEFINICI~N. Una lransjormaci6n es una operaci6n por la cual 
una relacibn, expresicin o figura se cambia en otra siguiendo una 
ley dada . 

Analiticmente , la ley ye expresa por una o m i s  ecuaciones llama- 
das ecuaciones de Ir~nsformucidn . 

49. Transformaci6n de coordenadas. Consideremos una circun- 
ferencia de radio r cuya ecuaci6n estO dada en la forma ordinaria 
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siendo las coordenadas (h , k )  del centro Ot diferentes de cero (figu- 
ra 65).  Si esta circunferencia , sin cambiar ninguna de sus caracteris- 
tieas, se coloca con eu centro en el origen 0 ,  su ecuaci6n toma la 
f orma m&s simple , o fonna can6nica , 

Fig.  65 

Pero se puede obtener lo mismo sin mover la figurrt . En vez de llevar 
la circunferencia a que su centro coincida con el origen, podemos 
mover 10s ejes coordenados paralelamente a si mismos, respect<iv~- 
mente , en el plano coordenado , de manera que el origen 0 coincidn 
con el centro Ot (h ,  k )  de la circunferencia y 10s ejes coordenados 
tomen las posiciones paralelas designndas por 10s nucvos ejes X' y Yt 

en la figura 65. Sea P un punto 
Y cualquiera d e 1 a circunferencia . 

Vemos entonces , que moviendo 10s 
cjcs coordenados paralelamente a ~i mismos , hemos transformado las 
coordenadas ( x ,  y )  de un punto cualquiera de la circunferencia en 
Ins coordenadas ( z t ,  y l )  y corno resultado hernos transformado la 
ecuaciGn ( 1 ) en la forma m8s simpl(: ( 2)  . La operaci6n de movcr 10s 
cjes coordenados en el plano coordcnado a una posici6n difercntc, de 
mnnera que 10s nuevos ejes sean , respectivamente , paralelos a 10s pjes 
pl-imitivos, y dirigidoa en cl mismo sentido, se llama traslacidn de 10s 
ejes coordenados . 

Veremos mhs adelante (Art. 51) que algunas ecuaciones pueden 
traneformarse tnmbidn en ecuaciones de forma mhs simple por una 
rotnciGn de 10s cjcs coordenados cn t3mo de su origen corno punto fijo . 

0 

NOI-A. En las f i guns  de 10s capitulos precedentes hemos designado cada 
uno de loa ejes coordenados por dos letraa, el eje X por XX' y el eje Y por YY'. 
Con el f in de evitar confusi6n m i s  adelante, usaremos, en general, solamente 
ana l e t n  p a n  cada ilno de 10s ejes coordenados, la letra X p a n  el rje X origi- 

A Y' 
4 

Las coordenadas de P referido a 
10s ejes originales X y Y son (r, y), 
pero son diferentes , evidentemen 

02(h,ls) te , si se le refiere a 10s nuevos ejes - 0 - - - - - - - + x1 X I  y Y I .  h i g n e m o s  las nuevas 
I 
I coordenadas de P por ( z l ,  y t )  . 

Entonces la ecuaci6n de la circun- 
I ferencia referida a1 nuevo sistema 

tX de ejes est& dada por la simple for- 
ma candnica 
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nal y la letra Y para el eje Y original. Reservaremos las letras Xt, Y t .  XIt, Y t t .  
para 10s nuevos ejes coordenados obtenidos por  traslaci6n o rotacidn. Esta nuera  
convencidn ya ha sido adoptada en la  figura 65. 

50. Traslaci6n de 10s ejes coordenados. P a  r a simplificar las 
ecuaciones, mediante traslaci6n de 10s ejes coordenados, se requiere 
el siguiente teorema : 

TEOREMA I .  Si se tras!a&n 10s ejes coordenados a un nuevo origen 
0' (h , k )  , y si las coordenadas de cualquier punto P antes y despuks de la 
traslacidn son ( x  , y)  y (xt , y I )  , respeciivamente , laa ectrwiones de 
transjormacibn del sistema primitive a1 nuevo sistema de corndenadas son 

I h x 

Fig.  66 

DEMOSTRACI~N. Sean (fig. 66) X y Y 10s ejes primitivos y 
X y Y 10s nuevos ejes , y Sean (h  , k )  las coordenadas del nuevo ori- 
gen Of con referencia a1 sistema original. Desde el punto P , trazamos 
perpendiculares a ambos sistemas de ejes, y prolongamos 10s nuevos 
ejes hasta que corten a 10s originales , tal como aparece en la figurs. 

Usando la relaci6n fundamental para scgmentos rectilfneos diri- 
gidos , dada en el Artfculo 2, tenemos, inmediatamente , de la figura , 

Z = O D = O A + A D = O A + O ' C = ~ + Z ' .  
Antiloganlente , - 

~ = O F = O B + B F = O B + O ~ E = ~ + ~ ~ .  
Ejemplo 1. Transformar la ecuacidn 

xa - 3 x a  - yz + 3x + 4y - 5 = 0 

trasladando 10s ejes coordenados a1 nuevo origen (1. 2 ) .  T raza r  el lugar geo- 
mitrico,  y 10s dos sistemas de ejes. 
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Solucibn. Por  el teorema 1, las ecuaciones de transformacidn son 

Si susti tuimos estos valores de x y y en la ecnaci6n ( I ) ,  obtenemos 

Desarrollando y simpL3icando esta ultima ecuaci6n, obtenemos la ecuaci6n 
transformada buscad? 

x l a  - y l a  = 0. (2) 

P o r  10s mCtodos estudiados en el Articulo 19, podemos ficilmente (fig. 67) 
trazar el lugar geomhtrico de la ecua- 

Y cion (2) con respecto a 10s nuevos ejes 

,, Y' XI y Y t ,  El  lector reconocerd este lu-  
il, gar geomhtrico como la parabola semi- 

clibica (Art.  17).  Debe observarse que 
la figura es tamhien la grafica de la 
ecuaci6n (1) referida a 10s ejes origina- 
les X y Y .  Evidentemente que es mu-  
cho mas ficil  trazar el lugar geomitrico 
usando la ecuaci6n (2) q u e usando 
la ( 1 ) .  

*x' 
En el ejemplo 1, se especific6 

el nuevo origen. Usualmente, sin 
;X embargo, no se dan las coordena- 

das del nucvo origen, sin0 que 
deben ser determinadas. El pro- 
cedimient,~ a seguir en tal caso 
estd i n d i c a d o en el siguiente 
ejemplo . 

Fig.  67 
Ejemplo 2. Por  una traslaci6n de 

10s ejes coordenados, transformar la ecuaci6n 

en otra ecuacibn que carezca de t irminos de primer grado. Trazar  su lugar geo- 
metilco y ambos sistemas de ejes coordenados. 

Solucibn. E n  este caso particular podemos usar dos mCtodos diferentes, 
siendo el primer0 el m6s general. 

Primer mi todo.  S i  susti tuimos en la ecuacidn (3) 10s valores de x y y 
dados por  las ecuaciones de transformaci6n en el teorema 1, obtenemos la ecua- 
cidn transformada 

la cual, deapuk~  de drsarrollar y agrupar tirminoa aemejantes, toma la forma 
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C o m o  la ecuaci6n transformad3 debe carecer d~ thrminos de primer grado ,  igua- 
laremos a cero 10s coeficientes de x1 y y' en la ecuacion ( 4 ) .  T e n d r e m o s  

de donde ,  

P o r  t a n t o ,  el nuevo  origen es el p u n t o  (- 3,  1 ) .  S i  sus t i tu imos  estos valores 
de h y k en ( 4 ) ,  obtenemos la ecuacidn buscada 

x/a - 4y'a - 4 = 0. ( 5 )  

El lugar  geomitr ico,  una h i p i r b o l a ,  e s t i  t razado  en la f igura 68. 

Fig .  68 

Segundo m i t o d o .  E n  el caso de ecuaciones de segundo grado  que carezcan 
del termino en x y ,  es pos ib le  efectuar la t ransformaci6n completando 10s cua- 
drados.  Es te  m i t o d o  se enseii6 previamente en el A r t i c u l o  40 para la circunfe-  
rencia. A s i ,  10s t i r m i n o s  de la ecuaci6n (3)  pueden ordenarse en la forma 

Comple tando  cuadrados, obtenemos 

( x a + 6 x + 9 ) - 4 ( y a - 2 y + 1 ) =  - 1 + 9 - 4 .  
de donde.  

( X  + 3 ) 2  - 4 ( y  - 1 ) s  = 4. (6)  

S i  en la ecuacion (6) hacemos las sust i tuciones 

x + 3 = x 1 ,  y - l = y l ,  

obtenemos la ecuacidn ( 5 ) .  Evidentemente,  de (7) se deducen las ecuaciones 
de transf ormacibn:  

x = x 1 - - 3 ,  y = g l + l .  

E n  el enunciado del ejemplo 2 se ha indicado el tip0 de simplifica- 
ci6n deseado ; si en algbn problen~a no se especifica , debemos efectuar 
la rnkima simplificaci6n posible . 

Ejemplo 3. P o r  una traslaci6n de ejes s impiif icar  la ecuaci6n 

y2 - 4x - 6y + 17 = 0. (8) 
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Solucidn. Frocediendo como en el primer ml todo del ejemplo 2, susti tui-  
remos en la ecuacion (8) 10s valores de x y y dados por las ecuaciones de tras- 
formacidn en el teorema 1. Tendremos: 

( Y ' + k ) 2 - 4 ( ~ t + h ) - 6 ( y t + k ) +  17 = 0 .  

que puede escribirse en  la forma 

y'z - 4xt + (2k - 6 )  y' + k' - 4h - 6k + 17 = 0. (9) 

Nucstro siguiente paso es deterrninar lor valores de h y k que simplifiquen la 
ecuaci6n (9 ) .  E n  este caso no podemos hacer que ae anule el tdrmino en x', ya 
quo su coeficiente es - 4, pero podemos eliminac el thrmino en y' y el t l rmi-  
no independiente. De acuerdo con esto escribimos 

2 k  - 6 = O  y k a - 4 h  - 6 k + 1 7 = 0 ,  
de donde. 

k = 3  y h = 2 .  

Para estos valores de h y k ,  la ecuacidn (9) se reduce a la forma 

EJEBCICIOS. Grupo 20 

Para cada ejercicio es conveniente t n z a r  el lugar geomftrico y ambos sistemas 
de ejes coordenados. 

E n  cada uno de 10s ejercicioa 1-5, transf6rmese la ecuacidn dada trasladando 
10s ejes coordenados a1 nuevo origen indicado. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 6 10. por una traslaci6n de ejes, transf6rmese la 
ecuacion dada en otra que carezca de thrminos de primer grado. Usese el primer 
mitodo del ejemplo 2, Articulo 50. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 11-15, por  una traslaci6n de 10s ejes coordena- 
dos, transfdrmese la ecuacidn dada en otra que carezca de t lrminos de primer 
grado. Usese el segundo mitodo del ejemplo 2, Articulo 50. 
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E n  cada uno de 10s ejercicios 16-20, simplifiquese la ecuaci6n dada por una 
traslaci6n do 10s ejes coordenados. 

51. Rotacidn de 10s ejes coordenados. Para simplificar 1:~s ecua- 
ciones por rotaci6n de 10s ejes coordenados, necesitamos el siguiente 
teorema : 

TEOREMA 2 .  Si  10s ejes coordenados giran un dngulo 9 en torno de 
su origen como centro de rotaci6n , y las coordenadas de un punto cual- 
quiera P antes y despuds de la rotacidn son (x , y )  y (x , y I )  , respec- 
tivamente, las ecuaciones de transformacidn del sistema original a1 nuevo 
sistemn de coordenadas estdn dadas por 

.- 

x = O A  = rcos  (9  + 9 ) ,  (1 

DEMOSTRACI~N . Sean (figu- 
ra 69)  X y Y 10s ejes originales y Y 

De ( 1 ) , por cl Apendioe IC , 6 ,  tenemos 

X y Y 10s nuevos rjes . Desde 
el pupto P tracemos la ordenada Y' 
AP correspondiente a1 sistemn \ 
X , Y , la ordenada A f P  corres- \ 

pondicnte a1 sistema X , Y ' , y \ 
\ 

la I. e c t a O P .  Sea el Angulo 
POAf = 9 y FP = 1.. Por Tri- , 
gonometrh (ApEndice 1C , 1 ) , /or\ 

x = r cos (0 + 9) = r cos 0 cos 9 - r sen 0 sen 9 

I ,  

P 
1% 

/ I \  
/ I \\ 07  x ' 
/,y + 0% , ' 4. \o 1 

L 

A 
*x 

tcncmc* F i g .  69 
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Si en esta liltima ecuaci6n sustituimos 10s valores dados por ( 3 ) ,  
obtenemos la primera ecuaci6u de transformaci6nJ 

z = x1 cos 8 - y1 sen 4 .  

= r sen  (8  4-95) = r sen  8 c o s + +  r cos f l  s e n + ,  

por tanto, de ( 3 )  , tcnemos la segunda ecuaci6n de transformaci611, 

y = XI sen 0 4- y' cos 8 

NOTA. P a r a  nues t ras  apl icaciones,  s e r i  necesario g i ra r  10s ejes coordenados  

-ro so lamente  u n  a n g u l o  suficientemente g rande  para  hacer  coincidir  u n o  de 10s ejes 

I r f l  Y 
coordenados  con una  recta dada f i j a  
cualquiera.  o  pa ra  h a  c  e  r  q u e  sea 

I f  1' Y' ? paralelo a  ella en  el  p l a n o  coordena-  
d o .  D e  acuerdo  con es to ,  r es t r ing i -  

cb 

; s f  remos ,  en general ,  10s valores  del  
i n g u l o  d e  rotacidn 0 a l  i n t e r v a l 0  

w - /r 
d a d o  p o r  

P P O O L  e < 900. 
I + 

(D 3 9 
,X Ejemplo 1. T r a n s f o r m a r  la 

ecuacidn 

rc W 2 x a + v ' 7 x y +  y 3 = 4  (4) 

g i r a n d o  10s ejes c o o r d e ~ a d o s  u n  i n -  
\ g u l o  d e  30". T r a z a r  el l u g a r  geomh- 

t r i co  y a m b o s  s is temas d e  ejes  coor -  
F i g .  70 denados .  

0 a Q D Solucibn. P o r  el teorema 2, las ecuaciones de t r ans formac idn  s o n  

v'7 1 
x = XI cos 30' - y1 sen 30° = - x1  - - 

2 2 4'0 

1 d5 
y = x1 sen 30° + y1  cos 30° = - x 1  + 7 y '. 2 

4 8 S i  s u s t i t u i m o s  estos  valores  de x y y en la  ecuacidn ( 4 ) ,  o b t e n e m o s  

; 1 3 "j 
-g -s 3 + 

( I  " " ,I 
(b 

Desar ro l l ando  y s impi i f i cando  esta e l t i m a  ecuacidn,  o b t e n e m o s  la  ecuaci6n 

5x1' + y" = 8. ( 5 )  

A 
.,- 

E l  l u g a r  geomhtr ico ( f ig .  70) es una  elipse. 
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carezca del t i r m i n o  en x ' y ' .  Traza r  su lugar geomitrico y ambos  
de ejes coordenados. 

So luc ibn .  S i  en la ecuacion (6) sus t i tu imos  10s valores de x y y dados po r  
s ecuaciones de transformaci6n del teorema 2 ,  obtenemos 

' 
4 

c> b 1 

"F :P 9 ( x 1  cos 8 - y1 sen 8 )  2 - 24 ( x '  cos 8 - y1 sen 8 )  ( x l  sen 8 + y' cos 8 )  

' 
En este ejernplo se ha dado el Bngulo de rotacidn. Sin embargo, 

generalmente, el Bngulo de rotacidn debe deterrninarse de rnodo que 
se cumpla alguna condiciGn establecida. La aplicaci6n principal de la 
rotacib de ejes es in elirninaci6n del t6.pnino en zy de las ecuacioner 
de segundo grado . 

+ 16 ( x l  sen 8 + y r  cos 8 )  - 40 ( X I  cos 8 - y' sen 8 )  

E j e m p l o  2. P o r  una rotaci6n de 10s ejes coordenados, t ransformar la 

Q " i  cuaci6n 

- 3  9x2 . -  24xy  + 16y2 - 40x - 30y = 0 ( 6 )  

- 30 ( x l  sen 8 + y1 cos 8 )  = 0 ,  

la cual ,  despuis de efectuor el desarrollo y agrupar  10s t i rminos ,  toma la forma 

L G  
+ 9 

( 9  cos2 8 - 24 cos 8 sen 8 + 16 sen2 8 )  x I2 + (14 sen 8 cos 8 + 24 sen2 8 

- 24 cos2 8 )  x 1  y' + ( 9  sen2 8 + 24 sen 8 cos 8 + 16 cos2 8 )  y12 

- (40 cos 8 + 30 sen 8 )  x' + (40 sen 8 - 30 cos 8 )  y1 = 0.  ( 7 )  

-% C o m o  la ecuaci6n transformada debe carecer del t i rm ino  en x 1  y', igualamos el 
I coeficiente de x l y '  en ( 7 )  a cero y obtenemos 

14 sen 8 cos 0 + 24 sen2 8 - 24 cos2 8 = 0 .  

t r(Ahora bien. sen 28 = 2 sen 8 cos 8 y cos 2r/ = cos2 8 - sen' 8 (Aplndice I C ,  7 ) .  
bd P o r  tan to ,  la iiltima relaci6n puede escribirse 

7 sen 28 - 24 cos 28 = 0 ,  
de donde. 

24 tg 28 = -. ' 0 7 
'a F) 

P o r  la no t a  del teorema 2 ,  el angulo  8 estara restr ingido a estar en el primer f cuadrante. de manera que 28 es ta r i  en el primer0 o en el s rgundo cuadrante en 
(bdonde el coseno y la tangente de un i n g u l o  tiene el mismo signo.  D e  manera 

f$ §sernejante, sen 8 y cos 8 no  ser in  negativos. P o r  tan to ,  po r  el valor de tg 28 
dado arriba,  tenemos 

7 cos 28 = -. 
25 

:Para efectuar la  simplificaci6n de Ia ecuaci6n (7). necesitamos 10s valores - de sen 8 y cos 8 ,  que  pueden obtenerse p o r  las fbrmulas  del angulo  mitad de  7 w%rigonometria (Aplndice IC ,  8).  

-w y 
u 

-4 
4 
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4 cos 0 = 4 1 + COS 20 = 4 1 % b  - T ,  
2 

Si susti tuimos estos valores de sen 0 y cos B en la ecuaci6n (7) .  tenemos 

la cual se reduce a la ecuaci6n transformlda buscada, 

E l  lugar geornitrico, una paribola,  es t i  representada en la f igura 71. 

NOTA. Evidentemente, es mucho 
Y mis  fdcil trazar cl lugar geomhtrico de 

la ecuaci6n (8) con respecto a 10s ejes 
Y' XI y Y 1  que trazar el de la ecuaci6n (6) h 

\ con respecto a 10s ejes X y Y. M i s  

\. aha,  las propiedades de la par ibola  
pueden obtenerse m i s  ficilmente 3 par- 
t ir  de la ecuacidn (8) que es la m i s  sen- 
cilla. E l  estudiante puede, sin embar- 
go. pensar que estas ventajas no  son ,'o \ 
sino una compensaci6n de 10s cilculos 
necesarios para transforniar la ecuaci6n 

Fig.  71 (6) en la (8 ) .  E l  problema general 
de la supresi6n del t i rmino  en xy de la 

ecuaci6n de segundo grado seri  considerado rnis adelante (Capi tu lo  IX) , y se 
veri  entonces como la cantidad de cilculos se reduce considcrablemente. 

EJERCICIOS. Grupo 21 

Para cada ejercicio el estudiante debe d ibujar  el lugar geomltrica y ambos 
sistemas de ejes coordenados. 

1. Hallar las nuevHs coordenadas del p u n t o  (3. - 4) cuando 10s ejes coor- 
denados giran un ingu lo  de 30". 

2. Hallar las nuevas coordenadas de 10s puntos  ( I .  0 )  y (0,  1 )  cuando 10s 
ejes coordenados giran un i n g u l o  de 90'. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 3-8, hailar la transformada de la ecuacidn dada. 
a1 girar 10s ejes coordenados un ingu lo  igual a1 indicado. 

3. 2x + 5 y  - 3  = 0 ;  arc tg 2,5. 
4. x' - 2xy + y2 - X = 0 :  45". 
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4-E 
6. 5 . ~ a + ? ~ y  + y a  - 4  = 0 ;  arcsen- 10 ' 

7 .  l l x a  + 24xy + 4ya - 20 = 0 ;  arc tg 0.75.  

8 .  x * + y ' + 6 x a y a - 3 2 - 0 ;  45'. 
9 .  Por  r o t a c i 6 n de l o s ejes coordenados, transformar la ecuaci6n 

2x - y - 2 = 0 en ot ra  quo carezca del r l rmino en X I .  

10. P a r  r o t a c i 6 n de l o s ejes coordenados, transformar la ecuacidn 
x + 2y - 2 = 0 en otra que carezca del t i rmino  en yl .  

E n  cadr uno  de 10s ejercicios 11-16, por una rotation de 10s ejes coordena- 
dos, transformese la ecuacion dada en otra que carezca del t i rmino  en x1 yl. 

1 7 .  La ecuaci6n de una circunferencia es x 2  + y2 = ra. Demostrar que la 
forma de esta acuaci6n n o  se altera cuando se refiere a 10s ejes coordenados que 
han girado cualquier bngulo 8. Se dice que esta ecuaci6n es invar ian te  por 
rotaci6n, 

1 8 .  Deducir las ecuaciones de transformaci6n del teorema 2 (Art .  51) cuan- 
d o  el i ngu lo  B es obtuso.  

1 9 .  Las ecuaciones de transformaci6n del teorema 2 (Art .  51) pueden con- 
siderarse como un sistema de dos ecuaciones en las dos incognitas x1 y y'. Para 
cualquier valor de 8, demuistrese que el determinante de este sistema es la uni -  
dad y,  por tanto,  que por la regla de Cramer (Apendice IB, 6 )  el sistema tiene 
una unica soluci6n para x1 y y' dada por 

S' = x cos 8 + y sen 8 ,  

y' = - x sen 8 + y cos 0 .  

Estas ecuaciones se llaman ecuacionss reciprocas de las originales de transfor- 
maci6n. 

20. P o r  una rotaci6n de 4 j 0  de 10s ejes coordenados, una cierta ecuaci6n se 
transform6 en 4x'a-9yI2 = 36. Hallese la ecuacion original usando el resultado 
del ejercicio 19. 

52. Simplification de ecuaciones por transformaci6n de coordenadas. 
Acabamos de ver que, por una traslaci6n o una rotlci6n de 10s ejes 
coordenados, es posible transformar muchas ecuaciones en formas 
m6s simples. E s  entonces 16gico inferir que se puede efectuar una 
simplificacidn mayor ahn aplicando ambas operaciones a la vex. Si 
una ecuaci6n es transformada en una forma m6s simple por una tras- 
laci6n o una rotaci6n de 10s ejes coordenados, o por ambas, el pro- 
ceso se llama simplificacidn por transjormacidn de coordenadas . 

Consideremos primer0 el caso en que una traslaci6n de 10s ejes 
coordenados a un nuevo origen O 1 ( h ,  k )  es seguida por una rotaci6n 
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de 10s ejes trasladados en torno de O 1  de un Angulo 6 ,  tal como se 
indica en la figura 72. Si P es un punto cualquiera del plano coorde- 
nado, Sean ( x ,  y )  , ( X I ,  y l )  y ( x " ,  yl1j  sus coordenadas referido, 
respectivamente, a 10s ejes originales X y Y ,  a 10s ejes trasladados 
X I  y Y ' ,  y a 10s ejes girados XI1 y Y l 1 .  Por el teorema 1  del Ar- 
ticulo 50,  

x = x l + h ,  \ 
y = y l + k ;  

( 1 )  

y por cl teorema 2 del Articulo 51  , 

x1 = xI1 cos 0  - y 1  sen 0  , \ 
= xll sen B + yl1 cos o . / 

F i g .  72 

Si sustituimos en ( 1 )  10s valores de x1 y y1 dados por ( 2 )  obtenemos 
las ecuaciones buscadas de transformaci6n : 

x  = XI' cos 0 - y 1  sen e + h  , \ 
y  = xll sen e + y'l cos e + k .  / ( 3 )  

Puede dernostrarse que las ecuaciones de transforrnaci6n ( 3 )  son 
verdaderas aun cuando el orden de transforrnaci6n se invierta, es 
decir , cuando una rotaci6n vaya seguida de una traslaci6n. Tenemos 
pues, el siguiente teorema : 

TEOREMA 3 .  Si efectuamos un cambio de ejes coordenados medianle 
una traslacidn y  una rotaci6n, tomadas en cualquier orden, y las coor- 
denadas de cualquier punto P referido a 10s sistemas original y final 



T R A N S F O R M A C I O N  D E  COORDENADAS 1 4 5  

son (x , y) y (x" , yI1) , respectivamente, las ecuaciones de transjorma- 
cibn del si.stema original a1 nuevo sistema de coordenadas son 

x = xrl cos 9 - yI1 sen 9 f 11, 

en donde 9 es el dngulo de rotacidn y (h ,  k )  son las corndenadas del 
nuevo origen referido a 10s ejes coordenados originales. 

NOTAS. I .  Las ecuaciones de transformaci6n dadas por el teorema 1 del Ar -  
ticulo 50. teorema 2 del Articulo 51 y teorema 3 anterior son todas relaciones 
lincales. De aqui que el grado de la ecuaci6n transformada no pueda ser mayor 
que el de la ecuacion original. N i  tampoco puede ser menor: porque si lo  fuera. 
podriamos, por transformaci6n de coordenadas, regresar la ecuaci6n transfor- 
mada a su forma original y elevar asi el grado de la ecuacion. Pero acabamos de 
ver que erto er imposible. P o r  tanto, el grado de una ecuacidn n o  se altera po t  
tranrformacidn de coordenadar. 

2. Aunqae las ecuaciones de transFormaci6n dcl teorema 3 pueden emplearse 
cuando se van a efectuar simultineamente una traslaci6n y una rotation, es, 
generalmente, mas sencillo. efectuar estas operaciones reparadamente en dos 
pasos diferentes. El  teorema 3 explica que el orden de estas operaciones n o  tiene 
importancia. Sin embargo, en el caso de una ecuaci6n de segundo grado en la 
cual 10s t irminos en xa, ya y xy forman un cuadrado perfecto, 10s ejes deben 
girarse primero y trasladarse despuis (ver el ejercicio 10 del grupo 22) .  Esrc caso 
particular seri  estudiado mis  adelante en el Capi tu lo  IX. 

E jemplo .  Por  transformaci6n de coordeoadas, simplificar la ecuaci6n 

Tricese el lugar geomitrico y todos 10s sistemas de ejes coordenados. 
Solucibn. Como 10s t irminos de segundo grado en (4) no  forman un cua- 

drado perfecto, podemos primero trasladar lor ejes a un nuevo origen ( h ,  k )  . 
Por  tanto,  usando Ias ecuaciones de tranrformacidn del teorema 1 (Art .  50).  
obtenemos, de  la ecuacibn (4) .  

la que, despuis de desarrollar, simplificar y agrupar t irminos,  toma la forma 

Para eliminac 10s t irminos de primer gtado en (5) .  igualamor ens coeficientes 
a ceto. Eato nos da el sistema 
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cuya soluci6n es h - 1, k = 2. Sustituyendo estos valores de h y k en (5 )  , 
obtenemos 

3x1' - 2 x 1 y '  + 3y12 - 2  = (3. (6 )  

A continuaci6n. p a r  rotacibn de 10s ejes. usando Ias ecuaciones de trsnsfor- 
111aci6n del tearerrla 2 (Arr.  5 1 ) .  obtenemos, de la ecuaci6n ( 6 ) ,  

3 ( x "  cos B - y "  sen 8 )  a - 2 (xI1 cos B - LJ'I sen 8 )  (XI' sen B + y "  cos 8 )  

+ 3 (x"  sen B + y" cos B )  - 2 - 0, 

Fig. 73 

la cual se reduce a 

(3  cosZ @ - 2 sen 0  cos 0  + 3  sen2 I ) )  x" a + ( 2  senZ 0 - 2 cod* B) xl' y" 

+ (3 sen2 B + 2 sen B cos 0 + 3 cosz 0)  y'Iz - 2 = 0. ( 7 )  

Para eliminar el tiranino en x" y "  de ( 7 ) .  igualamos sus coeficiente a cero, y 
obtenemos 

2 sen" - 2 cos2 0 = 0, 

de donde B = 4 5 O  de acuerdo con la nota a1 teorema 2  (Art .  51) . Sustituyendo 
este valor de 0  en ( 7 ) ,  y simplificando, obtenemos la ecuaci6n buscada. 

X l l S  J- 2 1 1 2  - 1 =; 0. 
8 Y (8)  

E n  la figura 73 se han trazado el lugar geomitrico de la ecoaci6n (8) , una 
elipse, y todos 10s sinternas de ejes coordenados. 
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EJERCICIOS. Grupo 22 

Para  cada ejercicio el estudiante debe d ibuja r  el lugar  geomi t r ico  y todos 10s 
sistemas de ejes coordenados. 

E n  cada u n o  de 10s ejercicios 1-5, s implif iquese la ecuaci6n dada p o r  t rans-  
formaci6n de coordenadas. 

6. T r a z a r  el lugar geomi t r ico  del ejercicio 1 ap l icando  directamente 10s 
m i t o d o s  del A r t i c u l o  19. 

7. T r a z a r  el Iugar geomitr ico del ejercicio 2 directamente p o r  10s m i t o d o s  
del Ar t icu lo  19. 

8. P o r  transformaci6n de coordenadac, demukstrese q o e  la  ecnaci6n gene- 
ral de una recta, A x  + By + C = 0, puede tmnsformarse en  y" = 0 ,  que es la 
ecuacidn del eje X I 1 .  

9. P o r  transformacidn de coordenadas, demuistrese que  la ecuacirin general 
de una recta, A s  + By + C = 0, puede transformarse en x"  = 0, que es la 
ecuaci6n del eje Y " .  

10. Hal la r  las coordenadas del nuevo  origen si 10s ejcs coordenados se tras-  
ladan de manera que la ecuaci6n A x 2  + Bxy + C q 2  + D X  + Ey $ F = 0 se 
transforma en  orra ecuaci6n que  carezca de t i r m i n o s  de pr imer  grado.  

11. Hal la r  las nuevas ordenadas del p u n t o  ( -  1,  3 )  cuando 10s ejes coorde- 
nados son trasladados pr imer0  a1 nuevo  origen (4, 5 )  y d e s p u h  se les gira un  
a n g u l o  de 60a. 

12. Hal la r  las nuevas coordenadas del p u n t o  (?, 2)  cuando lo9 ejes coorde- 
nados son girados pr imero  un  i n g u l o  de 45Oy despuis  son  trasladados a l  nuevo  
origen (- 1,  1) . 

13. P o r  traslacion de 10s ejes coordenados al nuevo  origen (3, 3 )  y despuis  
rotacion en u n  angulo  de 30°, las coordenadas de un  cierto p u n t o  P se t m n s f o r -  
man en (7. 6 )  . Hdllense las coordenadas de P con respecto a 10s ejes originales.  

14. P o r  traslacion de 10s ejes coordenados al nuevo  origen (1, 1 )  y luego 
rotacion de 10s ejes en un  i n g u l o  de 45", la ecuacion de cierto lugar  geomi t r ico  
se t ransform6 en x"  a - 2 y  / I 2  = 2. Hal la r  la ecuaci6n del lugar  geometric0 con 
respecto a 10s ejes originales.  

15. Demostrar ,  anali t icamente,  que  la distancia entre dos  p u n t o s  en el pla-  
n o  coordenado n o  se altera (es invar ian te )  con la t ransformaci6n de coorde- 
nadas.  

E n  cada u n o  de 10s ejercicios 16-20, hi l lese la ecuacion del lugar  geometrico 
del p u n t o  movi l  y s implif iquese p o r  t ransformaci6n de coordenadas. 

16. E l  p u n t o  se mueve de tal  manera que su  distancia del p u n t o  (- 2, 2) es 
siempre igual  a  su distancia a la recta x  - y + 1 = 0. 

17. E l  p u n t o  se mueve de tal  manera que  la suma de sus  distancias a  lob 
dos  p u n t o s  ( I !  1 )  y (- 1, - 1)  es siempre igual  a  4. 
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18. E l  pun to  se mueve de tal rnanera que su distancia del punto  (2 .  1) es 
siempre igual al  doble de su distancia de la recta x + 2 y  - 2  = 0.  

19. E l  pun to  se mueve de tal manera quo su distancia de la recta 

or siempre igual a1 doble do su distancia del pun to  ( -  1, 1 ) .  
20. E l  p u n t o  so mueve do tal manera quo la diferencia de sus distancias a 

108 dos puntos  (1 ,  4) y (- 2, 1) es siempre igual a 3 .  



CAPITULO VI 

L A  P A R A B O L A  

53. Int~oducci6n. En su estudio previo de Geometrfa elemental , 
el estudiante conoci6 dos lfneas : la lfnea recta y la circunferencia. 
Las dos lfneas ya han sido estudiadas desde el punto de vista analftico . 
Ahora comenzamos el estudio 
de ciertas curvas planas no 1 
inclufdas , ordinarinmente , en 
un cuno de Geometria ele- 
mental. Empezaremos con la 
curva conocida con el nombre 
de partibola. 

54. Def ln ic iones .  La 
ecuaci6n de la partibola la 
deduciremos a partir de su a 

definici6n como el lugar geo- 
mdtrico de un punto que se 
mueve de acuerdo con una ley 
especificada . 

DEFINICI~N . Una par&- 
bola es el lugar geomdtrico de 
un punto que se mueve en un 
plano de tal manera que su Fig .  74 
distancia de una recta fija, 
situada en el plano , es siempre igual a su distancia de un punto fijo 
del plano y que no pertenece a la recta. 

El punto fijo se llama joco y la recta fija directriz de la padbola. 
La definici6n excluye el caso en que el foco cstB sobre la directriz. 

Designemos por F y 1 (fig. 74) , el foco y la directriz de una 
. partibola , respectivamente . La recta a que pasa por F y es perpen- 
dicular a 1 se llama eje de la partibola. Sea A el punto de intersec- 
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ci6n del eje y la directriz. El punto V ,  punto medio del segmen- 
to A F ,  est.4, por definici6n, sobre la par6bola ; este punto se llama 
ve'rtice. El segmento de recta, tal como BB' , que une dos puntos 
cualesquiera diferentes de la par4bola se llama cuerda; en particular, 
una cuerda que pasa por el foco como C C t  , se, llama cuerda jocal. 
La cuerda focal LU perpendicular nl eje se llama lado recto. Si P es 
un punto cualquiera de la parkbola, la recta FP que une el foco F 
con el punto P se llama radio jocal de P , o radio vector. 

55. Ecuacidn de la parAbola de vertice en e l  origen y eje un eje 
coordenado. Veremos que la ecuaci6n de una partibola toma, su forma 
mhs simple cuando su vbrtice esth en el origen y su eje coincide con 

uno de 10s ejes coordenados. De 
1 Y acuerdo con esto , consideremos la 

partibola cuyo vhrtice estk en el 
origen (fig. 75) y cuyo eje coincide 

A con el eje X .  Entonces el foco F ' 
est4 sobre el eje X ; sean ( p , 0) 
sus coordenadas . Por definicibn de 

> X  partibola , la ecuaci6n de la direc- 
triz 1 es z =  - p .  Sea P ( x ,  y )  
un punto cualquiera de la parhbola. 
Por P tracemos el segmento PA 
perpendicular a 1.  Entonces , por 
la definici6n de paritbola, el pun- 
to P debe satisfacer la condici6n 

x = - p  geomhtrica 
Fig. 75 

Por el teorema 2 del Artfculo 6 ,  tenemos 

y por el teorema 9 (Art.  33) , tenemos 

Por tanto , la condici6n geomhtrica ( 1 ) esiA expresada , analitica- 
mente ; por la ecuaci6n 

Si elevamos al cuadrado ambos mieinbros de esta ecuacion y simplifi- 
camos, obtenemos 

y2 = 4 p 2 .  (2)  
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Reciprocamente , sea Pl(z1 ,  y l )  un punt0 cualquiera cuyas coor- 
denadas eatisfagan ( 2 ) .  Tendremos : 

Si sumamos ( X I  - p)' a ambos miembros de esta ecuaci6n , y extrae- 
mos la raiz cuadrada , obtenemos, para la raiz positiva , 

que es la expresi6n analitica de la condici6n geomCtrica ( 1 )  aplicada 
a1 punto P I .  Por tanto, Pi est4 sobre la parhbola cuya ecuaci6n est4 
dada por ( 2 ) .  

Ahora discutiremos la ecuaci6n ( 2 )  siguiendo el metodo explicado 
en el Articulo 19. Evidentemente , la curvn pasa por el origen y no 
tiene ninguna otra intcrsecci6n 
con 10s ejes coordenados. La Y 1  
dnica simetrIa que posee el lugar 
geometrico de ( 2 )  es con res- 
pecto a1 eje X.  Despejando y 
de la ecuaci6n (2) , tenemos : 

y =  *2dpz. ( 3 )  

Por tanto, para valores de y 
reales y diferentes de cero , p  y z 
deben ser del mismo signo . Se- 
glin e s t, o , podemos considerar 
doscasos: p > O  y p < 0 .  

= X 

Si p > 0 , d e b  e n  excluirse z= - p ,  p<O 
todos 10s valores negativos de z , Fig. 76 
y todo el lugar geometric0 se 
encuentra n la derecha del eje Y .  Conlo no se excluye ningdn valor 
positivo de z ,  y como y puede tomar todos 10s valores reales , el lugar 
geometrico de (2)  es una curva abierta que se extiende indefinidamente 
hacia la derecha del eje Y y hacia arriba y abajo del eje X .  Esta posi- 
ci6n es la indicada en la figura 75, y se dice que la pariibola se abre 
hacia la derecha . 

Anblogamente , si p  < 0 ,  todos 10s valores positivos de x deben 
excluirse en la ecuaci6n ( 3 )  y todo el lugar geometrico aparece a la 
izquierda del eje Y .  Esta posici6n esth indicada en la figura 76, y , 
en este caso, se dice que la padbola se abre hacia la izquierda. 

Es  evidente que la curva correspondien te a la ecuaci6n ( 2)  no tiene 
adntotas verticales ni horizontales. 
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Seg6n la ecuaci6n (3) , hay do8 puntos sobre la partibola que tienen 
abscisa iqual a p ; uno de ellos tiene la ordenada 2 p  y el otro la orde- 
nada - 2 p .  Como la abscisa del foco es p ,  se sigue (Art. 54) que 
la longitud del lado recto es igual a1 valor absoluto de la cantidad 4p. 

Si el vBrtice de la partibola estti en el origen y su eje coincide con 
el eje Y , se demuestra , antilogamente , que la ecunci6n de la parti- 
bola es 

z2 = 4py, (4 

en donde el foco es el punto (0,  p ) .  Puede demostrsrse fticilmente 
que , si p > 0 , la partibola se abre hacia arriba (fig. 77 [ a 1) ; y , si 
p < 0 ,  la partibola se abre hacia abajo (fig. 77 [ b I ) .  La discusidn 
completa de la ecuaci6n (4)  se deja como ejercicio a1 estudiante. 

I 

(a) 
Fig. 77 

Las ecuaciones (2 )  y (4)  se llaman a veces la primera ecuacidn 
ordinaria de la pardbola. Como son las ecuaciones m6s simples de la 
pardbola , nos referimos a ellae como a las formas can6nicas. 

Los resultados anteriores se resumen en el siguiente 

TEOREMA 1 .  L a  ecuacidn de una pardbola de vdrtice en el origen y 
eje el eje X , es 

y2 = 4px, 

en donde el joco es el punto ( p ,  0 )  y la ecuacidn de la direclriz es 
x = - p . S i  p > 0 ,  la pardbola se abre hacia la derecha; si  p < 0 ,  
la pardbola se abre hacia la izquierda. 

S i  el eje de una pardbola coincide con el eje Y , y el vMice estd en el 
origen, su ecuacidn es 

x2 = 4py,  

en donde el foco es el punto (0, p )  , y la ecuacidn de la dzrectriz es 
y = - p .  S i  p > 0 ,  la pardbola se abre hacia arriba; si p < 0 ,  la 
pardbota se abre hacia abajo . 
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En cada caso, la longitud del lado recto estd dada por el valor absoluto 
de 4p , que es el coe$ciente del tbrmino de primer grado . 

Ejemplo .  Una pa.ribola cuyo virtice es t i  en el origen y cuyo eje coincide 
con el eje Y pasa por el pun to  (4, - 2). R'allar la ecuacibn de la paribola, las 
coordenadas de su foco, la ecuaci6n de su directriz y la longitud de su lado recto. 
Trazar  la grifica correspondiente. 

Solucibn.  Por  el teorema 1, la ecuaci6n de la paribola es de la forma 

Como la paribola pasa por el pun to  (4, - 2 ) ,  las coordenadas de este punto  
deben satisfacer la ecuaci6n (4). y 
tenemos Y 

16 = 4p ( -  2) . 1 
de donde, p = - 2, y la ecuaci6n y=2 
buscada es 

xa = - 8y. 0 

Tambi in ,  por  el teorema 1, el foco 
es el pun to  (0, p). o sea. (0, -2). 
la ecuaci6n de la directriz es 

Y e -  P 1 

o sea, y = 2, 

1 
Fig. 78 

y la longitud del lado recto es ]4p 1 = 8. E n  la figura 78, se ha trazado el lugar 
geomltrico. foco, directriz y lado recto. 

EJERCICIOS. Urupo 23 

Dibujar  para cada ejercicio la grifica correspondiente. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 1-4, hallar las coordenadas del foco. la ecuaci6n 
de la directriz y la longitud del lado recto para la ecuaci6n dada, y discutir el 
lugar geomitrico correspondiente. 

1.  yS = 1 2 ~ .  3 .  y' + 8% = 0. 
2 .  xS = 12y. 4 .  x 2  + 2y = 0. 
5. Deducir y discurir la ecuaci6n ordinaria x9 = 4py. 
6. Hallar un procedimiento para obtener puntos  de la parabola por  rnedio 

de escoadras y cornpis, cuando so conocen el foco y la directriz. 
7. Hallar un procedimiento para obtener puntos de la paribola po r  medio 

de escuadras y cornpis, si se dan el foco y el virtice. 
8. Hallar la ecuaci6n de la parabola de vdrtice en el origen y foco el pun-  

to  ( 3 .  0 ) .  
9. Hallar la ecuaci6n de la paribola de virtice en el origen y foco el pun-  

t o  (0. - ?) .  
10. Hallar la ecuaci6n de la paribola de virtice en el origen y directriz la 

recta y - 5 = 0. 
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11. Hal la r  la ecuaci6n de la pardbola de vCrtice en  el  or igcn y d ~ r e c t r i z  l a  
recta x + 5 = 0. 

12. U n a  p a r i b o l a  c u y o  vcrtice e s t i  en el  o r igen  y c u y o  eje coincide con s l  
eje X pasa p o r  el p u n t o  ( -  2 .  4)  . Hal la r  la ecuaci6n d e  la  p a r i b o l a ,  l as  coor -  
denadas del foco ,  la ecuacion d e  la d i rec t r iz  y l a  l o n g i t u d  d e  s u  lado  recto. 

13. U n a  cuerda de la p a r i b o l a  yZ - 4x = 0 es un  sezmento  d e  15 recta 
x - 2 y  + 3 1- 0. Hal la r  su  l o n p i t u d .  

14. Hal la r  la l o n g i t u d  de la cuerda focal  d e  la p a r i b o l a  x 3  + 8y = 0 q u e  e: 
paralela a  la recta 3x + d y  - 7 = 0. 

15. Demost ra r  q u e  la  l o n g i t u d  del  rad io  vector  de cualquicr  p u n t o  
P I  (X I .  yl) de la p a r i b o l a  y2 = 4 p x  es igual  a  I X I  + p 1. 

16. Hal la r  la long i tud  del radio vector  del  p u n t o  de la p a r i b o l a  y2 - 9 x  = 0 
cuya o r d e G d a  IS igual  a  6. 

17. De un  p u n t o  cualquicra de una  p a r i b o l a  se t raza  u n a  perpendicu la r  a l  
c j e .  Dcmost ra r  q u e  esta perpendicular  es media proportional en t re  el l a d o  recto 
y la porc ibn  d r l  eje comprendida entre el v i r t i ce  y el p ie  d e  la perpendicular .  

18. Hal la r  la ecuaci6n d e  la circunferencia q u e  pasa p o r  el vir t ice y 10s p u n -  
recto de la parabola xZ - 4 y  = 0. 
del l ado  recto de u n a  par ibo la  cualquiera se unen con el 
del r j e  con la directr iz .  Demost ra r  q u e  estas rectas son 

perpendiculares en t re  s i .  
20.  U n a  i i rcunferencia c u y o  cen t ro  es el  p u n t o  (4, - 1)  pasa p o r  el foco  

de la par ibo la  x P  + 16y = 0. Demost ra r  q u e  es t angente  a  la d i rec t r iz  de la  
par ibo la .  

21. Hal la r  la ecuacion d e  una par ibo la  t o m a n d o  c o m o  ejes X y Y, el eje 
y la  directr iz  respectivamente. 

E n  cada u n o  de lo r  ejercicios 22-25, ap l icando  la  def in ic ihn  de la par ibo la .  
11allar la ecuaci6n d e  la  parabola a  p a r t i r  de 10s d a t o s  dados.  Reduc i r  la  ecuacion 
a la primera f o r m a  ord inar ia  p o r  t ransforrnacion de coordenadas.  

22. F o c o  ( 3 .  4 ) ,  di rcc t r iz  x - l  = 0.  
23. F o c o  (3 ,  - 5 ) ,  directr iz  y - l  = 0. 

24. Vkrtice (2. 0) . f o c o  (0. 0) . 
25. F o c o  (- 1 ,  I ) ,  d i rec t r iz  x + g - 5 = 0. 

56. Ecuacih de una parabola de vertice (h, k) y eje paralelo a un 
eje coordenado. E'recuenternente nccesitaremos ohtener la ecuaciGn de 
uua padbola cuyo v6rtice no est6 en el origen y cl~yo eje sea pars~lelo , 
y no necesariamente coincidente , a unr, de los ejes coordenados . De 
acuerdo con esto, consideremos la partibola (fig. 79) cuyo vbrtice es 
el punto (h, k )  y cuyo eje es paralelo a1 eje X.  Si 10s ejes coor- 
denados son trasladados de tal manera que el nuevo origen 0' coin- 
cida con el v6rtice (h, k) , sc sigue, por el teorema 1 del Artlcu- 
lo 55,  que la ecuaci6n de In parAbola con referencia a 10s nuevos 
ejes X f  y Y f  estA dada por 



en donde 1as coordenadas del foco F son ( p  , 0) referido 310s nuevos 
ejcs. A partir d r  la ecunci6n dc la pnrtlbola referidah LL 10s ejes oricina- 
les X' y Y ,  podemos obtener In ecuaciGn ( 1 )  usanclo Ins czuacionc.~ 
de t~~iisformnci6n del teorema 1 , Artlculo 50, a saber, 

x = x l + h ,  g = y l + k l  
de donde, 

x l = x - h  , y ' = y - k .  

Si sustitufmos estos valores de x' y y' en la ecuaci6n ( 1 ) , obtenemos 

( y -  k ) 2 =  4 p ( x  - h ) .  ( 2 )  

AnBlogament,e, la parhbols cuyo r6rtice cs ($1 punto ( h  , Ic )  y cuyo 
eje es paralelo a1 eje Y tiene por 
ecuaci6n 

Y 
b Y' 

gunda ecuacidn ordinaria de la I 
pardbola . F i g .  79 

Los r e s u l t a d o s  anteriores, 
junto con 10s obtenidos en el teorema 1 del Articulo 5 5 ,  conducen a1 
siguiente 

(t - h ) 2  = ~ P ( Y  - k )  1 (3)  

en donde I p 1 es la longitud de 
aquella porcibn- del eje com- 
prendida e n t r e el foco y el 
v6rtice . 

Las ecuaciones ( 2 )  y ( 3 )  0 
se 11 a m  a n  , generalmente , se- 

TEOREMA 2 .  La  ecuacidn de una parcibola de virtice ( h  , k )  y eje 
paralelo a1 eje X , es de la jorma 

PX 

siendo 1 p I la lonqilud del segment0 del eje comprendido enlre el joco y el 
vdrtice . 

S i  p > 0 , la pardbola se abre hacia la derecha; si  p < 0, la pardbola 
se abre hacia la izquierda . 

S i  el virtice es el punlo ( h  , k )  y el eje de la pardbola es paralelo a1 
e,je Y , su ecuacidn es de la jorma 

(x- h ) ' =  4p(y--  k ) .  

S i  p > 0 ,  la pardbola se abre hacia arriba; si  p < 0 ,  la pardbola se 
abre hacia abajo . 
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Ejemplo 1. H a l l a r  la ecuaci6n de la  p a r i b o l a  c u y o  v l r t i ce  es el p u n t o  
(3 ,  4 )  y c u y o  foco  es el p u n t o  ( 3 ,  2 ) .  H a l l a r  tambiCn la ecuacion de su  direc-  

t r i z  y  la l o n g i t u d  de s u  l a d o  recto.  
Solucibn. C o m o  el vertice V y el  f o c o  F de una  parabo la  e s t i n  sobre s u  

eje ,  y  c o m o  en este caso cada u n o  de estos  p u n t o s  t iene la misma abscisa 3 ,  se 

F i g .  80  

s igue q u e  el eje a es pa ra le lo  al  eje Y, c o m o  se ind ica  e n  la f i g u r a  80. P o r  
t a n t o ,  p o r  el teorema 2,  la  ecuacion de la p a r i b o l a  es  de la  f o r m a  

C o m o  el v i r t i ce  V es el  p u n t o  (3, 4 ) ,  la  ecuaci6n puede escribirse 

( X  - 3 ) Z  = 4 p ( y  - 4 ) .  

A h o r a  b ien ,  I p ( == 1 1 = / 4  - 2 1 = 2. P e r o ,  c o m o  el f o c o  F e s t i  a b a j o  de l  
v i r t i ce  V ,  la  p a r i b o l a  se abre hacia  a b a j o  y p es nega t ivo .  P o r  t a n t o ,  p = - 2, 
y la  ecuaci6n de la  p a r i b o l a  es 

( x - 3 ) a -  - 8 ( y  - 4 1 ,  

y la  l o n g i t u d  del l a d o  recto es 8. 
Designernos p o r  A el  p u n t o  en q u e  el e je  a cor ta  a  la d i rec t t i z  I. C o m o  

V (3, 4) es  el p u n t o  medio  del segment0  AF, se s igue  q u e  Ias coordenadas  d e  A 
s o n  ( 3 .  6) .  P o r  t a n t o ,  la ecuaci6n de la d i rec t r i z  es y = 6. 

8i desarrollamos y trasponemos terminos en la ecuaci6n 

( y  - k ) ' =  4 p ( x -  h ) ,  
obtenemos 

y 2 - 4 ~ ~ - 2 k y + k " + 4 p h = O ,  

que puede escribirse en la forma 

y Z +  a ~ x + a z y + a a . =  0 ,  ( 4 )  

en donde a1 = - 4  p  , a2 = - 2k y ar = k2 4- 4 ph . Recfprocamente , 
completando el cuadsado en y  , podemos demostrar que una ecuaci6n 
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tle la forma ( 4 )  representa una pargbols cuyo eje es paralelo a1 
eje X .  

A1 discutir la ecuaci6n de la formn ( 4 )  suponemos que a1 f 0 .  
Si a1 = 0 , la ecuacidn toma la forma 

que es una ecuaci6n cuadrdtica cn la dnica variable y .  Si las rafces 
tle ( 5 )  son reales y  desiguales, digarnos rl y  r? , entonces Ip ecua- 
ci6n ( 5)  puede escribirse en la forms 

y  el lugar geomCtrico correspondiente consta de dos rectas diferentes , 
y = 71 y y = r2 , paralelas ambas a1 eje X .  Si las raices de ( 5 )  son 
reales e iguales, el lugar geomdtrico consta de dos rectas coincidentes 
representadas geomdtricamente por una sola recta paralela a1 eje X .  
Finalmente, si las rafces de (6) son com~lejas,  no existe ningfin 
lugar geomdtrico . 

Una discusi6n scmejante se aplica a la otra forma de la segunda 
ecuaci6n ordinaria de la partibola 

Los resultados se resurnen en el siguiente 

TEORRMA 3 .  Una ecuacidn de segundo grado en Ins variables x  y y  
qu,e carezca del t6rmino en xy puede escribirse en la forma 

A ~ ~ + C ~ ~ + D X + E ~ + F =  0 .  

S i  A = 0 ,  C  # 0 y  D  # 0 ,  la ecuacio'n representa una pardbola 
cuyo eje es paralelo a (o coincide con) el eje X . S i ,  en carnbio, D  = 0 ,  
la ecuacidn representa dos rectas diferentes paralelas a1 eje X , dos rectas 
coincidentes paralelas a1 eje X ,  o ningiin lugur geomdtrico, segiin que las 
rafces de Cya + Ey + F = 0 sean reales y desiguales, reales e iguales o 
complejas . 

Si A f 0 ,  C  = 0 y E f 0 ,  la ecuacidn representa una parcibola 
cuyo eje es paralelo a (o coincide con) el eje Y . Si, en cambio, E = 0 ,  
la ecuacidn representa dos recfas diferentes paralelas a1 eje Y, dos rectas 
coincidentes paralelas a1 eje Y o ningzin lugar geomdtrico , segzin que las 
raices de Ax2 + Dx + F = 0 sean reales y desiguales, reales e iguales 
o complejas . 

Ejemplo 2. Demostrar que la ecuacibn 4x8 - 20x - 24y + 97 = 0 repre- 
senta una parabola, y hallar las coordenadas del vhrtice y del foco. la ecuacidn 
de ru directriz y la longitud de su lado recto. 
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S o l u c i d n .  P o r  el teorema 3, la ecuaci6n 

4x2 .- 20x - 24y + 97 = 0 

reprerenta una parabola c u y o  eje es paralelo a1 eje Y .  
S i  reducimos la ecuaci6n (6 )  a la segunda forma ord inar ia ,  cornpletando el 

cuadrado en x, obtenemos 

( A - -  i ) 2 = 6 ( y - 3 ) .  (7) 

D e  esta ecuacidn vemos inmediatamente que  Ias coordenadas del v6ttice s o n  
3 (; , 3). C o m o  4p = 6, p  = -, y la par ibo la  se abre hacia arr iba.  Entonces.  
2 

como el foco e s t i  sobre el eje y el eje es paralelo al eje Y,  se sigue que  las coorde- 
5 n3d.r del foco son (-?. 3 ++). o sea, (i, +). La ecuacion de la directri7 - 

3 3 es y  = 3 - -,  o sea, y = - - ,  y la longi tud  del i ado  recto es 14p 1 = 6 .  
2 I, 

Se recomienda a1 estudiante quo  d ibuje  la f igura  correspondiente a este e jem-  
p lo .  T a m b i i n  se recomienda resolver el problema p o r  traslaci6n de 10s ejes 
coordenados.  

En las dos formas dc la segunda ecuaci6n ordinaria de 13 parhbola, 
dadas por el teorcn-la 2 ,  hay tres constantes nrbitrarias independicntes 
o parkmet,ros, h , k y p.  Por tanto, la ecuaci6n dc cualquier par&- 
bola cuyo eje sea paralelo a uno de 10s ejes coordenados puede deter- 
minarse a partir de tres condiciones independientes. T'eamos un 
ejemplo . 

E j e m p l o  3. Hallar  la ecuaci6n de la par ibo la  cuyo  eje es paralelo al eje X 

y que  pasa p o r  10s tres p u n t o s  (5. - 1 ) .  (0. 5)  y (-  6 ,  - 7) .  

S o l u c i d n .  P o r  el teorema 2 ,  la ecuacion burcada es de la f o r m a  

( Y  - k ) = =  4 p ( x  - h ) .  

Podemos,  s in embargo,  tomar  tambiin la ecuacion en la l o r m a  d ~ d a  p o r  el teo- 
rema 3, a  saber, 

C y a  + Dx + E y  + F = 0. 

C o m o  C # 0, podemos d iv id i r  toda la ccuaciSn po t  C, obten iendo  asi 

y 2 +  D ' x  + E ' y  + I : ' =  0 ,  ( A )  

F en donde  D 1  = 4 E '  = y F 1  = - son tres constantes por  determinarse.  c ' C C 
C o m o  10s tres p u n t o s  dados es t in  sobre l a  par ibo la ,  sus coordenadas deben 

satisfacer la ecuacion (8).  P o r  tan to .  expresando este hecho,  obtenemos las 
tres ecuaciones siguientes correspondiendo a 10s p u n t o s  dados :  
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que  pueden escribirse aai, 
3 

L a  roluci611 de este s i s t e ~ n a  de tres ecuaciones nos  da 

Susr i tuyendo esros valores en  la ccuacion (8),  obtenemos 

q c e  es la ecuaci6n de la par ibo la  que se buscaba. 
E l  estudiante debe d i b u j a r  la f igura para  este e jemplo  y verificar el hecho d e  

que  las coordenadas de cad1 u n o  de 10s tres p u n t o s  dados  satisfacen la ecuaci6n 
de la par ibo la .  TambiLn debe obtener  la misrna ecnaci6n usando la forma 

( y  - k ) l  = 4 p ( x  - h ) .  

EJEBCICIOB. Grupo 24 

D i b u j a r  para cada ejercicio la f igura  correspondiente.  

1. Deduci r  y d i scu t i r  la ecuacibn ord inar ia  ( x  - h ) l  = 4 p  ( y  - k )  . 
2. P o r  transformation de coordenadas, reducir las d o s  formas  de la segunda 

ecuacibn otdinatia a Ias dos fo rnas  correspondientes de la.primera ecuacidn 
ord inar ia  d e  la parabola.  

3. Demost ra r  quo  s i  se t  i e n e  la ecuaci6n de la par ibo la  en la f a r m a  
( y  - k ) '  = 4 p  (x - h )  . las coordenadas de su foco son  ( h  + p .  k )  . -y la 

ecuacion de su  directr iz  es x  = h - p .  
4.  Demost ra r  quc  si se tiene la ecuaci6n de una  par ibo la  en la b r m a  

( x  - h ) 2  = 4 p  ( y  - k )  , las coordenadas de su  foco son  ( h ,  k  + p ) .  y la 
ecuacibn de su  directr iz  es y  = k - p .  

5. P o r  medio de la primera ecuaci6n ordinaria,  deducir  la s iguiente propie-  
dad geomhtrica de la p a r i b o l a :  S i  desde un  p u n t o  cualquiera de una par ibo la  se 
baja una perpendicular  a  su  eje, el cuadrado de la longi tud  de esta perpendicular  
es igual  a1 producto  de las longitudes de su  lado recto y del segment0 del ejr  
comprendido  entre el pie de dicha perpendicular  y el virrice. T o d a  par ibo la ,  
cualquiera que  sea su  posici6n relativa a 10s ejes coordenados,  posee esta propie-  
dad  geomitr ica llamada p r o p i e d a d  ; n t r i n s e c a  de la par ibo la .  

6. P o r  medio de la propiedad intr inseca de la par ibo la ,  establecida en el 
ejercicio 5 ,  deducir  las dos  formas  de la se;*lnd, ecuaci6n ord inar ia  de dicha 

curva .  
7 .  Hal la r  la ecwaci6n de la par ibo la  cuyos vhrtice y foco son  10s p u n t o s  

( -  4. 3 )  y (- 1. 3 ) .  respectivamente. Hal la r  t ambi in  las ecuaciones dc su 
directr iz  y su eje.  
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8. Hallar la ecuaci69 de la paribola cuyos virtice y foccl-30s puntos  
(3, 3) y (3, l ) ,  respectivamente. Hallar tambiin la ecuaci6n de su directriz y 
la longitud de su lado recto. 

9. La directriz de una paribola es la recta y - 1 = 0, y su foco es el pun-  
to  (4, - 3 ) .  Hallar la ecuaci6n de La paribola por dos mltodos diferentes. 

La directriz de una paribola es la recta x + 5 = 0, y au virtice es el 
punto  (0, 3) . Hallar la ecuaci6n de la paribola por  dos mhtodos diferentes. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 11-15, redizcase la ecuaci6n dada a la segunda 
forma ordinaria de la ecuaci6n de la paribola,  y hallar las coordenadas del v i r -  
tice y del foco, las ecuaciones de la directriz y eje. y la longitud del lado recto. 

16. Resolver el ejemplo 2 del Articulo 56 trasladando loa ejes coordenados. 
17. Reaolver el ejcrcicio 14 trasladando 10s ejes coordenados. 
18. Discutir la ecuaci6n Ax2+ C y a + D x +  E y+F-0 cuando A - E - F = 0 

y C # O .  D # O .  
19. Reaolver el ejemplo 3 del Articulo 56 tomando la ecuaci6n en la forma 

( y  - k ) ' = 4 p ( x - h ) .  
20.  Hallar las coordenadaa del foco y el virtice, las ecuaciones de la direc- 

tr iz y el eje, y la longitud del lado recto de la paribola del ejemplo 3 del Ar -  
ticulo 56. 

21. Determinar la ecuacion de la familia de paribolas que tienen un foco 
com6n (3. 4) y un eje comun paralelo a1 eje Y. 

22. La ecuaci6n de una familia de paribolas es y = 4x2 + 4x + c. Discutir  
c6mo varia el lugar geomitrico cuando se hace variar el valor del parimetro c. 

23. La ecuaci6n de una familia de paribolas es y = ax2 + bx. Hillese la 
ecuaci6n del elemento de la familia que pasa por  10s dos puntos (2,  8) 

Hallar la ecuacion de la paribola cuyo eje es paralelo a1 eje X y que pasa ili l '  5 ) .  
por 10s trcs puntos  (0. 0 ) .  (8. - 4) y (3. 1 ) .  

q. Hallar la ecuaci6n de la paribola de virtice el punto  (4, - 1 ) .  eje la 
recta y + 1 = 0 y que pasa por el punto  (3, - 3 ) .  

26. Demostrar, analiticamente, que cualquier recta paralela a1 ejc de una 
parhbola corta a ista en uno y solamente en un punto .  

27. Demostrar que la 1 o n g i t u d del radio vector de cualquier pun to  
PI  ( x l ,  y 1) de la paribola (y - k) = 4p ( x  - h )  es igual a 1 x l  - h + p 1. 

28. Hallar la longitud del radio vector del pun to  de la paribola 

cuya ordenada es igual a 3. 
29. Hallar e identificar la ecuaci6n del lugar geomitrico de un punto  que se 

mueve de tal manera que au distancia de la recta x + 3 = 0 es siempre 2 unidades 
mayor que su distancia del pun to  (1. 1 ) .  

30. Hallar e identificar la ecuaci6n del lugar geomitrico del centro de una 
circunferencia quo es riempre tangente a la recta y - I - 0 y a la circunferencia 
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57. Ecuacibn de la tangente a una partibola. La determinaci6n 
de la tangente a la partibola no requiere la introducci6n de ning6n con- 
ceph  nuevo. Como la ecuaci6n de una padbola es de segundo grado , 
su tangente puede obtenerse empleando . la condici6n para tangencia 
estudiada en el Articulo 44.  

Como para la circunferencia (Art.  45) , consideraremos tres casos : 

1. T a n g e n t e  en  u n  p u n t o  de contac to  dado.  V a m o s  a de te rminar  la ecua- 
ci6n de la tangente a la parabola 

y2 = 4px. (1)  

en un  p u n t o  cualquiera PI (XI, y  I) de la par ibo la .  
L a  ecuaci6n de la  tangente buscada es de la f o r m a  

en donde  esta p o r  determinarse la  pendiente m. S i  el va lor  de y  d a d o  p o r  l a  
ecuaci6n (2) es sus t i tu ido  en la ecuacion ( I ) ,  ee ob t iene  

( y ~  + m x  - m x l ) ' = 4 p x ,  
la cual se reduce a 

Para  la tangencia. el discriminante de esta ecuaci6n debe anularse,  y escribimos 

la  cual se reduce a 
x l m 2  - y l m  + p  = 0. 

de d o n d e ,  
= YI * d y1' - 4px1 

2x 1 

Pero .  como PI (x l ,  y l )  e s t i  sobre la parabola ( I ) ,  tenemos 

de d o n d e  m = x. S i  sus t i tu imos  este va lor  de m en (2) .  obtenemos,  deepuls  
2x 1 

de simplif icar  y ordenar  10s t i r m i n o s ,  

2 x 1 ~  = YI(X + X I ) .  

D e  la ecuaci6n ( 4 ) .  2x1 = d, y si se sus t i tuye  este va lor  en  la d l t i m a  tcuaci6n 
2  P 

se obtiene la f o r m a  mas comdn de la ecuaci6n de la tangente,  

yl!J = 2 p ( x  +X I ) .  

Muchas propiedades interesantes e importantes de la paribola estsn 
asociadas con la tangente en un punto cualquiera de la curva. La 
deduccicin de tales propiedades es m88 wncilla , en general, usando 
la forma can6nica (1) y ,  por tanto, la ecuaci6n de la tangente que 
acabamos de obtener es especialmente btil . Seg6n la ecuaci6n obte- 
nida , tenemos el teorema que damos a continuacibn . 
LahmM. - 11. 
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TEOREMA 4 .  La tangente a la pardbola y2 = 4px en cualquier 
punto PI  ( X I  , y l )  de la curva tiene por ecuacidn 

y l y  = 2 p ( x  + x1) .  

2 .  Tangente con una pendiente dada. Consideremos ahora el problema 
general de determinar la ecuacidn de la tangente de pendiente m a la para- 
bola ( I ) .  

La  ecuacidn buscada es de la forma 

en donde k es una constante cuyo valor debe determinarse. Si  susti tuimos el 
valor de y  dado por  ( 5 )  en la ecuacidn ( I ) ,  obtenemos 

( m x  + k )  a = 4 p x .  

m a x Z + ( 2 m k  - 4 p ) x  + k 2  = 0 .  

La  condicibn para la tangencia er 

de donde. 

valor qae,  sus t i tu ido en ( 5 ) .  nos da la ecuacidn buscada 

TEOREMA 5. La tangente de pendiente m a la pardbola y2 = 4px 
t ime por ecuaci6n 

y = r n x + P  m f ~ .  
m' 

3. Tangente trazada desde un punro exterior.  Veamos el siguiente pro-  
blema: 

E jemplo .  Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del pun to  (2 ,  - 4 )  
a la paribola xa - 6 x  - 4 y  + 17 = 0 .  

SoIuci6n. La  ecuaci6n de la familia de rectas que pasan por  el pun to  
( 2 .  - 4 )  es 

y + 4 =  m ( x  - 2 1 ,  ( 6 )  

en donde el parimetro m es la pcndiente de la tangente buscada. De la ecua- 
cion ( 6 ) .  u = m x  - 2m - 4 ,  valor que sus t i tu ido en la ecuacion de la par i -  
bola nos da 

~ 2 - 6 ~ - 4 ( m x - 2 m - 4 ) + 1 7 = 0 .  

Esta ccuacidn se reduce a 

xa - ( 4 m  + 6 )  x  + ( a m  + 33) = 0 .  

Para quc hays  tangencia. 

(4m + 6 )  - 4 (8m + 33) = 0 .  
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Resolviendo esta ecuacidn se obtiene rn = 2. - 3. P o r  tanto, por (6) ,  las 
ecuaciones de la$ tangentes buscadas son 

y + 4 = 2 ( x - 2 )  y y + 4 =  - 3 ( x - 2 ) .  
o sea. 

2 x - y - 8 = 0  y 3 x + y - 2 = 0 .  

E l  estudiante debe dibujar la figara correspondiente a este problema. 

EJEBCLCLOS. Grupo 26 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

En  cada uno de 10s ejercicios 1-3 hallar las ecuaciones de la tangente y la 
normal y las longitudes de la tangente, normal. subtangente y subnormal, para 
la paribola y el punto de contact0 dados. 

4. P o r  medio del teorema 4 (Art.  57) hallar la ecuaci6n de la tangente del 
ejercicio 1. 

5. Demostrar que la ecuaci6n de la normal a la paribola y' = 4px en 
PI(XI. YI) es y l x  + ~ P Y  = X I Y I  + ~ P Y I .  

6 .  Por  medio del resultado del ejercicio 5, hallar la ecuaci6n de la normal 
del e 'ercicio 1. 

3 3  Demostrar que las tangentes a una paribola en 10s puntos extremos do 
su a o recto son perpendiculares entre si. 

' 
Demostrar quo el punto  de intersecci6n de las tangentes del ejercicio 7 

esti  sobre la directriz de la parabola. (Ver el ejercicio 19 del grupo 23, 
Art.  5 5 . )  

9. Hallar la ecuacion de la tangente de pendiente - 1 a la paribola 
yZ - 8x = 0. 

10. Hallar la ecuaci6n de la tangente a la paribola xa + 4x + 12y - 8 = 0 
que es paralela a la recta 3x + 9y - 11 = 0. 

11. Hallar la ecuaci6n de la tangente a la paribola y2 - 2x + 2y + 3 = 0 
quo es perpendicular a la recta 2x + y + 7 = 0. 

12. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto  (- 3, 3) 
a la paribola y2 - 3x - 8y + 10 = 0. 

13. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto  (1, 4) a la 
paribola y l  + 3x - 6y + 9 = 0. 

1 4 .  Del punto  ( -  1, - 1) , se trazan dos tangentes a las paribola 

Hallar ei ingulo  agudo formado por estas rectas. 
15. Con  referencia a la paribola ya - 2x + 6y + 9 = 0, hallar 10s valores 

de k para 10s cuales las rectas de la familia x + 2y + k = 0: 

a) cortan a la paribola en dos puntos diferentes; 

b )  son tangentes a la paribola ; 
C) n o  cortan a la paribola. 
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16. Hallar el i ngn lo  agudo de intersecci6n de la recta x - y - 4 = 0 y la 
parabola y" 2x en cada uno de sus puntos  de intersecci6n. 

17. Hallar el i ngu lo  agudo de intersection de la circunferencia x" y2 = 25 
y la paribola ~ ~ - 4 ~  - 4  = 0 en uno cualquiera de sus dos puntos  de intersecci6n. 

18. Demostrar que ias parabolas x"4x+8y - 20=0 y x 2  -4x -4y+4=0 
son ortogonales entre si en cada uno de sus puntos  de intersecci6n. 

19. Desde el foco de una paribola se traza una recta perpendicular a una 
tangente cualquiera a la paribola.  Demostrar que el pun to  de intersecci6n de 
estas rectas esti  sobre la tangente a 11 paribola en el vdrtice. 

20. Demostrar que la normal de pendiente m a la paribola y" 4 p x  tiene 
por ecuaci6n y = mx - 2pm - pma. 

21. Demostrar que cualquier tangente a una paribola,  except0 la tangente 
en el virtice, corta a la directriz y a1 lado recto (prolongado si es necesario) en 
puntos que son equidistantes del foco. 

22. E n  cualquier punto  P de una parabola. no siendo el virtice. la tan- 
gente y la normal cortan a1 eje de la paribola en 10s puntos  A y B, respectiva- 
mente. Demostrar que 10s puntos  A, B y P son equidistantes del foco. 

23. P o r  medio del resultado del ejercicio 22; demuistreee a n  procedimiento 
para trazar la tangente y la normal en cualquier pun to  de una parabola dada. 

24. Demostrar que la tangente a la paribola (y - k)" 4p (x - h ) ,  de 

pendiente m ,  tiene por ecuaci6n y = mx - mh + k + 2, m # 0. 
m 

25. Demostrar que toda circunferencia que tiene de d i imetro  una cuerda 
4" 

focal de una paribola,  es tangente a la directriz. 
, ,. 26. Se han trazado dos circulos cada uno de 10s cuales tiene por  d i imetro  
J,  r * una cuerda focal de una parabola. Demostrar que la cuerda comun de 10s circu- 

' 10s pasa por el virtice de la paribola.  
27. Si desde un pun to  exterior P se trazan tangentes a una parabola, el 

segment0 de recta que une los puntos  de contacto se llama cuerda de contacto 
de P para esa paribola (vdase el ejercicio 25 del g rupo  18, Ar t .  45) .  Si 
P l  ( X I ,  y l )  es un punto  exterior a la paribola y2 = 4px,  dernudstrese que la 
ecuaci6n de la cuerda de contacto de P I  es y l  y = 2p ( X  + X I ) .  (Ver  el teore- 

Ar t .  57.) 
28 Demostrar que la cuerda de contacto de cualquier pun to  de la directriz 

A e  "0 a paribola pqsa por su foco. 
4 29. Demostrar que el Iugar geomitrico d i  10s puntos  medios de un sisterna 

de cuerdas paralelas de una parabola es una recta paralela a1 eje. Esta recta se 
llama diametro de la parabola. 

30. Hallar la ecuaci6n del d i imetro  de la paribola yl = 16x para un sisterna 
de cuerdas paralelas de pendiente 2. 

58. La funci6n cuadrAtica. La forma 

en donde , a ,  b  y c son constantes y a # 0 ,  se llama juncidn cuadrd- 
tica de z , o tn'nomio de segundo grado , y puede ser investigada por 
medio de la relaciGn 

y = az2 + bx,+ c . (2)  
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Vimos en el Articulo 56 que la ecuaci6n (2 )  se representa grifics- 
mente por una parsbola cuyo eje es paralelo a (o coinoide con) ei 
eje Y .  Por tanto, las propiedades analiticas de la funci6n cuadrsti- 
ca (1 )  pueden estudiarse convenientemente por rnedio de las propieda- 
dcs geom6tricas de la parsbola ( 2 ) .  Si reducimos la ecuaci6n ( 2 )  a 
la segunda forma ordinaria de la ecuaci6n de la parsbola, completmdo 
el cuadrado en z , obtenernos 

Fig. 81 

que es la ecuaci6n de una palxibola cuyo eje es paralelo a (o coincide 

( b  
c - b ' ) .  S i a > O ,  con ) cl eje I.', y cuyo v6rtice es cl punto - 

4a 
la pardbola se abre hacia arriba (fig. 81 [ a ] )  ; si a < 0 ,  la parhbola 
se abre hacia abajo (fig. 81 [ b 1) . 

Un punto de una curva continua cuya ordenada sea algebraica- 
lnente mayor que la de cualquiera de 10s puntos vecinos a 61 se llama 
punto mciximo de la curva. Anfilogamente , un punto cuya ordenada 
sea algcbraicsmente menor que la de cualquiera de 10s puntos vecinos 
a 61 se llama punto mfnimo de la curva. Evidentemente, si a > 0 
(fig. 81 [ a ] )  la pnrhbola (2 )  tiene un solo punto minimo, el v6r- 
ticc V .  Dc rnanera scmejante, si a < 0 (fig. 81 [ b])  la parsbola (2 )  
tienc un Clnico punto mhximo , el v6rtice V .  La intcrpretaci6n anali 
tica cs Lien obvia. Como las coordenadas del v6rtice V de la parit- 

c - E, , sc sigue que si a > 0 la funci6n 
4a 

b 
cundrdtica ( 3 )  tiene, para x = - - 2a ' un valor m i n i m o igual a 
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b2 b c - - , y si a < 0 tiene , para z = - - 4 a  2a ' un valor mbximo igual 

b2 a c - - Resumimos estos resultados en el siguiente 4a 

TEOREMA 6 .  La funcidn cundrdtica 

a x 2 + b x + c ,  a Z 0 ,  

estd representada grdficamente por la pardbola 

y = a x a + b x + c ,  

cuyo eje es paralelo a ( o  coincide con) el eje Y ,  y cuyo vdrtice es el 
b punto (- %, c - g) 

4a ' 

S i  a. > 0 ,  ,a par&la ( 2 )  ee abre hacia arriba y su vdrtice es u n  
punto minim0 , y la funcidn cuadrdtz'ca ( 1 )  t ime u n  valor minimo igual 

b2 b 
a c - - cuando = - - 

4a 2a '  
S i  a < 0 ,  la pardbola ( 2 )  se abre hacia abajo y su vhtice es un 

punto m&imo , y la funcidn cuadrdtica ( 1 )  tiene u n  valor mdximo igual 
b2 

a c-- b 
4a 

cuando x = - - 
2a'  

Acabamos de discutir 10s valores extremos de la funci6n cuadrri- 
tica ( 1 ) .  Pen, podemos tambi6n determinar fhcilmente 10s valores 
de s para 10s cuales la funci6n es positiva , negativa o cen,. Por 
ejemplo, supongamos que la funci6n cuadrhtica ( 1 )  es tal que tiene 
por grhfica a la figura 81 [ a )  en donde la parbbola corta a1 eje X en 
10s dos puntos diferentes P I  y P2. Como las ordenadas de P I  y Pz 
son nulas , se sigue , de ( 1 ) y ( 2) , que sus abscisas rl y T I  , respec- 
tivamente , son la8 las rafces de la ecuaci6n de segundo grado 

a x 2 + b x + c  = 0 .  

Adembs , como aparece en la gdfica , la funci6n ( 1 ) es negativa para 
10s valores de z comprendidos entre rl y rz , y es positiva para va- 
lores de z menores que rl y mayores que r2. El estudiante debe 
desarrollar una discusi6n semejante para la funci6n cuadrhtica repre- 
sentada por la figura 81 ( b ) .  Tambihn debe discutir la funci6n cua- 
drhtica cuya grhfica es tangente a1 eje X I  y la funci6n cuadrbtica 
cuya grhfica no corta a1 eje X . 

Ejemglo. Determinar el mix imo  o minimo de la funcion cuadritica 

6 + x - x2, (3 ) 
y lor valores de x para lor cuales esta funci6n es positiva, negativa y cero. 
Ilustrar 10s rerultados grificamente. 
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Solucibn. La funci6n (3) est6 representada grificamente por  la parabola 

y X 6 + x -  xs, 

que reducida a la forma ordinaria queda 

de mod0 que la parabola se abre hacia abajo y su virtice es el pun to  mix imo  

(i. 4) como se ve en la figura 82. 
V 

Luego la funci6n (3) tiene el valor m i -  . . 

25 ximo - cuando x  = 1 
4 5' 

Para determinar 10s valores de x  
para 10s cuales la funci6n (3) es posi- 
t iva,  necesitamos simplemente determi- 
nar,  como en Algebra, 10s valores de x  
para 10s cuales la desigualdad 

- x Z + x + 6 > 0  

es verdadera. Esta desigualdad puede 
escribirse en la forma 

(- x  - 2) (x - 3)>  0. Fig. 82 

Considerando 10s signos de 10s dos factores del primer miembro de esta des- 
igualdad, vemos quo es verdadera para todor 10s valores de x  compnndidor  en 
el interval0 - 2 < x  < 3. 

Anilogamente, considerando la desiyualdad 

vemos quo la funci6n (3) es negativa para todos 10s valorer de x  tales qae  
x < - 2  y x > 3 .  

Finalmente, considerando la igualdad 

vemos quo la funci6n (3) se anula caando x  - - 2  y x - 3. 

59. Algunas aplicaciones de la partibola. La parhbola se presenta 
frecuentemente en la prhctica. El prop6sito de este artfculo es estudiar 
brevemente algunas aplicaciones de esta curva . 

a )  Arco parabdlico. De las diversas formas de arcos usadas en 
const~cci6n,  unn tiene la forma de un arc0 parab6lico. Tal forma, 
llamada arco parabdlico , es la indicada en la figura 83 ( a ) .  La longi- 
tud en la base ae llama claro o lw ; la altura mhxima a sobre 
la base ae llama alhcra del arco. Si el arco parab6lico rse coloca de tal 
manera que eu vdrtice estd en el origen y su eje coincida con el eje Y ,  
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y si la longitud del clam es 2s y la altura es h , cntonces podernos 
demostrar fhcilmente que la ecuaci6n de la partibola toma la forma 

En un puente colgante, cada cable cuelga de sus soportes A y C 
en la forma del arco de una curva , como se indica en la figura 83 ( b )  . 

Fig. 83 

La distancia AC comprendida entre 10s soportes del cable es la luz ; 
la distancia , altura vertical de 10s soportes del cable sohre el 
punto m&s bajo, se llama depresidn del cable. Si 10s pesos de 10s 
cables son pequaiios comparados con el de la carga , y si la distribuci6n 
del peso de la carga es uniforme en la direccidn horizontal, se dernues- 
tra en hlechnics que cada cable toma muy aproximadarnente la forma 
de un arco parab6lico. 

b )  Propiedad focal de la parcibola. La partibola tiene una impor- 
tante propiedad focal haszda en el siguiente teoremn. 

TEOREMA 7 .  La normal a la parcibola en un  pun.10 Pi (xi , yl ) 
cualquiera de la pardbola jorrna dngulos iguales con el radio vector de PI 
y la recta que pasa por PI y es paralela a1 eje de la pardbola. 

D ~ n t o s ~ ~ a c r 6 k .  El teorema no sc particulariza ;.;i tornanios c o ~ i ~ o  
ccuacidn de la par6bola 13 forma can6nica 

Dcsignctrios por ?L la normal a la parAhola en PI , por 1 la rocta quc 
paat por Pi paralela a1 eje , y por r el radio vector PP1, tal corno se 
indica en la figura 84. Sea a el hngulo formado por n y r ,  y B el 
tormado por n y 1 .  Varnos a dernostrar quc a = fl . 
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2 P La pendiente de la parhbola en PI (XI , yl) es -- , seglin el tcorc- 
91 

ma 4 del Articulo 57. Por tanto,  la pendiente de n es - g. Tam- 
2 P 

biCn la pendiente de r es - ' . Por tanto , por el teorema 5 drl 
Xl - p 

Articulv 10 ,  

Fig. 84 

Como Pi(z1, yl) esth sobre la parhbola ( I ) ,  sus coordenadas 
satisfacen la ecuaci6n (1 )  , y y12 = 4 ~ x 1 .  Sustituyendo este valor 
de ylZ en la filtima igualdad , tenemos 

Y cvlr~o 1% pendiente de I es 0 ,  resulta : 

l'or tanto, de ( 2 )  y ( 3 ) ,  u = (l , y c1 tco1.elr1~1 I~UCLI;L Cle~~~~s( r i ldo .  
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Si un rayo de luz 11 toca a una superficie pulida m en el punto P ,  
es reflejado a lo largo de otra recta, digamos 12, tal como se indica 
en la figura 85 (a) .  Sea n la normal a m en P .  El Bngulo a formado 
por el rayo incidente 11 y n se llama dngulo de incidencia; el Bngulo fi 
formado por el rayo reflejado l z  y n se llama dngulo de re jkx ibn.  
En Fisica se demuestra que la ley de la reflexi6n establece : 1 )  que 
I I ,  n y 12 son coplanares , y 2) que a = fi . Por est,a ley y por 
el teorema 7 ,  vemos que si un foco luminoso se coloca en el foco F de 
una parBbola , 10s rayos inciden sobre la partibola, y se reflejan segdn 
rectas paralelas a1 eje de la parAbola , tal como se indica en la figu- 
ra 85 ( b )  . Este es el principio del reflector parab6lico usado en las 
locomotoras y autom6viles y en 10s faros buscadores. 

(6) 

Fig. 85 

Como el Sol est i  tan distante de la Tierra , sus rayos, en la super- 
ficie terrestre , son , pr&cticamente, paralelos entre s!. Si un reflector 
parab6lico se coloca de tal manera que su eje sea paralelo a 10s rayos 
del Sol, 10s rayos incidentes sobre el reflector se reflejan de manera 
que todos pasan por el foco , tal como se ve en la figura 85 ( c )  . Esta 
concentraci6n de 10s rayos solares en el foco es el principio en que se 
basa el hacer fuego con una lente ; tambi6n es el origen de la palabra 
foco , que es el t6rmino latino (focus) empleado para designar el hogar 
o chimenea. Esta propiedad tambi6n se emplea en el telescopio de 
reflexi6n en el cual 10s rayos paralelos de luz procedentes de las 
estrellas se concentran en el foco. 



LA PARABOLA 

EJERCICIOS. Grupo 26 

Dibujar una figura para cada ejercicio. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 1-4, hallar el valor miximo o minimo de la 
funcidn dada, y comprobar el resultado grificamente. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 5-8, hallar 10s valores de x, si 10s hay, para 
10s cuales es verdadera la desigualdad dada. Comprobar el resultado grifica- 
mente. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 9-12. hallar 10s valores de x para 10s cuales la 
funcidn dada es positiva, negativa y cero, y tiene un miximo o un minimo. 
Comprobar 10s resultados graficamente. 

E n  cada uno  de 10s ejercicios 13- 15. sea y = oxZ + bx + c una funci6n cua- 
dritica tal que las raices de y = 0 Sean r l  y rz. 

13. Si r l  y rz son reales y desiguales, y r l  > rz, demostrar que y tiene el 
mismo signo que a cuando x > r l  y x < rz, y es de signo contrario a a cuando 
r l  > x > rz. 

14. Si r l  y rz son reales e iguales, demuistrese que y tiene el mismo signo 
que o cuando x # r l .  

15. Si r l  y rz son n6meros complejos conjugados, demuistrese que y tiene 
el mismo signo que a para todos 10s valores de x. 

16.  Hallar la expresidn para la familia de funciones cuadriticas de x aue 
tienen un valor miximo igual a 4 para x = - 2 .  

17. Hallar la expresion para la familia de funciones cuadriticas de x que 
tienen un valor minimo igual a 5 para x = 3. 

Los problemas enunciados en 10s ejercicios 18-23 deben comprobarse grafi- 
camente. 

18. La suma de las longitudes de 10s catetos de un t r i ingulo  rectingulo es 
constante e igual a 14 cm. Hallar las longitudes de 10s catetos si el area del trian- 
gulo debe ser mixima. 

19. La  suma de dos n6meros es 8 .  Hallar estos n6meros si la suma de sus 
cuadrados debe ser minima. 

20. E l  perimetro de un rectingulo es 20 cm. Hallar sus dimensiones si su 
irea debe ser mixima. 

21. Hallar el nlimero que excede a au cuadrado en un ncmero miximo. 
22. Demostrar que de todos loe rectingulos que tienen un  perimetro f i j o  

el cuadrado es el de irea mixima. 
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23. U n a  viga simplemente apoyada de longi tud  1 pies e s t i  un i formemente  
cargada con w  l ibras p o t  pie. E n  Mecinica se demuestra que  a una distancia de 
x  pies de u n  sopor te ,  el momento  f lexionante M en  pies-libras esra dado p o r  la 
fdrmula  M = w l x  - % w x ? .  Demost ra r  que el mornento f lex ionante  es 
m a x i m o  en el centro de la viga. 

24 .  Determinar  la ecuaci6n del arc0 parab6lico cuyo  claro o l u z  es de 12 m 
y cuya a l tu ra  es de 6 m .  

25. Determinar  la ecuaci6n del arco parab6lico formado p o r  10s cables 
que  soportan un puenre colgante cuando el claro es de 150 m y la depresion de 
1,O mctros.  



CAPITULO VII 

LA ELIPSE 

60. Definiciones. Una elipse es el lugar geom6trico de un punto 
que se mueve en un plano de tal manera que la suma de sus distancias 
a dos puntos fijos de ese plano es siempre igual a una constante, ma- 
yor que la distancia entre 10s dos puntos. 

Fig. 86 

Los dos puntos fijos se llaman focos de la elipse. La definicidn de 
una elipse excluye el caso en que el punto mdvil est6 sobre el segmento 
que une 10s focos . 

Designemos por F  y Fr  (fig. 86) 10s focos de una elipse . La rec- 
ta  1 que pasa por 10s focos tiene varios nombres ; veremos que es con- 
veniente introducir el tdrmino de eje focal para designar esta recta. 
El eje focal corta a la elipse en dos puntos , 1.I y V r  , llamados vir t ices .  
La porcidn del eje focal comprendida entre 10s v&rtices, el segmento 
V V r  , se llama eje m a y o r .  El punto C del eje focal, punto medio del 
segment0 que une 10s focos , se llama centro . La recta Z r  que pasa por 
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C y es perpendicular a1 eje focal 1 tiene varios nombres ; encontrare- 
mos conveniente introducir el thrmino eje normal para designarla . El 
eje normal I t  corta a la elipse en dos puntos , A y A t ,  y el segmento 
AAt se llama eje menor. Un segmento tal como BB' , que une dos 
puntos diferentes cualesquiera de la elipse , se llama cuerda. En par- 
ticular, una cuerda que pasa por uno de 10s focos , tal como EE' , se 
ilama cuerda focal. Una cuerda focal , tai como LL , perpendicular 
a1 eje focal 1 se llama lado recto. Evidentemente como la elipse tiene 
dos focos , tiene tambihn dos lados rectos. Una cuerda que pasa por C , 
tal como DDt  , se llama un dicimetro . Si P es un punto cualquielSa de 

la elipse , 10s segmentos FP y FtP 
Y que unen 10s focos con el punto P se 

llaman radios vectores de P . 
61.  Ecuaci6n de la elipse de 

centro en el origen y ejes de coorde- 
V . nadas 10s ejes de la elipse. Consi- 

remos l a  elipse d e  centro en el 
origen y cuyo eje focal coincide con 

A' el eje X (fig. 87). Los focos F y Ft 
esthn sobre el eje X .  Como el cen- 

Fig. 87 tro 0 es el punto medio del seg- 
mento FFt ,  las coordenadas de 

F y Ft  ser4n , por ejemplo , ( c ,  0)  y (- c , 0) , respectivamente, 
siendo c una constante positiva. Sea P ( z  , y )  un punto cualquiera 
de la elipse. Por la definici6n de la curva , el punto P debe satisfacer 
la condici6n geomhtrica 

en donde a es una constante positiva mayor que c .  
Por el teorema 2 ,  Articulo 6 ,  tenemos 

de manera que la condici6n geometrica ( 1 ) estti expresada analitica- 
mente por la ecuaci6n 

Para simplificar la ecuaci6n ( 2 ) ,  pasamos el segundo radical a1 
segundo miembro , elevamos a1 cuadrado , simplificamos y agrupamos 
10s tkrrninos semejantes. Esto nos da 
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Elevando a1 cuadrado nuevamente , obtenernos 

de donde , 
( a 2 - c 2 ) x 2  + a2yZ = a2(a2  - c Z ) .  ( 3 )  

Como 2a > 2c es a2 > c2 y a2 - c2 es un niimero positivo que 
puede ser reemplazado por el nlirnero positivo b2 , es decir , 

Si en (3)  reemplaxalnos a2 - c2 por bZ , obtenernos 

y dividiendo por a' b 2 ,  se obtiene , finalmente , 

Reciprocarnente, sea P I  ( X I  , X I )  un punto cualquiera cuyas coor- 
denadas satisfacen la ecuacidn ( 5 )  , de rnanera que 

Invirtiendo el orden de Ins operaciones efectuadas para pasar de la 
ecuaci6n ( 2 )  a la ( 5 ) ,  y dando la debida interpretaci6n a 10s signos 
de 10s radicales, podemos demostrar que la ecuaci6n ( 6 )  conduce a la 
relaci6n 

d ( X I  - c ) ~  + y12 + d ( X I  + c ) ~  + y12 = 2 a ,  

que es la expresidn analitica de la condici6n geomdtrica (1) aplicada 
a1 punto P I .  Por tanto, P I  estsl sobre la elipse cuya ecuaci6n est& 
dada por ( 5 ) .  

Ahora discutirernos la ecuaci6n ( 5 )  de acuerdo con el Artfculo 19. 
Por ser a  y - a las intersecciones con el eje X ,  las coordenadas de 
10s vQtices V y V I son (a  , 0)  y (- a ,  0 )  , respectivamente , y la 
longitud del eje mayor es igual a 2 a ,  la constante que se menciona en 
la definici6n de la elipse . Las intersecciones con el eje Y son b y - b . 
Por tanto, las coordenadas de 10s extre~nos A y At del eje menor son 
( 0 ,  b )  y (0, - b ) ,  respectivamente, y la longitud del eje menor es 
igual a 2b.  

Por la ecuaci6n ( 5 )  vemos que la elipse es simdtrica con respecto a 
ambos ejes coordenados y a1 origen. 
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Si de la ecuaci6n ( 5 )  defipejamos y , obtenernos 

Luego , se obtienen vnlores reales de y solarnente para valores de x del 
intervalo 

- a ( x l a .  ( 8 )  

Si de la ecuaci6n ( 5 )  despejnrnos x ,  obtenernos 

de rnanera que se obticnen valores reales dc x ,  solanler~te para va- 
lores de y dentro del intervalo 

De (8) y (9).se deduce que la elipse estfi lirnitada por el recthngulo 
cuyos lados son las rectas x = * a ,  y = * b .  Por tanto, la elipse es 
una curva cerrada . 

Evidenternente , la elipse no tiene asintotas verticales ni horizon- 
tales. 

La abscisa del foco F es c .  Si en (7 )  sustituirnos x por este valor 
se obtienen las ordenadas correspondientes que son 

de donde , por la relaci6n ( 4 ) , 

2bt 
Por tanto, la longitud del lado recto para el foco F es -. Anhloga- 

a 
2b2 

rnente , la longitud del lado recto para el foco F' es --;. 

_,+ Un elernento irnportante de una elipse es su excentricidad que se 
C 

define corno la raz6n - y se representa usualmente por la letra e .  a 
Dc ( 4 )  tenemos 

Como c < a ,  l a  excentricidad de una elipse es menor que la unidad 



Consideremos ahora el cam en que el centro de la elipse est i  en el 
origen, per0 su eje focal coincide con el eje Y .  Las coordenadas de 
10s focos son entonces ( 0 ,  c )  y (0 ,  - c )  . En este caso , por el mismo 
procedimiento empleado para deducir la ecuaci6n ( 5) , hallamos que 
la ecuaci6n de la elipse es 

en donde a es la longitud del semieje mayor, b la longitud del semieje 
menor, y aZ = b2 + c2 .  La discusi6n completa de la ecuaci6n ( 1 1 )  se 
deja a.1 estudiante como ejercicio . 

Las ecuaciones (5) y ( 1 1 )  se llaman, generalmente, primera 
ecuacidn ordinaria de la elipse. Son las ecuaciones m&s simples de la 
elipse y , por tanto, nos referiremos a ellas como a Ins formas can& 
nicas . 

Los res~lt~ados anteriores se pueden resumir en el siguiente 

TEOREMA 1 . L a  ecuacidn de u n a  elipse de centro en  el origen , ejc 
focal el eje X ,  distancia focal igual a 2c y cantidad7constar~te igual 
a 2a es 

Si el eje focal de la elipse coincide con el eje Y , de manera que los 
coordenadas de 10s focos sean ( 0 ,  c) y (0,  - c )  , la ecuocidn de la 
elipse es 

Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor, b la del semieje 
menor ,  y a ,  b y c estdn ligados por la relacidn 

a2  = b2 + c2. 
2b2 TambiSn, para cada elipse, la longitud de cadu lado recto es - y la 
a 

excentricidad e estd dada por la fdrmula 

NOTA. Si teducimos la ecuaci6n de una elipse a su forma can6nica. pode- 
mos  determinar ficilmente su posici6n relativa a 10s ejes coordenados ccmpa- 
rando 10s denominadores de 10s t lrminos en x" ya. E l  denominador mayor 
esta asociado a la  variable corcespondiente al e j e  coordenado con el cual coincide 
el e j e  mayor de la elipse. 
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Ejemplo. U n a  elipse tiene su  cen t ro  en el origen,  y su  eje mayor  coincide 
con el  eje Y. S i  u n o  de 10s focos es el p u n t o  (0, 3) y la excentricidad es igual  
a x. hal la r  las coordenadas de o t r o  foco ,  las longi tudes  de 10s ejes mayor  y 
menor ,  la  ecuaci6n de la elipse y la l o n g i t u d  de cada u n o  de sus lados rectos. 

F ig .  88 

Soluci6n. C o m o  u n o  de 10s focos es el p u n t o  (0, 3 ) .  tenemos c = 3, y las 
coordenadas del o t r o  foco s o n  (0, - 3 ) .  C o m o  la excentricidad es , tenemos 

de donde ,  a = 6. Tenemos ,  t a m b i i n ,  

b - d F Z = d 6 Z - 3 2 = 3 . \ / 3 .  

P o r  t a n t o ,  1as longi tudes  de 10s ejes m a y o r  y menor  son  2a = 12 y 2 b  = 6 d 3 ,  
respectivamente. 

P o r  el teorema 1, la ecuaci6n de l a  elipse es 

2bZ 2 . 2 7 - q ,  L a  l o n g i t u d  de cada lado  recto es - = ---- - 
a 6 

E l  lugar  geomCtrico es el representado en la f igura  88. 

EJERCICIOS. Grupo 27 

D i b u j a r  una f igura  para cada ejercicio. 

1. Deducir  la ecuaci6n ord inar ia  +1 - 1 a par t i r  de la definicibn de 
ba a2 

la  elipse. 



LA ELIPSE 

2. Desarrollar una discusi6n completa de la ecuaci6n ordinaria 

3. Dados 10s focos y la longitud de su eje mayot,  demostrar un procedi- 
miento para obtener puntos  de una elipse usando escuadras y compis. 

4. Demostrar un procedimiento para obtener puntos  de ana  elipse usando 
escuadra y compis si se conocen sus ejes mayor y menor. 

5. Demostrar que la circunferencia es un caso particular de la elipse cuya 
excentricidad vale cero. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 6-9, hallar las coordenadas de 10s virtices y 
focos. las longitudes de 10s ejes mayor y menor, la excentricidad y la longitud 
de cada uno de sus lados rectos de la elipse correspondiente. T raza r  y discatir el 
lugar geomitrico. 

10. Hallar la ecuaci6n de la elipse cuyos virtices son 10s puntos  (4, O), 
(- 4, Q), y cuyos focos son 10s puntos  (3, O), (- 3. 0). 
11. Los vfrtices de una elipse son 10s puntos (0. 6). (0, - 6), y sas focos 

son 10s puntos (0. 4). (0. - 4). Hallar su ecuaci6n, 
12. Hallar la ecuaci6n de la elipse cuyos focos son 10s puntos  (2, 0). 

(- 2. 0) , y su excentricidad es igual a %. 
13. Los focos de una elipse son 10s puntos  (3, 0). (- 3, 0). y la longitud 

de uno cualquiera de sus lados rectos es igual a 9. Hallar la ecuaci6n de la elipae. 
14. Hallar la ecuaci6n y la excentricidad de la elipse que tiene su centro en el 

origen, uno de sus virtices en el pun to  (0, - 7) y pasa por el punto  dTlE . ( 3 )  
15. Una elipse tiene su centro en el origen y n *  eje mayor coincide con el 

eje X. Hallar su ecuaci6n sabiendo que pasa por 10s pu~,:os (4%) - 1 ) y 

(2 ,  47). 

16. Hallar la ecuacidn de la elipse que pasa por el pun to  (q. 1) ,  tiene tk- , 
su centro en el origen, su eje menor coincide con el eje X y la longltud de su zp - . %a,Z 

4-- 

eje mayor es el doble de la de su eje menor. Q- / 2.0 
17. Demostrar que la longitud del eje menor de una elipse es media g r o p o r . b  

cional entre las longitudes de su eje mayor y su lado recto. - 'y , 18. Demostrar que la longitud del semieje menor de una elipse es media 
,J- - 

proporcional entre 10s dos segmentos del eje mayor determinados por  uno de 10s *r 
focos. 

19. Demostrar que si dos elipses tienen la misma excentricidad, las longi-  
tudes de sus semiejes mayor y menor son proporcionales. 

20. Si P l  (XI .  y l )  es un  pun to  cualqaiera de la elipse b 2 x a + a 2 y 2  = aab2 ,  
demuistrese quqdus radios vectores son a + ex1 y a - exl. Establecer el signi- 
ficado de la sups de estas longitudes. 

21. Halla 10s radios vectores del pun to  (3, W )  que es t i  sobre la elipse 
J l  12 7xr + 16yr , . 

u ' ,  
js,, LY %' t LC&, , 
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22. Los puntos  extremos de u n  d i imetro  de la elipse b 2 x 2  + a Z  yZ = a3 b2 
son P I  y Pp.  Si  F es uno  de 10s focos de la elipse, demostrar que  la suma de 
10s radios vectores F P I  y F P a  es igual a la longitud del eje mayor.  

23. Si k es u n  numero posit ivo,  demostrar quo la ecuaci6n 3 x 2  + 4ya = k 
representa una  familia de elipses cada una de las cuales tiene de excentri- 
cidad s. 

E n  cada u n o  de 10s ejercicios 24-26, usando la definici6n de elipse, hallar la 
ecuaci6n de la elipse a par t i r  de 10s datos dadoa. Reduzcase la ecuaci6n a la pri-  
mera forma ordinaria por  transformation de coordenadas. 

24. Focos ( 3 .  8) y ( 3 .  2)  ; longitud del eje mayor = 10. 
26. VCrtices (- 3 .  - 1)  y (5. - 1 ) ;  excentricidad = 95. 
26. VQrtices (2,  6)  y (2. - 2 )  : longi tud  del lado recto = 2. 

27. Hallar e identificar la ecuaci6n del lugar geometric0 de un  pun to  que se 
mueve de tal m a n e n  quo su distancia de la recta y = - 8 eu aiempre igual a1 
doble de su distancia del p u n t o  (0, - 2 ) .  

28. Hallar e identificar la ecuaci6n del lugar geomltrico dc 10s puntoe  me- 
diom de las ordenadas de 10s p u n t o s  de la circunferencia x9 + yz = 9. 

29. Hallar e identificar la eeuaci6n del lugar geomhtrico de 10s puntoa que 
dividen a las ordenadas de 10s pun tos  de la circunferencia x2 + y 2  = 16 en la 
raz6n 1 : 4. (Dos  soluciones.) 

30. U n  segmento A B  de longitud fi ja se mueve de tal manera que su extre- 
mo  A permanece aiempre sobre el eje X y su extremo B siempre sobre el eje Y. 
Si  P es u n  pun to  ctlalquiera, dis:into de A y B. y quo n o  estC aobre el segmento 
AB o en su  prolongaci6n, demudstrese quo el lugar geomdtrico de P es una 
elipse. U n  instrumento basado sobre este principio se usa para construir  elipses 
teniendo como datos 10s ejes mayor y menor. 

62. Ecuaci6n de la elipse de centro (h,  k) y ejes paralelos a 10s 
coordenados. Ahora considernremos la determinacidn de la eeuaci6n 
de una elipse cuyo centro no esth en el origen y cuyos ejes son parale- 
10s a 10s ejes coordenados. Segiln eeto, consideremos la elipse cuyo 

Y eentro estfi en el punto (h , k) y cuyo 
Y' eje focal es parelelo a1 eje X tal como 

se indica en la figura 89. Sean 2a y 2b 
las longitudes de 10s ejes mayor y me- 

-*x' nor de la elipse , respectivamente . Si 
10s cjes coordenados son trasladados 

I de manera que el nuevo origen 0' 

I >x coincida con el centro (h , k) de la 
Fig .  89 elipse, se sigue, del teoremtl 1,  Ar- 

ticulo 61 , que la ecuaci6n de la elipse 
con referencia a 10s nuevos ejes X '  y Y 1  estL dada por 
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De la ecuaci6n (1) puede deducirss la ecuaci6n de la elipse referida a 
10s ejes originales X y Y usando las ecuaciones de transformaci6n del 
teorema 1 ,  Articulo 50, a saber : 

x = x r + h ,  y = y f + k ,  
de donde : 

$ = z - h ,  y r = g - k .  

Si sustituimos estos valores de x' y yr en la ecuaci6n (I), obtenemos 

que es la ecuaci6n de la elipse referida a 10s ejes originales X y Y .  
AnBlogamente , podemos demostrar que la elipse cuyo centro es el 

punto (h , k )  . y cuyo eje focal es paralelo a1 eje Y tiene por ecuaci6n 

Las ecuaciones (2) y (3) se llaman, generalmente, la segunda 
ecuacidn ordinaria de la elipse. Los result ado^^ precedentes , juntos con 
el teorema 1 del Articulo 61 , nos dan el siguiente 

TEOREMA 2. La ecuacidn de la elipse de cenlro el punlo ( h ,  k) y 
eje focal paralelo a1 eje X ,  estd dada por la segunda forma ordinaria, 

Si el eje focal es paralelo a1 eje Y ,  su ecuacidn estd dada por la 
segunda f orma ordinaria 

Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor, b es la del 
semieje menor, c es la dislancia del cenlro a cada foco , y a ,  b y c 
estdn ligadas por la relacidn 

a2 = b2 + c2.  

Tambibn , para cada elipse, la longitud de cada uno de sus lados rectos 

es 2b' , y la excentricidad c esld dado por la rclocidn 
a 
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Ejemplo 1. Los virtices de una elipse tienen por  coordcnadas (- 3, 7) y 
(- 3, - 1 ) .  y la longitud de cada lado recto es 2 .  Hallar la ecuaci6n de la 
elipse, las longitudes de sus ejes mayor y menor, las coordenadas de sus focos 
y su excentricidad. 

Soluci6n. Como 10s v6rtices V  y V 1  estin sobre el eje focal y sus abscisan 
son ambas - 3, se sigue (fig. 90) que el eje 

Y focal es paralelo a1 eje Y.  P o r  tanto.  por el 
teorema 2.  la ecuaci6n de la elipse es de la 
forma 

( x - h ) l  ( ~ - k ) ; = ~ .  
b  a + aa 

E l  centro C ea el pun to  medio del eje ma- 
yor V V 1 ,  y sus coordenadas s o  n ,  por lo  
tanto. (- 3, 3 ) .  La longitud del ~ j e  ma- 
yor  V V 1  es 8, como se puede ver fdcilmente. 
P o r  tanto,  2a = 8 y a  = 4. La  longitud del 

2ba lado recto es - = 2.  Como a  = 4. se sigue 
a  

que 2b2 = 8 ,  de donde b  = 2 ,  y la longitud 
del eje menor es 4. Luego la ecuacion de la 
elipse es 

Fig.  90 

Tambi in .  ca = aa - b;  = 16 - 4 = 12. de d o n d e c = 2 6. Por  tanto.  
las coordenadas de 10s focos son F (- 3, 3 + 2 f i )  y F ' ( -  3, 3 - 2 f i )  , 

c 2 f i  f i  
y la excentricidad e = - = - 

4 
- -. 

2 

Consideremos ahora la ecuaci6n de la elipse en la forma 

( ~ - - h ) ~  + (Y -k)= = 1. 
a2 b2 ( 2 )  

Si quitamos denominadores, desarrollamos, trasponemos y ordenamos 
t6minos , obtenemos 

la cual puede escribirse en la forma 

e n  d o n d e ,  A = b 2 ,  C = a a ,  D = - 2b3h, E = - 2a2k y 
F = b2 h2 + a2 k2 - d b2. Evidentemente , 10s coeficientes A y C de- 
ben ser del mismo s i g n ~ .  


