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altura de B sobre el lado AC, y por b la longitud del lado AC. El 
drea del tridngulo estA dada por la f6rmula 

Por la fGrmula de la distancia entre dos puntos (teorema 2 ,  Ar- 
tfculo 6) , 

b = 4 (21 - xs)' + (yi - ~ 8 ) ' .  (2 )  

Fig. 48 

Segdn el teorema 3 ,  Articulo 27, la ecuaci6n de AC es 

que puede escribirse en la fonna 

(yt - ys) z - (Xl - Xl) y + 21 ys - x3 y1 = 0 

Usando esta Clltima ecuaci6n junto con el punto B(22,  yz) , hallamos , 
por el teorema 9 del Artlculo 3 3 ,  que 

I(y1 - ys) 2s --(XI - za) yz +xi ga - ~ 3 ~ 1 )  
h = 

d ( y l  - ~ 3 ) ~  + (21 - ~3)' ( 3 )  

Por tanto , de las ecuaciones ( 1 ) , ( 2)  y ( 3  ) , tenemos , para Itreti 
del tridngulo , 
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La expresidn que estA dentro de barras en el segundo miembro de ( 4 )  
e3 el valor absoluto del desarrollo del detern~inante 

(VQase nota 2 del teorema 3 ,  Ar t .  27. ) E n  consecuencia , tenemos : 
TEOREMA 12. El drea del Iridngulo que tiene por vdrtices 10s puntos 

( X I ,  Y I ) ,  ( ~ 2 ,  ~ 2 )  Y (xa, ~ 3 )  es 

debiendo tomarse el valor absoluto del deferminante. 
Si tres puntos diferentes son colineales, pueden ser mnsiderados 

como 10s vertices de un trihngulo cuya Brea es cero. Por tanto,  por 
el teorema 12 ,  si 10s tres puntos diferentes (XI, yl), (22, yz), (x3, ya) 
son colineales, entonces K = 0 y 

Reciprocamente , si ( 5 ) es verdadera , I( = 0 en el teorema 12 . 
y 10s tres puntos son colineales. 

En  consecuencia , tenemos : 
COROLARIO. Una condicidn necesaria y suftciente para que tres 

puntos diferentes de coordenadas (XI , y l )  , (xz, yz) , (xa, ye) Sean 
colineales es que 

X l  y1 1 

X3 y3 

35. Ecuacibn de la recta que pasa por dos puntos, en forma de 
determinante. En la nota 2 del teorema 3 ,  Articulo 27, obtuvimos la 
ecuaci6n de una recta que pasa por dos puntos dados, en forma de 
determinante. Ahora deduciremos esta forma por otm metodo que 
es importante porque puede usarse para obtener en forma de determi- 
nante las ecuaciones de otras figuras geometricas. 

Tomemos para ecuaci6n de la recta que pa= por 10s dos puntos 
dados PI (XI , yl) y Pz (zz , y2) la 



LA LINEA RECTA 8 9 

Como 10s puntos PI y P2 estitn sobre la recta, sus coordenadas deben 
satisfacer la ecuaci6n ( 1 ) , y tenenlos Ins dos ecuaciones 

Como la ecuaci6n buscada es de la forma ( 1 ) , debemos considerar 
10s coeficientes A , B y C como inc6gnitas. Sus valores , ademhs , 
deben ser 10s mismos en las ecuaciones ( 2 )  y (3) si la recta pasa 
por PI y P2. Podemos entonces considerar las ecuaciones ( 1 ) , ( 2) 
y ( 3 )  como un sistema de tres ecuaciones lineales homogeneas con 
tres inc6gnitas, A , B , C . En la ecuaci6n ( 1 ) , C puede ser cero , 
per0 A y B no pueden ser ambas cero. Ahora bien , por Algebra, 
sabemos que para que el sistema formado por las ecuaciones ( 1  ) , ( 2)  
y ( 3)  tenne una soluci6n distjnta -- de ceso , es necesario y suficiente 
que el determinante del sistema se anule (ApBndice IB , 6 ; teorema) , 
es decir , 

x y l  
= 0 .  ( 4  

Vamos a demostrar que ( 4 )  es la ecuaci6n buscada. E n  efecto, 
como X I ,  yl , 2 2  y yz son constantes conocidas, el desarrollo del de- 
terminante, por elementos de la primera fila , da una ecuaci6n de la ,  
forms ( 1 ) .  Por tanto,  ( 4 )  es la ecuaci6n de una recta. Ademhs , 
la ecuaci6n ( 4 )  ye satisface por las coordenadas de PI y Pz. Porque , 
si sustitufmos z y y por XI y yl , respectivamente, las filas prinlera 
y segunda son id6nticas , y el determinante se anula (ApBndice IB , 5 ; 
propiedad 4 ) .  Anhlogamente, si ye sustituyen en ( 4 )  las coordenadas 
variables z y y por las coordenadas de Pz , las filas primera y tercera 
quedan id6nticas, y el determinante se anula . 

Este resultado nos dice 
T E O ~ E M A  13. La ecuacidn de la recta que pasa por 10s puntos 

PI (XI , yl )  y P2 (x2 , yz) , puesta en f o r m  de determinante , es 

Ejemplo. Eacribir. en forma de determinante, la ecuaci6n de la recta que  
pasa por 10s puntoa (- 1 ,  4) y ( 3 ,  1 ) .  A partir de ella obtingase la ecuaci6n 
en su forma general. 
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Solucibn.  P o r  el teorema 13 anterior,  la ecuaci6n es 

Si desarrollamos por 10s elementos de la primera fi la,  obtenemos 

de donde la ecuaci6n de la recta, en su forma general. es 

36. Pamilias de lineas rectas. E n  el Artbulo 29 vimos que una 
recta y su ecuaci6n quedan determinadas perfectamente por dos condi- 
ciones independientes. Por tanto, una recta que satisface solamente 
una condici6n no es una recta linica ; hay infinidad de rectas que la 
cumplen, cada una de las cuales tiene la propiedad comb asociada 
con esa linica condici6n. De acuerdo con esto podemos formular la 
siguien te 

DEFINICI~N. La totalidad de las rectas que satisfacen una linica 
condici6n geomCtrica se llama jamilia o haz de rectas. 

Para mejor comprender este nuevo concepto, consideremos primero todas las 
rectas que tienen de pendiente 5. La totalidad de estas rectas forma una familia 

de rectas paralelas, teniendo todas la propiedad co- 
Y mun de que su pendiente es igual a 5. Analitica- 
A mente. esta familia de rectas puede representarse por  
k = 2  la ecuacion 

y = 5 x + k .  (1) 

en donde k  es una constante arbitraria que puede 
tomar todos 10s valores reales. Asi. podemos obte- 
ner la ecuaci6n de cualquier recta de la familia asig- 
nando simplemente un valor particular a k  en la 
ecuacibn (1 ) .  Recordando la ecuaci6n de la recta en 
funcion de la pendiente y la ordenada en el origen 

*X (teorema 2. Ar t .  27) .  este valor de k representa 
el segment0 que la recta determina sobre el eje Y. 
Las rectas de la familia (1) para k  = 2 ,  k  = 0 y 
k  = - 1 es t in  representadas en la figura 49. 

Y' Como ot ro  ejemplo, consideremos todas las rec- 
tas que pasan por el pun to  (2,  3 ) .  Segun la ecua- 

F ig .  49 cion de la recta que pasa por un' punto  y tiene una 
pendiente dada (teorema 1. Ar t .  26) esta familia de 

rectas puede representarse, analiticamente, por  la ecuacion 
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en donde k, la pendiente, es una constante arbitraria a la que puede asignarse 
cualquier valor real. E n  la figura 50 se ban construido tres rectas de la fami- 
lia ( 2 )  correspondientes a k = 0, k = 1 y k = - 1. Como k no esti  definida 
para una recta paralela a1 eje Y,  la ecuacion (2)  no  incluye a la recta x = 2 que 
tambiin pasa por el punto  (2, 3 ) .  La familia de rectas (2) se llama haz de 
recras de vCrrice ( 2 ,  3 ) .  

Vemos , considerando ambas familias ( I )  y ( 2 )  , que una recta 
de una familia puede obtenerse asignando un valor particular a la 
constante arbitraria k .  Teniendo en cuenta su importancia, se le da 
a k un nombre especial ; se le llama pardmetro de la familia. 

3, 
Fig.  50 

El concept0 de familia de rectas es Gtil en la determinaci6n de la 
ecuaci6n de una recta particular. El procedimiento consiste , esencial- 
mente, en dos pasos : a)  se escribe la ecuaci6n de la familia de 
rectas de tal manera que satisfaga una condici6n dada, y b )  se 
determina el valor del par6metro de la familia aplicando la otra condi- 
ci6n dada. 

Ejemplo 1. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto  (1, 6)  y 
tal que la suma algebraica de 10s segmentos que determina sobre 10s ejes coorde- 
nados (intercepciones) es igual a 2. 

Soluci6n. De la forma simitrica de la ecuacion de la recta (teorema 4, Ar-  
ticulo 27) .  la familia de rectas, para cada una de las cuales la suma de 10s seg- 
mentos que determina sobre 10s ejes coordenados es igual a 2, tiene por ecuacion 

De  todas las rectas de la familia ( J )  , queremos la recta que pasa por  el punto  
(1, 6 ) .  Para ello, determinaremos el valor del paramerro a de tal manera que 

Ias coordenadas del pun to  ( 1 .  6 )  satisfagan ( 3 ) .  P o r  tanto ,  haciendo x = 1 y 
y = 6 en (3) , obtenemos 

1 6 y+== 1'  
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de d o n d e ,  

o sea, 

Las  raices de esta u l t ima  ecuacion s o n  a  = - 1. - 2 ,  de manera que.  en  reali- 
d a d ,  hay d o s  rectas q u e  c u m p l e n  c o n  las  condiciones especificadas de l  problems. 

L a s  ecuaciones d e  estas  d o s  rectas se ob t ienen  

Y a h o r a  f i c i l m e n t e  d e  (3)  s u s t i t u y e n d o  

a = - I  y a = - 2  

sucesivamente.  Asi,  p a r a  a = - 1 ,  tenemos 

X -I+$=" 
o sea. 

3 x - y + 3 = 0 :  

y  para  a  = - 2 .  tenemos 

X + U =  I ,  
- 2  4 

>X o sea. 
2 x -  y + 4  = o .  

E n  la  f igura  51 se h a n  representado las d o s  
a= -1 

rectas. 
Y' 

F i g .  51 Tiene especial inter& la familia de 
rectas que pasan por la intersecci6n de dos 

rectas dadas. Supongamos que las ecuaciones de dos rectas que se 
ccrtan son 

A I X + B I ~ + C I  = 0 ,  ( 4 )  

y sea PI (XI , yl) su punto de intersecci6n. Consideremos la ecuaci6n 

en donde kl y kl son constantes arbitrarias que pueden tomar todos 
!os valores reales , exceptuando el caso en que ambas Sean cero sirnul- 
tBneament,e. Vamos a demos~rar que ( 6 )  es la ecuaci6n de la familia 
de rectas que pasan por PI . 

Como kl y k2 son constantes, la ecuacidn ( 6 )  es lineal en las 
variables x y y , y , por tanto, representa una linea recta. AdemBs , 
como P, (TI, yl) est4 sobre ambas rectas (4) y (5) , sus coordenadas 
satisfacen sus ecuaciones , de manera que 
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Si t~hora hacemos en ( 6 )  z = X I  y y  = yl , hallamos , en vista 
de ( 7 )  Y ( 8 1 ,  que 

k , . O +  k2-0 = 0 ,  

que es verdadera para todos 10s valores de kl y k z .  Por tant,o, la 
ecuaci6n ( 6 )  representa todas las rectas que pasan por P I ( X I ,  9 1 )  , 
punto de interseccidn de las rectas ( 4 )  y ( 5 )  . En particular, para 
kl # 0 ,  k2 = 0 ,  obtenemos la recta ( 4 )  de (6 ) ,  y de kl = 0 ,  kz # 0 ,  
obtenemos la recta (5 ) . 

En general, sin embargo, no nos interesa obtener las rectas ( 4 )  y 
( 5 )  a partir de ( 6 ) .  Podemos, por ejemplo, eliminar la recta ( 5 )  
de la familia ( 6 )  especificando que kl puede tomar todos 10s valores 
reales except0 cero. Bajo esta hip6tesis podernos dividir la ecuaci6n (6) 

por kl , y si reemplazamos la constante por k  , ( 6 )  toma la forma k 1 

m l s  simple 
A I X +  B l y +  CI + k ( A z ~ +  B 2 y +  C Z )  = 0 ,  ( 9  

en donde el parlmetro k  puede tomar todos 10s valores reales. La 
ecuaci6n ( 9 )  representa entonces la familia de todas las rectas que 
pasan por la interseccihn de Ins rectns ( 4 )  y ( 5 ) ,  con la dnica excep- 
ci6n de la recta ( 5 )  . 

La importancia de la forma ( 9 )  est l  en que nos permit,e obtener 
la ecuaci6n de una recta que pasa por la intersecci6n de dos rectas 
dadas sin tener que buscar las coordenadas del punto de int,ersecci6n. 

I? 
Fig.  52 

Ejemplo 2. Hallar la  ecuacitrn de la recta de pendiente  - 3 y qur 1;::: 39r 

la intersecci6n de las rectas 4% + 2 y  - 13 = 0 y 3x - Ty -+ 3 = 0. 
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Soluci6n.  La familia de rectas que pasan por el pun to  de interseccidn de l as 
rectas dadas es t i  representada po r  la ecuacidn 

que puede escribirse en la forma general 

4 4- 3h c u y a  pendiente es - -. Como la pendiente de la recta buscada es igual 
2 - 7k 

a - 3, tendremos: - 4 = - 3, de donde 4 + 3k = 6 - 21k y k = Kz. 
2 - 7k 

Susti tuyendo este valor de k en (10).  tenemos, para ecuacidn de la recta 
buscada, 

- 17 5 1 1 7 x + - y - - = ~ ,  o s e a ,  3 x + y  - c , = o .  
4 12 4 

Esta recta es la que aparece de trazos en la figura 52. 

NOTA. Este ml todo de parimetros l o  usaremos tambiin m i s  adelante en 
conexidn con otras curvas, en donde sus ventajas y su simplicidad relativa serin 
a6n m i s  marcadas. 

E J E R C I C I O S .  Grupo  13 

Dibujar  una figura para cada ejercicio. 

1. Escribir  la ecuacidn de la familia de rectas que son paralelas a la recta 
2x - 7y + 2 = 0. Dibujense tres elementos de la familia, especificando en cada 
caso el valor del  par imetro .  

2. Escribir la ecuacion de la familia de rectas que son perpendiculares a la 
recta 3x  + 2y - 7 = 0. Dibhjense tres elementos de la familia, especificando 
en cada caso el valor del parimetro.  

3. Escribir la ecuacidn de la familia de rectas tangentes a un  circulo cuyo 
centro es t i  en el origen y cuyo radio es igual a 4. Dibejense tres elementos de la 
familia, especificando en cada caso el valor del pardmetro. 

4. Establecer una propiedad cornen para todas las rectas de cada ona de las 
siguientes familias: 

5. Determinar el valor del par imetro  k de manera que la recta de la familia 
k x  - y + 8 = 0 que le corresponda pase por  el p u n t o  ( -  2, 4 ) .  Hallar la 
ecuacidn de la recta. 

6 .  Determinar el valor del parimetro k de manera que la recta de la familia 
3x - ky - 7 = 0 que le corresponda sea perpendicular a la recta 7x  +4y  - 11 = 0. 
Hallado el parimetro,  escribase la ecuacidn de la recta. 

7. Determinar el valor del pardmetro c para que la recta de la familia 
cx + 3y - 9 = 0 que le corresponda, determine sobre el eje X un segment0 
igual a - 4. Hallar la ecuacion de la recta. 
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8. Determinar el valor del parimetro k correspondiente a la recta de la 
familia 5x - 12y + k = 0 cuya distancia del origen es igual a 5. Teniendo el 
parimetro.  hillese la ecuaci6n de la recta. (Dos  soluciones.) 

9 .  La  ecuaci6n de una familia de rectas es 2x + 3y + k = 0. E l  producto 
de 10s segmentos que una recta de la familia determina aobre 10s ejescoordenados 
es 24. Hillese la ecuaci6n de la recta. (Dos  soluciones.) 

10. Usando el mi todo del par imetro ,  hallar  la ecuacion de la recta que pasa 
por  el pun to  (2, - 3) y es paralela a la recta 5x - y + 11 = 0. 

11. Por  el mhtodo del parimetro hallar la ecuaci6n de la recta que pasa por 
el punto  (2, - 1) y es perpendicular a la recta 7x - 9y + 8 = 0. 

12. La suma de 10s segmentos que una recta determina sobre 10s ejes coorde- 
nados es igual a 3. P o r  el mi todo del parimetro hallar la ecuacion de la recta 
sabiendo que contiene al punto  (2, 10).  (Dos  soluciones.) 

13. La diferencia de 10s segmentos que una recta determina sobre 10s ejes 
coordenados es igual a 1. P o r  el mi todo del parimetro hallar la ecuacidn de la 
recta si debe pasar por  el pun to  (6, - 4 ) .  (Dos  soluciones.) 

14. E l  producto de 10s segmentos que una recta determina sobre 10s ejes 
coordenados es igual a - 6. P o r  el mi todo  del par imetro  hallar la ecuaci6n de 
la recta si su pendiente es igual a 3. 

15. Una recta pasa por el punto  A ( -  6, 7 )  y forrna con 10s ejes coordena- 
dos un t r i ingulo  de 6rea igual a 10 x. Hallar su ecuacion. 

16. Una recta pasa por el pun to  A (2. +$) y forrna con 10s ejes coordenados 
un t r i ingulo  de perimetro igual a 12. Hallar su ecuaci6n. Compruhbese el 
resultado por o t ro  mbtodo. 

17. La distancia de una recta al origen es 3.  La recta pasa por el pun to  

(3 \/', - 3 ) .  Hallar su ecuaci6n. 
18 .  La suma de 10s segrnentos que una recta determina sobre 10s ejes coorde- 

nados es igual a 10. Hallar la ecuaci6n de la recta si forma con 10s ejes coor- 
denados un t r i i ngu lo  de irea 12. 

19 .  Una recta pasa por el origen y por la intersection de las rectas 
3x + 2y - 14 = 0 y x - 3y - 1 = 0. Hallar su ecuacibn, sin determinar el 
pun to  de intersecci6n. 

20. Una recta pasa por el pun to  A (- 2, 3 )  y por la intersecci6n de las 
rectas x + 5y + 2 = 0 y 3x + 4y - 5 = 0. Hallar su ecuaci6n sin determinar 
su pun to  de intersecci6n. 

21. Una recta pasa por la i n t e r s e c c i 6 n de las rectas de ecuaciones 
3x + 2y + 8 = 0 y 2x - 9y  - 5 = 0. Hallar su ecuaci6n sabiendo que es para- 
lela a la recta 6 x  - 2y + 11 = 0. 

22. Una recta pasa por la i n t e r s e c c i 6 n de las rectas de ecuaciones 
7% - 2y = 0 y 4x - y - 1 = 0 yes  perpendicular a la recta 3% + 8y - 19 = 0. 
Hallar su ecuaci6n. 

23. Hallar la ecuaci6n de la recta que pasa por la intersecci6n de las dos 
rectas 3x + y - 9 = 0, 4% - 3y + I = 0 y cuya distancia del origcn es 2. 

24. Hallar la ecuaci6n de la recta que pasa por la intersecci6n de las dos 
rectas 3x - 4y = 0. 2x  - 5y + 7 = 0 y forma con 10s ejes coordenados un 
t r i ingulo  de irea 8. 

25. Una recta pasa por el pun to  de intersecci6n de las rectas 2x  -3y - 5 = 0 
y x + 2 y  - 13 = 0 y el segment0 que deterrnina sobre el eje X es igual al doble 
de su pendiente. Hallar la ecuaci6n de dicha recta. 
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37. Resumen de resultados. En  el Articulo 12 se di6 un resu- 
men, en forma tabular, de 10s principales resultados obtenidos en el 
primer cai>itulo. Se recomienda a1 estudiante quc haga una tabla 
semejante en que aparezcan las caracteristicas y propiedades de la 
recta tal como se han presentado en este capitulo. 

El lector habr4 notado que muchoe problemas pueden resolversc 
por dos o mhs mCtodos diferentes. E s  una buena prhctica comprobar 
una soluci6n usando un metodo diferente. Los ejercicios del grupc, 14 
son problemas generales sobre la recta y se recomienda resolverlos por 
mris de un metodo en 10s casos en que esto sea posible. 

E J E R C I C I O S .  G r u p o  14 

D i b u j a r  una f i g u r a  pa ra  cada e je rc ic io .  

1. H a l l a r ,  p o r  tres m i t o d o s  diferentes ,  el i r e a  del  t r i i n g u l o  c u y o s  v i r t i ces  
s o n  A ( -  I ,  l ) ,  B ( 3 .  4 )  y  C ( 5 ,  - 1 ) .  

2. H a l l a r  el p u n t o  d e  intersecci6n d e  las bisectrices d e  10s i n g u l o s  in te r io res  
del t r i i n g u l o  del ejercicio 1. 

3. H a l l a r  la ecuaci6n de la  recta de E u l e r  pa ra  el t r i i n g u l o  del  ejercicio 1. 
(Viasc  el ejercicio 2 6  del  g r u p o  10, A r t .  30.) 

4 .  D e m o s t r a r  q u e  las medianas  del  t r i i n g u l o  del  ejercicio 1 l o  d iv iden  en  
seis t r i i n g u l o s  de igua l  area.  

5. U n a  recta pasa p o r  el p u n t o  de i  n  t  e  r  s  e  c  c  i  6  n de las d o s  rectas 
2 x  + 3y  + 1 = 0 y 3 x  - 5y + I 1  = 0 y t a m b i i n  p o r  la in te r se rc i6n  de las rec- 
tas  x - 3y + 7 = 0 ,  4x + y - I1 = 0. Hi l l e se  la ecuaci6n de la recta s i n  de te r -  
m i n a r  10s p u n t o s  d e  intersecci6n.  C o m p r u i b e s e  el  r esu l t ado  h a l l a n d o  10s p u n t o s  

d t e r s e c c i " .  
. D e m o s t r a r ,  ana l i t i camente ,  q u e  las bisectrices de 10s d o s  a n g u l o s  s u p l e -  

menta r ios  f o r m a d o s  p o r  d o s  rectas cualesquiera q u e  se c o r t a n ,  s o n  perpend icu-  
Iares entre  si. 

7 .  L a  ecuacion (2) del  A r t i c u l o  36  para  la fami l i a  de rectas q u e  pasan p o r  
el p u n t o  (2. 3 )  n o  inc luye  a  la recta x = .2 .  O b t i n g a s e  o t r a  f o r m a  de la ecua-  
c i6n  de la misma fami l i a ,  q u e  s i  inc luya  a  la  recta x = 2. 

8. L a  base d e  u n  t r i i n g u l o  t iene una  pos ic i6n  f i j a ,  y  su l o n g i t u d  es cons-  
t an te  e  igua l  a  a. L a  diferencia  de 10s cuadrados  de las long i tudes  de 10s o t r o s  
d o s  Iados es cons tan te  e  igua l  a  b 2 .  Demuis t rese  q u e  el lugar  geomi t r i co  del  v i r -  
tice es u n a  l inea recta. 

9. L a s  ecuaciones de tres rectas s o n  

S i  exis ten tres cons tan tes ,  diferentes  de cero,  k,, kz y ks, tales q u e  la 
ecuacion 

se verifica pa ra  t o d o s  10s valores  de x y y ,  demnistrese q u e  las tres rectas s o n  
concur ren tes .  
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24. Demostrar que el irea del triiogulo formado por el eje Y y las rectas 
v = m l x  + bl  y y = m z x  + ba esti  dada por 

25. Si ml ,  mr y ma son difereotes, demostrar quo una coodici6n necesaria 
y soficiente para quo las tres recta8 y = mix + bl .  q = m2x + ba y y = m s x +  ba 
Sean concurrentes es 



CAPITULO 1V 

ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA 

38. Introduction. DespuCs de la recta, la lfnea mfis familiar a1 
estudiante es !a circunferencia, pues la conoce desde sus prirneros 
estudios de Geometria elemental. En  el Artfculo 22 hemos conside- 
rado la circunferencia coino un ejemplo especffico de lugar geom6trico. 
En este capltulo haremos un estudio detallado de la ecuacidn de la 
circunferencia y deduciremos algunas de sus propiedades especiales. 

39. Ecuacibn de la circunferencia; forma ordinaria. La ecuacidn 
de la circunferencia se obtendrfi a partir de la siguiente 

DEFINICI~N. circunferencia es el lugar geom6trico de un punto 
que se mueve en un plano de tal manera que se conserva siempre a unn 
distancia constante de un punto fijo de ese plano. 

El punto fijo se llama centro de la circunferencia, y la distancia 
constante se llama radio. 

TEOREMA 1. La circunferencia cuuo centro es el punto (h  , k )  g 
C U ~ O  radio es la constante r , tiene por ecuacidn 

DEMOSTRACI~N. Sea P ( x ,  y )  (fig. 53) un punto cualquiera de 
la circunferencia de centro C ( h  , k )  y radio r .  Entonces, por defini- 
ci6n de circunferencia, el punto P debe satisfacer la condici6n geo- 
mBtrica 

) C P I = r ,  ( 1 )  

la cunl , por el tcorema 2 del Artfculo 6 ,  est6 exprcsada , analftica- 
mente , por la ecunci6n 

d ( x  - h)' + (2 / - -k12  = 7 ,  

de donde , 
( x  - h)=  + (y - k)' = 9. ( 2 )  
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Recfprocamente, sea P I  (XI , y l )  iin punto cualquiera crlyns coor- 
denadas satisfacen la ecuaci6n ( 2 )  , de manera quc se verifica la 
igualdnd 

(21 - h ) 2  + (yl - k ) 2  = r 2 .  

De aqui se deduce, extrayendo la raiz cuadradn , 

que es 1 : ~  expresi6n annlitica de la condici6n gcom6tl.ica ( 1 ) aplicnda 
a1 punto PI. Por tanto,  demostrados 10s teoremas direct0 y reci- 
proco , resul ta que ( 2 )  es la ecuaci6n buscada . 

F i g .  53 

Para eI caso particylar en que el centro C esth cn el 01-igen , 
h = k = 0, y tenemos : 

COI~OLARIO . La circunferencia de centro en el origen y radio r tiene 
por ecuaci6n 

x2 + y 2  = r2 .  ( 3 )  

NOTAS. 1. L a  ecuacion ( 2 )  se conoce como la ecuacidn ord inar ia  o forrna 
ord inar ia  de la ecuaci6n de una circunferencia. E n  general, designarcmos como 
forma ordinaria aquella ecuaci6n de una curva que  nos permita obtener mas 
rapida y fdcilmente sus  caracteristicas impor tan tes .  Asi ,  p o r  ejemplo.  en  el 
caso de la ecuac i in  (2) podemos obtener,  inmediatamente,  las coordenadas del 
cen t ro  y el radio.  

2. E l  t ipo  mds simp!e de la ecuaci6n ord inar ia  d e  una  curva se denomina 
frecuentemente f o r m a  candnica. P o r  t a n t o ,  la ecuaci6n (3) es la f o r m a  cano- 
aica de la ecuaci6n de una  circunferencia.  
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Par el tmrema 1 ohservamo~ que,  si se conocen las coordenadas 
de! centro y la longitud del radio, la ecuacilin puede escribirse inme- 
diataincnte. Estc wgiere un mCtodo para obtener la ecuacilin de una 
circunferencia en cualquier problema dado ; todo lo que se necesita es 
obtener la4 coordenadas del centro y la longitud del radio a partir de 
Ins condiciones dadas. La construcci6n de una circunferencia , en 
Geometria elemental, implica la determina,ci6n del centro y el radio ; 
el ln6todo alli empleado, aunque no siempre es el m&s corto , puede 
usarse para obtener en Geometria rtnalftica la ecuacidn de una circun- 
ferencia . 

Ejemplo. Hal la r  la ecuaci6n de la circunferencia  ~ i r ~ u n s c t i t a  :l t r i i n g u l o  
cuyos vertices son  ( -  1. 1 ) .  P z ( 3 ,  5 )  y  P 3 ( 5 ,  - 3 ) .  

Y' 

F i g ,  54 

S o l u c i 6 n .  L a  cc,nstruccion de la circunferencia  q u e  pasa p o r  10s t res  p u n t o s  
dados es u n  p rob lema conoc ido  de l a  G e o m e t r i a  elemental .  E l  m e t o d o  consis te  
en c o n s t r u i r  las mediatr ices  l I  y 12, respect ivamente,  de d o s  cualesquiera d e  
10s lados,  d igamos  P I P z  y P z P a  ( f ig .  54). L a  interseccibn C de 11 y 12 es 
el cen t ro  y la dis tancia  de C a u n o  cualquiera de 10s p u n t o s  P I .  P z .  P3 es el 
r ~ d i o .  A h o r a  determinarernos la ecuacibn d e  la c i rcunfe r tnc ia  s igu iendo  este 
mismo m i t o d o  anal i t icamente.  

P o r  10s mhtodos  del C a p i t u l o  111, se puede demos t ra r  r ap idamente  q u e  las 
ecuaciones de las  meJiatr ices  11 y 12 son  x + y - 4 y x - 4y = 0, respectiva- 

1 0 mente. L a  so luc i6n  c o m u n  de estas d o s  ecuaciones es x = -. 
5 

y = d e  ma- 

nera q u e  las coordenadas del cen t ro  C son  (+. $). 
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P o r  el teorema 2  del  A r t i c u l o  6 ,  el r ad io  esta  d a d o  p o r  

P o r  t a n t o ,  p o r  el  teorema 1  a n t e r i o r ,  la ecuaci6n buscada es 

Se recornienda al  e s tud ian te  q u e  ver i f ique  el h e c l ~ o  d e  q u e  las coordenadas de 
10s p u n t o s  P I ,  Pa y Pa  sat isfacen la  ecuaci6n ha l l ada  de la circunferencia .  

E JERCICIOS. Grupo 15 

D i b u j a r  una  f i g u r a  para cada ejercicio 

1. Escr ib i r  la ecuaci6n de la  circunferencia  de cen t ro  C ( -  3 .  - 7 )  y  
r a d i o  7. 

2. L o s  ex t remos  de u n  d i a m e t r o  de u n a  circunferencia  son  10s p u n t o s  
A  (2. 3 )  y  B (- 4.  5 ) .  H a l l a r  la  ecuaci6n de la curva.  

3. H a l l a r  la  ecuaci6n de la circunferencia  cuyo  cen t ro  es el p u n t o  C  ( 7 .  - 6 )  
y  que  pasa p o r  el  p u n t o  A  (2. 2 ) .  

4. H a l l a r  la  ecuacion de la  circunferencia  de cen t ro  C ( 2 ,  - 4 )  y  que  es 
t angen te  a l  eje Y. 

5. U n a  circunferencia  t iene su  c e n t r o  en el p u q t o  C ( 0 .  - 2) y  es t angen te  
a  la  recta 5x - 12y + 2 = 0. H a l l a r  su ecuacibn.  

6 .  H a l l a r  la ecuaci6n de la circunferencia  c u y o  cen t ro  ese l  p u n t o  ( - 4 .  - I )  
y  q u e  es t angen te  a  la recta 3x + 2y - I2 = 0 .  

7. L a  ecuacion de u n a  circunferencia  cs ( x  - 3)2 + ( y  + 4 )  a = 3 6 .  
Delnos t ra r  q u e  el p u n t o  A ( 2 .  - 5 )  es i n t c r i o r  a  la c ircunferencia  y  q u e  el 
p u n t o  B (- 4 ,  1)  es  e x t e r i o r .  

8. Hal la r  la  ecuaci6n de la circunferencia  de r a d i o  5  y  c u y o  cen t ro  es cl 
p u n t o  dc intersecci6n de las rcctas  3x - 2 y  - 24 = 0 .  2x + 71, + 0 = 0. 

9. Hal la r  l a  ecuacion de la circunferencia  q u e  pasa p o r  el p u n t o  A ( 7 ,  - 5 )  
y  cuyo  cen t ro  es el p u n t o  d e  interseccion d e  las rcctas 7 x  - 9 y  - 10 = O y  
2 s  - 5y + 2 = 0 .  

10. U n a  cuerda de la circunferencia  x 2  + y 2  = 25 e s t i  sobre  la recta cuya  
ecuaci6n es x - 7y + 25 = 0 .  Hallese la  l o n g i t u d  de la  cuerda.  

11. Hal la r  la  ecuacion de la  rnediatr iz  de la  cuerda del e jcrcicio 10, y  demos-  
t r a r  q u e  pasa por  el  cen t ro  de la circunfcrencia .  

L o s  ejercicios 12-16 se refieren a l  t r i i n g u l o  cuyos  vfr t ices  s o n  A  (- 1,  Q), 
B (2. %) y  C  ( 5 .  0 ) .  

12. Hal la r  la ecuacion de la circunferencia  cuyo  cen t ro  es el vJrtice A y  q u e  
es t angen te  a1 l ado  B C .  

13. H a l l a r  la ecuaci6n de la circunferencia  circunscri ta  a l  t r i a n g u l o .  
14. Hal la r  la ecuacion d e  la circunferencia  inscr i ta  a l  t r i i n g u l o .  
15. H a l l a r  la ecuacion de la circunferencia  q u e  pasa p o r  lox p u n t o s  mcdios  

de 10s lados del t r i angu lo .  



E i U A C I O N  D E  L A  C I R C U N F E R E N C I A  

16. Demostrar que la circunferencia del ejercicio IS pasa po r  lor pies de las 
a l turar  del tr i ingulo.  

17. Hallar la ecuaci6n de la circunferencia cuyo centro es t i  sobre el eje X y 

que asa po r  10s dos puntos  A (1, 3) y B (4. 6 ) .  
18. Hallar la ecuacibn de la circunferencia cuyo centro es t i  sobre el eje Y y 

quQa po r  10s puntos  A (2, I )  y B (6, - 4 ) .  
Una circunferencia pasa po r  lor puntos  A (- 3. 3) y B ( 1 .  4 )  y 8u 

esta sobre la recta 3x  - 2y - 23 = 0. Hillere su ecuaci6n. 
Las ecuaciones de 10s lados de un tr iangulo son 9x + 2~ + 13 = 0, 
- 47 = 0 y x - y - 1 = 0. Hallar la ecuaci6n de la circunferencia 

c i r y y c c i t a .  
21 La ecuaci6n de una circunferencia es xa + ya = 50 E l  pun to  medio do 

u n z u e r d a  de esta circunferencia es el p u n t o  (- 2. 4 ) .  Hallar la ecuaci6n de la 
cuer a. 

2. La ecuaci6n de una circunferencia es ( x  - 4) 1 + (y - 3) = 20. 
Hal r la ecuaci6n de la tangente a este circulo en el p u n t o  (6. 7 ) .  2 La ecuaci6n de una circunferencia es ( x  + 2 ) a + ( y  - 3) - 5. 
~ a l G  la ecuaci6n de la tangente a la circunferencia que pasa por  el p u n t o  
(3  3 ) .  (Dos  soluciones.) 
@ Hallar la rcuaci6n de la circunferencia que pasa po r  el p u n t o  A (7. -9) 

y es tangente a la recta x - y - 4 = 0 en el p u n t o  B (3. - I ) .  
25. Hallar la ecuaci6n de la circunferencia cuyo centro es t i  sobre la recta 

6% + 7y - 16 = 0 y es tangente a cada una de las rectas 8x  + lSy + 7 = 0 y 
3x - 4y - 18 = 0.' (Dos  soluciones. 1 

40. Forma general de la ecuacidn de la  circunferencia. Si des- 
arrollamos la ecuaci6n ordinaria 

lo c u d  puede cscrihirsc en 1s forma 

x2 + y2+Dx+ Ey+ F = 0 ,  
en tloncle 

L ) =  - 2 h ,  E = - 2 k  y P =  h z + k 2 - ~ Z .  

Sr tlcduce, por lo tant,o, que la ecuaci6n de unn circunferencia 
cualcluier:~ puctle cscribirsc en 1:~ forms (2) , llalnada jorma general de 
la ecuacitin de la circunfereilciu. El problenla que se presenta ahors 
es averiguar s i ,  reciprocamentc, toda ecuaci6n de la forma gene- 
r:tl ( 2 )  represents uns circunferencia . Para contestar esta pregunta , 
pasarelnos de la forn~s  ( 2 )  s la forma ( 1 ) emplrando el mdtodo dc 
conipletar cuadrados . Ordenando 10s tCrminos de ( 2)  , results 

( z ' f  D x )  + (y2 + Ey) = - F ;  
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D 2  E2 
y sumando - + q a umbos miembros , obtenemos 

4 

de donde, 

Comparando las ecuaciones ( 1 ) y ( 3  ) , vemos que dependc del valor 
del segundo miembro de ( 3  j el que ( 3 ) represente o no una circunfe - 
rencia . Hay tres casos posibles por considerar : 

a )  Si L> + E - 4F > 0 , la ecuaci6n (3) representa una cir- 

cunferencia de centro en el punto (- - E )  y radio igaal a 2 '  2 

M v' D y  + E L  4 F .  

b )  Si D 2  + E2 - 4F = 0 ,  la ecuaciiin ( 3 )  se dice, con frecuen- 
cia ,  que representa una circunferencin dc radio cero ; se dice tambib11 
que es un circulo punto o circulo nulo. Desde nuestro punto de vista,  
sin embargo, la ecuaci6n ( 3 )  represcnta un solo punto dr  coorde- 

D 
nadas (- a5, -6) 2 .  

c) Si D  + E - 4F < 0 ,  la ecuacidn ( 3  ) se dice que representa 
un circulo imaginario. E n  nuestra Geometrln real, sin embargo, itl 

ccuacidn ( 3 )  710 representa , en este cam,  un lugar geomktrico. 
Aunrlrie el caso ( b )  puede considerarse corno un caso l i r i ~ i t ~  tlel 

caso ( a ) ,  en adelante considerare~nos clue una ecuncidn repl.csenl,:~ 
una circunferencia solamentc en el caso ( a ) .  Por tanto , tenenios el 
siguiente 

TEORICMA 2 .  La eczbacidn x2 + y +  Dx + E y  + k: = 0 re:)rcsenta 
una circwnjerencia de radio dijerente de cero, aolamente s i  

Las coordenr,das del centro sor , e:donces, ( - , - f )  y el radio 

NOTA. S i  se da la ecuacion de una circunferencia en  la forma general, se 
aconseja al estudiante que n o  proceda mecanicamente, usando las f6rmulas  
dadas en  el teotema 2.  para obtener el centro y el radio.  En vez  de es to ,  es c o n -  
v e n i e n t ~  que reduzca la ecuacidn a la forma ordinaria por  el m i t o d o  de comple -  
tar cuadrados, tal corno se hi70 en  la deduccion del teorerna misrno. 
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Ejemplo. R e d u c i r  las  tres ecuaciones s igu ien tes  a  la f o r m a  ord inar ia  de la 
ccuaci6n de la circunferencia .  Si la ecua:ion representa una  c i rcunfe renc ia ,  
h i l l ense  s u  cen t ro  y  s u  r a d i o .  

SoluciBn. a )  P r i m e r o  d i v i d i m o s  la ecuacion p o r  2, coeficiente de x ' .  y 
pdsamos el t i r m i n o  independien te  a1 segundo  miembro .  E s t o  nos  d a ,  d e s p u i s  
de vo lver  a  o r d e n a r  10s t i r m i n o s .  

P ~ r a  comple ta r  los  cuadrados ,  s u m a m o s  el c u a d r ~ d o  de la m i t a d  dcl  coeIiciente  
de x  y  el cuadrado  de la m i t a d  d41 coeficiente de y a  ambos  miembros .  E s t o  
n o s  d a  

q u e  puede escr ibirse  en la f o r m a  

1;or t a n t o ,  12 ecuacidn dada representa u n a  c i rcunf<renc ia  c u y o  c c n t r o  es 
5 (r. - t)  y c u y o  rad io  es 4. 

b )  D i v i d i e n d o  la e:uacion p o r  36, t r a spon iendo  el tGrmino independien te .  
y  vo lv iendo  a  o rdenar  10s t i r m i n o s .  ob tenemos  

Comp!e tando  10s cuadrados ,  resul t3 

d e  d o n d e ,  

P o r  t a n t o ,  el lugar  geomi t r i co  dc I J  c cua i ibn  ( b )  cs el p u n t o  un ico  

i) O r d e n a n d o  10s t i r m i n o s  y c o m p l e t a n d o  10s cuadrados ,  ob tenemos  

( x 2  - 8 x  + 16) + ( y 2  + b y  + 9 )  = - 29 + 16 + 9,  
de d o n d e .  

(X - 4 ) ' + ( y  + 3 ) ' =  -1. 

P o r  t a n t o ,  la ecuacion (c )  n o  representa ningicn 1ugar .geomi t r i co  real .  
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41. Determinacion de una circunferencia sujeta a tres condicioncs 
dadas. En In ecuncicin ordinaria de 13 circunferanci:~ (.4rt. 39) , 

(x- h ) 2  + ( y  - k ) 2  = r 2 ,  (1) 

hay tres const.antes nrbitrarias independientes, h , k  y r .  De man'era 
scincjante , en la ecuacidn general (Art. 4 0 )  , 

hay tres constantes arbitrarias independientes , D , E y F. Como la 
ecuaciJn de toda circunferencia puede escribirse en cualquiera de Ins 
dos formas ( 1) o ( 2  , la ecuaci6n de cualquier circunferencia psr- 
titular puede obtenerse determinando lo:.. v:~lor2s de tres c o n s h n t c ~ .  
Esto requiere tres ecuuciones independientes , que pueden obtenerae a 
partir dc tres condiciones independientes. Por. tsnto , nnaltticamente, 
la ec7cacidn de una circunjerencia se determina complclamentc por tres 
condicion~s independientes . Geomdtricamcnte , u n a circunferencia 
quciln, t,ambi6n, pe~.fectarnento determinada por tres condicioncs 
indcpcndicntes ; asi , por ejemplo , queda determinsda par tres CUP- 

lcsquiera de sus puntos. El  estudiant? debe comparar estas obsxva- 
ciones con la. discusi6n an&loga que sobre In recta dimos en el Artfcu- 
lo 29. Vemos , por lo tanto, que sdemjs del mCtodo estudiado en el 
Articulo 39 tenemos ahors otro metodo para det~rminar  la ecus.ci6n 
de una circunferencia . 

Ejemplo 1. D e t e r m i n a r  la ecuac ion ,  c e n t r o  y r a d i o  d e  la c i r cun lz renc ia  
q u e  pasa p o r  10s t r e s  p u n t o s  A ( -  I .  I ) .  B (1. 5) y C(5, - 3 ) .  

Solucidn. E s t e  p r o b l e m a  es i d i n t i c o  a l  e j e m p l o  d a d o  e n  e l  A r t i c u l o  39. 
S u p o n g a r n o s  q u e  la ecuac ion  buscad1  es ,  en l a  f o r m a  gene ra l .  

en d o n d e  Ids c o n s t a n t e s  D. E y I; deben  ser d c t e r a ~ i n a d a s .  
C o m o  10s t r e s  p u n t o s  d a d o s  e s t an  s o b r e  la c i r cunfe renc ia ,  s u s  coordenadas  

deben  sat isfacer  la ecuac i6n  ( 2 ) .  Dr a c u e r d o  c o n  es to .  t e n e m o s  l a r  t r e s  ecuacio-  
ncs s igu ien tes  c o r r e s p o n d i e n d o  a  10s p u n t o s  d a d o s :  

q u e  pueden  escr ibirse  r n i s  a b r e v i a l a m e n t c  a s i :  
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L a  solucidn de este sistema de tres ecuaciones n o s  da 

3' 8 34 D = - L ,  E = - -  I : = - - .  
5 5 ' 5 

de manera q u e  s u s t i t u y e n d o  estos  valorer  en ( 2 ) .  obtenemos  

0 SCJ, 
5x2 + 5ya - 32x - 8 y  - 34 = 0 

c o m o  ecuacidn de la circunferencia  buscada. 
E l  cen t ro  y el r ad io  d e  ob t ienen  reduciendo la J l t i m a  ccuacidn a  la f o r l n ~  . 

ord inar ia  
4 2 442 

( x -  f ) 2 + ( y - 5 )  =TO 

de d o n d e  el cen t ro  es (T. $) y  el r ad io  es 1 dm. 
5 

Ejemplo 2.  I l a l l a r  la  e  c  u  a c  i o  n  , cen t ro  y  rad io  de la circunferencia  
q u e  pasa p o t  10s p u n t o s  (6. 2 ) .  (8. 0 )  y c u y o  cen t ro  e s l i  sob te  la recta 
3% + 7y + ? = 0. 

Y 

Solucibn. S u p o n g a m o s  q u e  la ecuaci6n buscada,  en la  f o ~ m a  ord inar ia ,  es 

C o m o  el cen t ro  ( h ,  / r )  c s t i  sobre la recta 3x + 7~ + 2  = 0. s u s  coordrnadas  
satisfacen la rcuacion de 1a recta, y  tencmos 
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T a m b i > n ,  c o m o  10s p u n t o s  ( 6 ,  2 )  y ( 8 ,  0 )  e s t i n  sobre  la c i r cunfe renc ia ,  s u s  
coordenadas  deben  sat isfacer  la ecuac i6n  ( I ) .  P o r  t a n t o ,  t enemos  las  d o s  
ecuaciones  

( 6 - 1 1 ) ~ + ( 3 _ - 1 ) ~ =  r ? ,  (4) 

1.a so luc i6n  de l  s i s t t m a  f o r m a d o  p o r  Ias t res  ecuaciones  ( 3 ) ,  ( 4 )  y ( 5 )  c o n  , a s  

t res  i n c o g n i t a s  h ,  1; y r d a  

P o r  t a n t o ,  l a  ecuac ion  b u s c ~ d a  es 

( x  - 4 )  2 + ( y  + 2 )  2 = 20. 

E l  c e n t r o  es el p u n t o  (1. - 2 )  y el r a d i o  es 2  d5.  L a  g r i f i c a  a p a r r c r  e n  la 
f i g u r a  55. 

Cn el Articulo 35 obtuvimos la ecuaci6n de 1s recta quc pasa por 
dos ~ u n t o s  dados diferentes en forma de determinante . Por un arm- 
menio eemejante, podcmos obtener la ec1taci6n de !a' ci-a 
i u e  pasa por tres puntos dados , no colinealcs , P~(xl, yl  ) , Pz(x-, y z )  
y P3(r3, y3) , en forms de determinante. El resultado est i  dado por el 

TEOREMA 3 .  L a  ecuacibn de la circunferencia que p l s n  pol. tres 
puntos dados n o  colineales PI (XI , y ~ )  , P? (sa , yz) y Pa (xa , ya) 
riene c!a.la por el deferminante 

N O I A .  E s t a  f o r m a  cs i ~ t i l  pa ra  d c t e r m i n a r  si c u a t r o  p u n t o s  d a d u s  c s t i n  o 
n o  sobre  una  c i r cunfe renc ia .  S e  dice q u e  ta lcs  p u n t o s  s o n  conc i r l i cos .  

EJERCICIOS. Grupo 16 

Ll ibu ja r  u n a  f i g u r a  pa ra  cada e j e r c i i i o .  

E n  cada u n o  d e  10s e jercic ios  1-3,  - r educ iendo  la ecuacion d a d a  a  la f o r m a  
o r d i n a r i a ,  d e t e r m i n a r  s i  representa  o  n o  u n a  c i r cunfe renc ia .  S i  l a ,  respuesta  es 
a f i r m a t i v a ,  h a l l a r  s u  c e n t r o  y s u  r ad io .  

1.  2 ~ ' + 2 ~ 2 - 6 x + l O y + 7 = 0 .  
2 .  4x2 + 4y7 + 28x - 8y + 53  = 0 .  
3. 16x2 + lby? - 64x + 8y + 177 = 0 .  
4 .  H a l l a r  el area de l  c i r c u l o  c u y a  e c u a c i j n  es 

Oxa + Q"2 + 72x - 13y + 103 = 0. 
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5. H a l l a r  la l o n g i t u d  de la  circunferencia  cuya ecuaci6n es 

6 .  Demost ra r  q u e  las circunfdrencias 4 x 2  + d y a  - I6x  $. 12y + 13 = 0  y  
12x2 + 12y2 - 45x + 36y + 55 = 0  s o n  concentr icas .  

7. D e  m o  s  t  r  a  r  q u e  las circunfzrencias  x Z  + y2 + 4 x  + 6y  - 23 = 0  y  
x2 + y2  -- 8 x  - I O J  + 2Y = 0  son  tangentes .  

8 .  D e m s s t r a r ,  p o r  dos  me' todos,  q u e  las c i r c u n t e r ~ n c i a s  

n o  se cor tan .  

E n  cada u n o  clz 10s ejzrcicios 9-11, dztcr .ninar  la ecuaci6n.  cen t ro  y  rad io  de 
la circunferencia  q u e  pasa p o r  10s tres p u n t o s  dadon,  usando  el metodo  del  e jem-  
p l o  I .  A r t i c u l o  41. 

9 .  (0. 0 )  , 3 6 (7,  0 ) .  
1 0 .  (2,  - 2 ) .  ( -  I ,  4 ) ,  (4 ,  6 ) .  
11. 4  - I )  (0. - 7 ) .  ( -  2, - 3 ) .  
1 2 .  Resolver  el ejercicio 9 p o t  el m i t o d o  del c j2mplo  del  A r t i c u l o  39. 
1 3 .  Resolver  el ejercicio 10 p o t  el m i t o d o  del e jemplo  2, A r t i c u l o  41. 
1 4 .  Resolver  el ejzrcicio 11 usando  el de te rminan te  dcl teorema 3 ,  A r -  

t i c u l o  41. 
15. P o r  medio  del  teorema 3, A r t i c u l o  41, d e m o s t r a r  q u e  10s c u a t r o  p u n -  

t o s  ( -  1, - I ) ,  (2 ,  a ) ,  (5, 7 ) .  (7 ,  3) s o n  concicl icos.  
16. Reso lver  el ejercicio I5 ha l l ando  la ecuaci6n de la  circunferencia  q u e  

pasa p o t  tres cualesquiera de 10s p u n t a s  y d e m o s t r a n d o  despuds q u e  las coorde-  
nadzs del c u a r t o  p u n t o  satisfacen esta ecuaci6n.  

1 7 .  Las  ecuaciones de d o s  circunferenclas  diferentes  s o n  

H a l l a r  las condiciones que  deben satisfacer 10s coeficientes para q u e  Sean con ien-  
t r icas .  

1 8 .  L a  ecuaci6n de una  c i rcunfe re l~c ia  es 4x1 + 4 y Z  - 1bx + 20y + 25 = 0 .  
H a l l a r  la ecuaci6n d e  la circunferencia  conc in t r i ca  q u e  es t angen te  a  la recta 
5 x  - 12y = 1. 

19 .  H a l l a r  la ecuaci6n de la t angen te  a  la c i r c ~ n f e r e n c i a  

en  el p u n t o  (4,  5 ) .  
20. H a l l a r  la  ecu lc i6n  d e  la recta q u e  pasa p o r  el  p u n t o  (11, 4 )  y  es 

tangente a  la c ircunferencia  ra + y2 - 8 x  - by = 0.  ( D o s  so luc iones . )  
21.  Ha l la r  la  e  c  u  a  c  i  6  n  d e  la circunferencia  q u e  pasa p o r  10s p u n t o s  

( -  1, - 4 ) .  (2, - 1 )  y  c u y o  c e n t r o  e s t i  sobre la  recta 4 x  + 7y  + 5 = 0. 
22. U n a  circunferencia de rad io  5 es t angen te  a  la  recta 3 x  - 4y - I  = 0 en  

el p u n t o  (3 .  2 ) .  Ha l la r  su ecuaci6n.  ( D o s  soluciones.)  

23. U n a  circunferencia  de r a d i o  d% es t angen te  a  la  c ircunferencia  

e n  el  p u n t o  (6, 5 ) .  H a l l a r  s u  ecuaei6n. ( D o s  soluciones.)  
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21. Hal la r  la ecuaci6n de la circunferencia  q u e  pasa p o r  el p u n t o  ( 1 .  4 )  y 
es t a n g e n t  e  a  la c ircunferencia  x a  + ya + 6 x  + 2y + 5 = 0 en  el p u n t o  
( -  2, I ) .  

25. H a l l a r  la ecuaci6n de la circunferencia  q u e  pasa p o r  el p u n t o  (5.  9 )  y 
es t angen te  a  la recta x + 2y - 3 = 0 en  el p u n t o  ( I .  I ) .  

26. U n a  circunferrncia  de rad io  5 pasa p o r  10s p u n t o s  (0. 2 ) .  (7 ,  3 ) .  
Hallese su ecuaci6n.  ( D o s  so luc iones . )  

27.  D e m o s t r a r ,  ana l i t i camente ,  q u e  cua lqu ie r  recta q u e  pasa p o r  el p u n t o  
( -  I .  5) n o  puede ser t angen te  a  la c ircunferencia  x 2 +  y Z +  4 x  - 6 y  + 6 = 0. 
In te rpre ta r  el resul tado geomi t r i camente .  

28. Hal la r  la ecuaci6n de la  circunferencia  c u y o  c e n t r o  e s t i  sobre la recta 
7 x  - 2y - I = 0 y q u e  es t angen te  a  cada una  d e  Ias rectas 5 x  - 12y + 5 = O y 
4 x  + 3y  - 3 = 0.  ( D o s  s o l u c i o n e s . )  

29. H a l l a r  la ecuacion de la circunferencia  inscr i ta  e n  el t r i i n g u l o  cuyos  
l ados  s o n  4 x  - 3y = 0. 4 x  + 3y - 8 = 0, y = 0. 

U n a  circunferencia  q u e  es t angen te  a  u n  l a d o  de u n  t r i i n g u l s  y a  l a s  
ongaciones de 10s o t r o s  d o s  l ados  se l l ama  ex insc r i ra  al t r i i n g u l o .  H a l l a r  e 

las ecuaciones de las tres circunferencias  ex insc r i t a s  al t r i i n g u l o  del e jercicio 29. 
( V i a s e  el ejercicio 16 del g r u p o  12.)  

31. Determinar  el va lo r  de la cons tan te  k par3 q u e  la recta 2 x  + 3y + 1. = 0 
sea tangente a  la  c ircunferencia  x a  + yz  + 6 x  + 4 y  = 0.  

32. H a l l a r  las  ecuaciones de las  rectas q u c  t ienen de pendiente  5 y s o n  t a n -  
gentes  a  la c ircunferzncia  x 2  + y! ' 8.r + 2 y  - 9 = 0.  

33. Desde el p u n t o  A ( -  2. - I )  se t r aza  una  tangente a  la  c ircunferencia  
xa  + y2 - 6 x  - 4y - 3 = 0. Si B es el  p u n t o  de con tac to ,  ha l l a r  la l o n g i t u d  
del  segment0  AB.  

34. H a l l a r  la ecuaci6n de la circunferencia  q u e  pasa p o r  el p u n t o  (6,  1 )  y 
es t angen te  a  cada una de las rectas 4 x  - 3y + 6 = 0 ,  12x + 5y - 2 = 0. ( D s s  
soluciones.  ) 

35. Hal la r  la  ecuaci6n de la circunferencia  q u c  p a s a  p o r  10s p u n t o s  
( -  3 .  - I )  y (5. 3 )  y es t angen te  a  la recta x + 2y - 13 = 0. ( D o s  s o l u -  
ciones.  ) 

42. Familias de circunferencias. Ahora consideraremos farnilias 
o haces de circunferencias de la misma manera que en el Articulo 36 
consideramos faniilias de rectas. En el Articulo 41 demostramos que 
una circunferencia y su ecuaci6n se determinan cada una por tres 
condiciones independientes . Una circunfererencia que satisface menos 
de tres condiciones independientes no es , por lo tanto, dnicct . La 
ecuaciGn de una circunferencia que sattisface solamente a dos condicio- 
nes , contiene una constante arbitraria llamada pardmelro . Se dice 
entonces que tal ecuaci6n representa una jamilia de circunferencias de 
un pardmelro . Por ejemplo , la familia de todas las circunferencias 
concCnt,ricas cuyo centro comdn es el punto (1, 2) tiene pol. ecuacilin 

en donde el partimetro k es cualquier ndmero positivo 
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Consideremos ahora el caso importante de la familia de curvas 
que pasan por las intersecciones de dos circunferencias dadas. Sean 
C1 y CP dos circunfcrcncias diferentes dadas cualesquiera , cuy:ls 
ecunciones son 

Cz: z 2 + g 2 + D i ~ + E ~ z y + F ~ = 0 .  ( 2 )  

1)e ( 1 ) y ( 2) se deduce la ecuncitin 

en donde el parhmelro I,. puede tomar todos 10s valores reales. Su- 
pongamos que 10s cfrculos CI y C2 se cortan en dos puntos distintos 
PI (XI , y l )  y Pz (a , yz) . Como las coordenadas ( a ,  y l )  de PI sa- 
tisfacen ambas ecuaciones ( 1 ) y (2)  , tambidn satisfacen a la ecua- 
ci6n ( 3 ) ,  y Bsta se reduce entonces a la forma 0 + X:. 0 = 0 ,  que es 
verdadern para todos 10s valores de L. Anblogamente , las coordena- 
das (22, y2) de Pn que satisfacen ambas ecuaciones ( 1 )  y ( 2 )  satis- 
facen tambi6n a la ecunciGn ( 3 )  pap? &dos 10s valores de t .  Por 
tanto, la ecuaci6n ( 3 )  representa a amilia de curvas que pasnn 

cion (3)  en la forma 

v+ por las dos intersecciones de las circun erencias CI y Cz. Para deter- 
minar la naturaleza de las curvas de esta familia, escribimos la ecua- 

Si I: = - 1 ,  la ecuaci6n ( 4 )  se reduce a una de primer grado y, pol. 
lo tanto, reprcsenta una linen recta. Pero , para cualquier otro valor 
de k ,  la ecuaci6n ( 4 )  representa una circunferencia de acuerdo con 
el teorema 2 del A~*ticulo 40. ISn particular, para lc = 0, la ecua- 
ci6n ( 4 )  se reduce a la ecuaciGn CI . 

La ecuacidn (3)  es particularmente dtii para obtener la ecuaci611 
de una curva que pasa por Ins intelssecciones de las circunferencias 
dadas, ya que entonces no es necesario determinar las coordenadtls de 
10s pun tos de intersecci6n . 

Ejemplo. Las ecuaciones de d o s  circunferencias son  

Hallar la ecuaci6n de la circunferencia Ca que pasa por  las intersecciones de 
Ct y C2 y tiene s u  centro sobre la recta 1 :  x - y - 2 = 0. 
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Solucibr. La circunferencia  buscada Cs es u n  e lemento  de la famil la  

e n  d o n d e  el pa ramet ro  1: debe de te rminarse  p o r  la cond ic ibn  d s  q u e  el c e n t r o  dz  
C B  esta sobre la recta I .  E l  cen t ro  de cua lqu ie r  c ircunferencia  de la fami l i a  (5) 

ze hal la  f i c i lmente  y sus  coordenadas  s o n  
- 

tas  coordenadas deben satisfacer la ecuaci6n d e  I ,  tenemos 

de d o n d e  1; = - -'-. S u s t i t u y e n d o  este v a l o r  de 1. en (5) y s impl i f i cando ,  o b -  
3 

t enemos  para  ecuacidn de C3: 

E n  la f igura  56 se h a n  t r a z a d o  las t res  circunferencias  C I ,  Cz. C3. Y la rec- 
ta !. Se deja  a1 es tud ian te ,  c o m o  ejercicio,  la demos t rac ibn  de q u e  10s cen t ros  
de CI.  CZ Y C3 s o n  colineales. 

F i g .  56 

C o n s i d e r e m o s  ahora  el caso de d o s  circunferencias  CI y Ca tangen tes  e n t ~ c  
s i .  en  el p u n t o  Pa(x3, ya ) .  P o r  u n  razonarn ien to  a n i l o g o  a1 a n t e r i o r ,  e n  el  
caso d e  interseccibn en  d o s  p u n t o s  diferentes ,  p o d e m o s  demos t ra r  que .  para 
cada va lo r  de /; diferente  de - I ,  la ecuaci6n (3 )  representa u n a  circunferencia  
t angen te  a  C I  y Ca en  Pa. 

F i n a l m e n t e ,  consideremos el caso d e  q u e  C I  y Cz n o  tengan  n ing l in  p u n t o  
comitn.  E n t o n c e s ,  las coordenadas d e  u n  p u n t o  q u e  satisfacen la  ecuacibn (2 )  
n o  pueden  sat isfacer  la ecuaci6n ( I )  y ,  p o r  l o  t a n t o ,  n o  pupden satisfacer la  
ecuacibn (3) pa ra  n i n g u n  v a l o r  de k. A n i l o g a m e n t e ,  las  coordenadas  d e  u n  
p u n t o  q u e  satisfacen ( I )  n o  pueden  sat isfacer  ( 2 ) .  y ,  p o r  l o  t a n t o ,  t a m p o c o  . 
( 3 ) ,  para  n i n g d n  v a l o r  d e  k excep t0  1; = 0, en  c u y o  caso,  (3) se reduce a  ( 1 ) .  
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E n  resumen, n i n g u n a  circunferencia de  la famil ia  ( 3 ) ,  excepto C1, tiene un 
p u n t o  en c o m l n  con C I  o Cz. A u n  mas. sea Pd un p u n t o  cualquiera que es t i  
sobre cualquier  elemento de  la famil ia  ( 3 ) .  excepto sobre CI.  Acabamos de  
demostrar  que P1 n o  puede estar sobre CZ. P o r  t a n t o ,  si se sust i tuyen las 
coordenadas de  P1 en las ecuaciones ( I )  y ( 2 ) .  10s p t imeros  miembros n o  se 
reduc i r in  a cero s i n o  que  tendran valores diferentes a  coro, digamos k l  y k ~ .  
respectivamente. P o r  lo  tan to .  s i  se sus t i tuyen  en (3) las coordenadas de  P I .  
la ecuacion toma la forma 

I: 1 + 1%. 2 = 0. 

de donde k tiene el i n i c o  valor  - I:'. E s t o  significa que hay solamente una  
k2 

circunferencia de la famil ia  (3 )  que pasa p o r  el p u n t o  PI. C o m o  PI se el igi6 
como cua lqu ie r  p u n t o  sobre cua lqu ie r  elemento de ( 3 ) .  excepto C1, se de- 
duce que  n inghn par  de  circunferencias de la famil ia  (3) tienen un p u n t o  en 
comun.  

E n  10s dos  primeros casos considerados anteriormente,  es decir, cuando 
C I  y CZ tienen u n o  o dos p u n t o s  comunes, la ecuacion (3) representa una  cir- 
cunferencia real para t o d o  valor  de  I;, ya que  por  l o  menos existe un p u n t o  del  
lugar  geomitr ico.  P e r o  esto n o  ocurre cuando C I  y Cz n o  tienen n ingdn p u n t o  
comun.  Entonces n o  se puede asegurar que  la ecuacion ( 7 )  represente una cir- 
cunferencia real para t o d o  valor  de I.. Si C I  y Cz n o  tienen n ingbn p u n t o  
cornun es f ic i l  encont ra r  ejemplos,  en 10s quo, para valores especificos de k, la 
ecuacion (3) n o  representa n inguna  circunferencia real. ( V e r  el ejercici:, 18 del 
g r u p o  17.) 

L a  recta que  pasa p o t  10s centros de dos  circunferencias n o  concintr icas se 
l lama recta de  10s centros.  E s  m u v  sencillo demostrar  a u e  todas las circunferen- 
cias de la famil ia  (3)  tienen su centro en la recta de  10s centros de  CI y Cz. E n  

D 
' 1 )  y (-L? -+), res- efecto, 10s centros dc CI  y CI son (- i. - -- 
2 2 '  

pectivamentc, y la ecuacion de la re:ta que  contiene a estos dos  p u n t o s  es 

la cual se satisface por  las coordenadas 

t r o  dc  cualquier  circunferencia dofinida p o r  ( 3 ) .  

Todos 10s resultados prececlcntes se resumen en el siguiente 
TEOREMA 4 .  Si 10s ecuaciones de dos circunferencias dadas cuales- 

quiera CI y C2 son 

C ? :  s2+y'+I)us+E?y$I~2=0, 
In ecuacidn 

representa una familia de circunferencias todas las cuales lienen sus 
centros en la recta de 10s centros de C1 y C2. 
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S i  Cl y C2 se cortan en dos puntos dijerentes, la ecuacicin reprasenta, 
para todos 10s valores de li dijerentes de - 1  , todas las circu rencias 
que pasan por 10s dos puntos de interseccidn CI y C2, con 1 ' n i c a  
excepcicin de C2 misma . "u 

S i  Cl y C2 son tangentes entre s f ,  la  ecuacidn representa, para todos 
10s valores de k diferentes de - 1 , todas 12s circunferencins que son 
tangentes a CI y C2 e n  s u  punto comzin, con la Gnico e x ~ c p c i 6 n  de C2 
misrna . 
Si C1 y C? no  tienen n i n g u n  punto comlin la ecuacicin representa 

u n a  circunjerencia para cada valor de k diferente de - 1 , siempre que 
l a  ecuaci6n resultante tenga coeficienles que satisjagan las condiciones 
especificadas en el teorema f? del Arliculo 40. Ningl in  par de circunje- 
rencias de la  jamilia tiene un punto c o m c n  con n inguna  de las dos 
circunjerencias C1 y CZ . 

43. Eje radical. En el artfculo precedente hemos considerado 
dos circunferencias diferentes, CI y C2, de ecuaciones 

A partir de  estas ecuaciones formarnos la ecuaci6n 

y la discutimos como ecuaci6n de unn, fanlilia de circunferenci:ts p:~rn 
todos 10s valores de X., except0 - 1.  Si A = - 1 ,  1 : ~  ecuaci6n ( 3 )  
toma la forma 

Si CI y C2, no son concCntricas, ye verificarti Dl f 0 2  o El f E? , 
o ambas, de manera que por lo menos uno de 10s coeficientes de s y y 
en* (4)  s e d  diferente de cero , y la ecuaci6n ( 4 )  representn entonces 
unn lfnea recta llamada eje radical de C1 y C: . 

Si C1 y CZ se cortan en dos puntos diferentes, se sigur , tle 1 : ~  
discusi6n del Artlculo 42,  que el eje radical pnsa por cstos dos punlos 
y ,  por tanto,  coincide con su cuerda comdn. Si Cl y Cz son tan- 
gentes entre si , su eje radical es la tangente coiniln :L ambas circunfe - 
rencias. Si CI y Cz no tienen ningdn punto conliln y no son conch- 
tricas, su eje radical no tiene ningdn punto comdn con ningunn de las 
dos circunferencias . 

Ahora demostraremos que el eje radical de dos circunferencias 
cualesquiera es perpendicular a su recta de 10s centros. En  efecto , 
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en el Articulo 42 virnos que la ecuaci6n de la, recta de 10s centros 
de CI y Cz es 

E'I - E2 
y I:L pendiente de esta ~.ecki es si DI # Dn . La pendiente 

D, - n2 ' 
Dl- D2 

( lu l  eje radical, deducida do la ccuaeidn ( 4 )  , es - El - E2 , si 
141 # E2. Coma estas pendientes son negativamente reciprocas , se 
sigue que el eje radical es perpendicular a la recta de 10s centros. 
Si Dl = 0 2  , entonces , por la ecuaci6n ( 4 ) )  resulta que el eje radical 
es paralelo a1 eje X ,  y por la ecuaci6n anterior, la recta de 10s cen- 
tros es paralela a1 eje Y ; por tanto,  en este caso , el eje radical y la 
linea de 10s centros ttimbi6n son perpendiculares entre sl. An6loga- 
mente, si El = E2, el eje radical es paralelo a1 eje Y y la recta de 
10s centros es paralela a1 eje X ; por lo tanto, son perpendiculares 
en tre sf . 

Ejemplo 1. Hallar la ecuaci6n del eje radical de las circunferencias 

y dernostrar que  es perpendicular a s u  recta dr! 10s centros .  

F i g .  57 

Solucibn. S i  rnultiplicamos la ecuacion ( 6 )  por  2 y la restamos de 1, ecua- 
c i 6 n  ( 5 ) .  obtenemos  

I :  2 6 x + 1 8 y - 7 7 = 0  

13 c o m o  ecuaci6n del eje radical.  Su pendiente  e s  - -. 
9 
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L a s  coordenadas de 10s centros CI  y Cz se encuentran f k i l m e n t e ,  y son 

(- f .  ) y (4. 6 ) .  respec~ivamenfe .  de manera que  la pendienre de la  

recta de 10s centros es - ( ' I2'  = 9 que  es negativamente reciproca de la 
4+(5/2) 1 3 '  

pendiente del eje radical. P o r  t a n t o ,  el eje radical es perpendicular  a la recta de . . 

10s centros. L a s  circunferencias C I  y Ca, su recta de 10s centros y su  eje radi-  
cal I. se h a n  t razado  en la f igura  57. 

Para deducir una propiedad importante del cje radical, establece- 
remos el siguiente teorema : 

F i g .  58 

TEOREMA 5 .  Si t es la longitud de la fangenfe trazada del punto 
ezterior PI (XI , yl) a la circunferencia (x  - h)2 + ( y - k )2 = r 2  , 
entonces 

t = d ( x l  - h)2  + (yl - k ) l  - r 2 .  

DEMOSTRACI 6 ~ .  Sea T (fig. 58) el pun to de tangencia , de ma- - 
nera que t = PI T.  Como PI T es tangente a la circunferencis , el 
radio CT es perpendicular a P I  T. Por tanto, en el tritingulo recthn- 
gulo PI TC , tendremos : 

2 
t2 = C P I  - r2.  ( 7 )  

Por el teorema 2 ,  Artlculo 6 ,  
- 
C P :  = (XI - h)2 + ( ? / I  - k ) 2 ,  

valor que , sustituido en la ecriacidn (7) , da 
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de donde , 
t = d ( z ~ - h ) ~ +  {yl- k ) 2 - r 2 .  

NOTA. Evidentemente, se pueden trazar dos tangentes &I punto  P1 a1 
circulo, pero sus longitudes son iguales. 

E femplo  2. HalLar la longitud de la tangente trazada del punto  (- 3, 2) 
a la circunferencia 9 x 1  + 9 y 2  - 30x - t8y - 2 = 0. 

Solucibn.  Fara aplicar el teorema 5,  es necesario hacer que 10s coeficientes 
de x 2  y ya sean iguales a la unidad. Para ello dividiendo por 9, resulta: 

Sustituyendo x p a r  - 3 y y por 2 en el primer miembro de esta rcuaci6n. 
obtenemos 

13 de donde se deduce que la longitud de la tangente es t = -. Debe observarse 
3 

que, si se utilizara la ecuaci6n de la circunferen:ia en la forma original. es 
decir. sin dividir  por  9 ,  el resultado seria el triple del valor correcto. Se reco- 
mienda a1 estudiante que dibuje la figura correspondiente a este ejercicia. 

zadas desde dl a las dos circunjerencias son iguales. En efecto , sea 
b - 2  ias dos eircunfenncias no concdntricas dadas por las& 

nes ( 1 ) y ( 2 )  , respectivamente . Sea P (2 ,  y ) el punto m6vil y 
Sean t ,  y t z ,  respectivamente, las longitudes de las tangentes traza- 
das dc P a CI y C2. Entonces , por el teorema 5 ,  

Como , por hip6tesis, t~ = ts , de estas dos liltirnas ecuaciones se 
deduce clue 

(Dl - D ~ ) x +  (El- Ez)y+ Fi- F2 = 0 ,  

que ,  seg6n ( 4 ) ,  es la ecuncidn  PI eje radical de CI y C2. Podemos 
demostrar , reciprocarnente , que , si PI (XI , yl) es un punto que estd 
sobre el eje radical, las longitudes de 1iis tsngentes trazadas de 
PI a C I  y CZ son iguales. 

Los resultados precedentes se reflumen en el siguiente 
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TEOREMA 6 .  Si las ecuacion.es de dos circunferencias n o  concln- 
tricas CI y Cz son 

C i :  s 2 + y 2 + D i ~ + E ~ y + F ~ = 0 ,  

la  elirninacio'n de x2 y y2 entre estas dos ecuaciones da  la ecuacio'n lineal 

que es la ecuacidn del eje radical de C1 y C? . 
Si  C I  y C? se cortan e n  dos puntos direrenles, s u  eje radical coincide 

con s u  cuerda cornkn; s i  CI y (12 .Yon tangentes entre s f ,  s u  eje radical 
es s u  tangente comzin, y s i  CI y C(2 n o  tienen ningi ln  pr~nto  comhn,  s u  
eje radical n o  tiene ningi ln  punto corntin con n inguno  de ellos. 

E l  eje radical de CI y Cz es perpendicular a la recta de 10s centros; 
es tarnbiin el lugar geomitrico de u n  punto que so mueve de tal mancra 
que las longitudes de las tangentcs trozadas por 81 a C'I y Cz son 
iguales . 

Consideremos tres circunfcrencias, de las cuales no hay dos que 
Sean conc6ntricas. Cada par tiene un eje radlcal, y las tres , tomadas 
a pares, tienen tres ejes radicales Si las tres circunferencias no 
tienen una recta de 10s centros cornfin, sus tres ejes radicales se cortan 
en un punto llamado centro radical .  La demostraci6n de la existencia 
del centro radical dc tres circunfcrencias dadas se deja como ejcrcicio 
a1 estudiantc . 

EJERCICIOS. Grupo 17 

D i b u j a r  una  f i g u r a  para cada ejercicio.  

1. Escr ib i r  la ecuaci6n de la fami l i a  de circunferencias  conc6ntr icas  c u y o  
cen t ro  c o m u n  es el p u n t o  ( -  3 ,  5 ) .  D i b u j a r  t res  e l e n ~ e n t o s  de la f a m i l i a ,  espe-  
c i f i cando  el va lo r  del p a r a m e t r o  en cada caso.  

2. Escr ib i r  la ecuacion de la fami l i a  d e  circunferencias  c u y o s  cen t ros  e s t i n  
sobre  el e je  Y. Des ignense  10s d o s  pa ramet ros  p o t  k l  y  1.2. D i b u j e n s e  t res  
e lementos  d e  la fami l i a  conservando  a 1.1 cons tan te  y as ignando  a /:z t res  valores  
diferentes .  D i b u j e n s e  o t r o s  tres miembros  de la  fami l i a  hac iendo  q u e  Es p e r m a -  
nezca cons tan te  y a s i g n a n d o  a /., t res  valores  diferefites. 

3. Escr ib i r  la ecuacibn de la fami l i a  d e  todas  las  circunferencias  q u e  pasan 
p o t  el o r i g e n .  D i b u j a r  seis  e lementos  de la fami l i a  a s i g n a n d o  valores  a  10s d o s  
p a r i m e t r o s  c o m o  en el e jercicio 2. 

4. D e t e r m i n a r  la ecuaci6n de la  fami l i a  de circunferencias ,  cada u n a  de las  
cuales  pasa p o r  el o r igen  y el p u n t o  ( I .  3 ) .  D i b u j a r  t res  elementos de la  f a m i -  
l i a ,  espe:ificando el va lo r  del p a r a m e t r o  en cada caso.  
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@ D i b u j a r  las d o s  circunferencias  cuyas ecuaciones s o n  

T a m b i i n  d i b u i a r  tres elementos de la fami l i a  CI + k c 2  = 0 para valores  de k 
diferentes  de 0 y - 1 ,  y demos t ra r  q u e  sus  cen t ros  e s t i n  sobre la  recta d e  10s 
cen t ros  de C l  y C2. g) Hal la r  la ecuaci6n de la circunferencia  q u e  pasa p o r  el p u n t o  A (-8. 5 )  
y  p o r  las intersecciones de las circunferencias  x a  + ya - 8 x  - 6 y  + 17 = 0 y 

xa 8 '- 1 8 x - 4 y + 6 7 = 0 .  
Ha l la r  la ecuaci6n de la circunferencia  q u e  t iene s u  cen t ro  sobre el eje X 

y pasa p o r  las  intersecciones de las d o s  circunferencias  dadas en el e jercicio 6. 
@ H a l l a r  la ecuaci6n de la circunferencia  q u e  tiene s u  cen t ro  en el e je  Y y 

las intersecciones de lag d o s  circunferencias  dadas e n  el e je rc ic io  6. 
Hal la r  la ecuacidn de la circunferencia  q u e  tiene s u  cen t ro  sobre la recta 

2 x  +-y - 14 = 0 y q o c  paia  p o r  las  intersecciones de las circunferencias  

@ Hal la r  la  ecuaci6n de la  circunferencia  de rildio 2 47 y q u e  pasa p o r  
2 

las intersecciones de las c  i  r  c  u  n f  e  r e  n c  i  a  s  x a  + y2 + 2 x  - 6~ - 16 = 0 y 

x2 & 2 - h x  + 2y = 0. ( D O S  so luc iones . )  
Ha l la r  la ecuaci6n d e  la circunferencia  q u e  pasa p o r  las intersecciones de 

las circunferencias  x a  + ya - 6 x  + 4 = 0 ,  x a  + ya - 2 = 0.  Y q u e  es t angen te  
a  la  recta x + 3y  - 14 = 0.  ( D o s  so luc iones . )  

12. L a  ecuaci6n de la fami l i a  d e  circunferencias  dada en el t eorema 4 del  
A r t i c u l o  42 n o  incluye a  la ecuaci6n de CZ. U s a n d o  d o s  p a r i m e t r o s  k l  y  kz,  
escribase la ecuaci6n de la famil ia  de ta l  manera q u e  inc luya  a  Cz. (VCase !a 
ecuaci6n [h]  del A r t i c u l o  36.)  ; A  q u i  restr icciones deben someterse 10s p a r i -  
met ros  k l  y  I;,? i Q u i  relaci6n debe ex i s t i r  en t re  k l  y  Irz para ob tener  la  ecua- 
c i6  de u n a  l inea rec ta?  

Demos t ra r  q u e  Ias circunierencias  CI:  x' + y' - 3 x  - by + 10 = 0 g 
C r :  x 2  + y2  - 5 = 0, son  tangentes .  Ha l la r  la  ecuaci6n d e  la  circunferencia  
tangente a  C1 y C2 en su p u n t o  cornun y q u e  pasa por- el p u n t o  A ( 7 ,  2 ) .  
D e m o s t r a r  q u e  el cen t ro  de esta circunferencia  e s t i  sobre la recta de 10s cen t ros  

Ha l la r  la  ecuaci6n de la  circunferencia  t angen te  a  C1 y Cu del e jerci-  
c io  de@ 3 e n  C2. s u  p u n t o  c o m u n  y c u y o  c e n t r o  e s t i  sobre la recta 3 x  + y + 5 = 0. 

15. Hal la r  la  ecuaci6n de la circunferencia  t angen te  a  C1 y C2 del e jerci-  

c io  13 en s u  p u n t o  c o m u n  y c u y o  rad io  es i g u a l  a  347. ( D o s  so luc iones . )  
2  

@ Hal la r  la  ecuaci6n de la  circunferencia  t angen te  a  Cl y Ca  del  e jerci-  
c i o  13 en s u .  p u n t o  c o m u n  y q u e  es tangente a  la recta x - Zy - 1 = 0. ( D o s  
so@nes: ) 

Hal la r  la  ecuaci6n de la  circunferencia  q u e  pasa p o r  el A ( -  10. -2) 
y  p o r  las lntersecciones de la circunferencia  x a  + y2 + 2 x  - 2 y  - 32 = 0 y la  
rec ta  x - y + 4 = 0.  

18. D e m o s t r a r  q u e  las  circunferencias  C1 sa + ya - 2 x  - 2 y  - 2 = 0 
y Ce e xa + yz + l o x  - 6 y  + 33 = 0 n o  se cor tan .  D e m o s t r a r  q u e  para 
k = - 2 el e lemento  cor respondien te  d c  l a  fami l i a  CI + k C a  = 0 eo u n a  c i r c u n -  
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ferencir  q u e  n o  cor ta  a  n i n g u n a  de las d o s  circunferencias  C I  y Cz. y c u y o  cen- 
t r o  esta sobre la recta de 10s cen t ros  de C I  y C Z .  Demuis t rese ,  t a rnb i in ,  q u e  n o  
exisle n i n g u n a  circunferencia  real s i  F toma  u n o  cualquiera de 10s valores  
I .  2 ,  j. Hil lense  o t r o s  valores  de I; para 10s cuales n o  exis ta  circunferen-  
ria real. 

19. H a l l a r  la ecuaci6n del eje radical d e  las circunferencias  

y demos t ra r  q u e  es pe rpend icu la r  a  s u  recta de 10s centros.  
20.  H a l l a r  la ecuaci6n del eje radical de las  circunferencias  

y demos t ra r  q u e  es pe rpend icu la r  a  su recta de 10s ren t ros .  
21. Hal la r  la  ecuaci6n y la  l o n g i t u d  de la  cuerda c o m u n  d e  las c i rcunfe ren-  

cias x a  + ya - 8 y  + 6 = 0 y x s  + ya - 14x - by + 35 = 0 .  
22 .  Demost ra r  anal i t icamente q u e  si d o s  circunferencias  d i fe ren tes  son  con-  

c in t r i cas ,  su eje radical n o  exis te .  
23. Hal la r  la l o n g i t u d  de la t angea te  t r azada  del p u n c o  P ( 3 .  4)  a  la c i rcun-  

ferencia 3xs + 3y2 + 12x + 4q - 35 = 0.  
21.  Hal la r  la l o n g i t u d  de la t angen te  t razada del p u n t o  P ( -  1 .  3 )  a I J  

circunferencia 3x2 + 3y2 - 14x - 15y + 23 = 0 .  
25. Obtener  las coordenadas  d e  u n  p u n t o  q u e  sc encuentre  sobre el eje rad i -  

cal del ejercicio 19, y  demos t ra r  q u e  las long i tudes  de las t angen tes  t r azadas  de 
ese p u n t o  a  las d o s  c i rcunfe renc ias  s o n  iguales .  

26 .  Las  ecuaciones de d o s  circunferencias  n o  concentr icas  son  C I = ~  y C 2 = 0 .  
Demuis t rese  q u e  el eje radical de cua lqu ie r  p a r  d e  circunferencias  de la famil ia  
C I  + k C s  = 0 es el rnismo q u e  el eje radical de C I  y C z .  

27. Las  ecuaciones de tres circunferencias  aon 

S u p o n i e n d o  quo  en t re  ellas n o  h a y  d o s  q u e  Sean concentr icas ,  hal lense las ecua- 
ciones d e  s u s  ejes radicales. S i  las tres circunferencias  n o  t ienen u n a  recta de 
cen t ros  cornun ,  demuistreae q u e  s u s  ejea radicales se encuen t ran  en u n  p u n t o  
comtin (el cen t ro  rad ica l ) .  

28 .  Hal la r  las coordenadas del cen t ro  radical de Ias tres circunferencias  
x Z + y 2 + 2 x  - 4y  - 6 = 0, x2+y'-4x - 2y = 0 y x2+y'+ 2 x  + 12y + 36 = 0.  

29. Hal la r  Las long i tudes  d e  las t angen tes  t r azadas  del cen t ro  radical a  las 
tres circunferencias del e jercicio 28. y d e m o s t r a r  q u e  son  iguales .  

30.  Demost ra r  q u e  las tres circunferencias  xa + y2  + IOx + 2y + 17 = 0.  
.r2 + y a  +4x - 4y + 4 = 0 y x2 + y Z  - 8 x  - I(,y + 71 = 0 n o  t ienen cen t ro  
radical. E x p l i c a r  el r esu l t ado .  

44. Tangente a una curva. 1511 Gconirttiu rlernental solarnente 
re rstuditt , m general, Is t a n g ~ ~ i t e  a una curvn : la, c~ircunferencin. 
Ln langente s(: define como una recta que tiene un solo printo comilx~ 
con la circunferencia. Esta definici6n , suficiente para la circunfercn- 
cia, es inadecuada para slas curvas planas en general, pues hay curvas 
planas en las cuales una tangente en un punto corta a la curva en uno 



ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA 1 2  1 

o mds puntos diferentes. Por csto , vamos a dar ahora una definici6n 
de tangente que sc apliqm a todas las curvas planas en general. 

Sea la ecuaci6n dc una curva p l ~ n a  cualquiera C 

Scan PI  (21 , y l )  y P? ( 2 2 ,  y ~ )  (fig. 5 9 )  dos puntos diferentes cuales- 
quiern dc C tales que el arco de curva que 10s unc sea continuo ; es 
decir, P2 puede rnoverse hacia PI  permaneciendo siernpre sobre la 
curva. La recta que pasa por PI  y Pz se llama secante. Considera- 
remos que PI es un punto fijo mientrss que Pz se mueve a lo largo 

i" 
F i g .  59 

tlc C hacia PI. Entonccs, a medida que PZ sc aproxima a P I  , la 
secante gira en el sentido contrario ul de las msnccillas de un reloj en 
torno a PI y , en general, tiende a una posici6n limite representada 
por la recta P I T  que se define como la tangente a la curva C en el 
punlo P I .  El punto PI sc llama punlo de tnngencia o punfo de con- 
t a c t ~  de la tangentc. La pendiente de la curua C cn el punto PI  se 
define corn0 la pendiente de lu tangentc a C en PI . 

Para dcterniinar la ccuaci6n de la langente a una curva dada en 1111 

puntv particular dc la curva, se conoce uri punto, el punto de con- 
tucto ; por lo tnnio, quetla por h:~llrir la pc~ndionte de la tang1:nte. La 
pendien t (1 dc 13 svcante PI Pz ps 
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Si C es una curva cualquiera diferente de una lfnea recta, el valor 
de m, varia a medida que PZ se aproxima a P I .  DefiniCndose la 
tangente P I T  como la posici6n limite de la secante P I  PZ a medida 
que Pz tiende a PI , se sigue que la pendiente m de la tangente es el 
valor limite de la pendient,e m, de la secante dado por ( 2 )  , y escri- 
bilnos 

Yl - Y2 m = lim -, 
z, j r l  X I  - Z2 

siempre que , por supuesto , ese limite exista . La determinacidn , 
significado y propiedades de este limite son problemas fundamentales 
del Cdlculo infinitesimal y no serlin considerados en este libro . Usa- 
remos, sin embargo, la idea de In coincidencia de dos puntos sobrc 
una curva , coino se indica en la siguiente discusi6n. 

En nuestro estudio no srrh necesario obtener 1:t pcntlicnte de una 
tangente calculando el limite expresado por ( 3 )  , ya que'restringiremos 
nuestro trabajo a la determinacidn de las ccuaciones dc tangentes a 
curvas planas representadas, analiticamente , por ecuaciones algebrai- 
cas de seglindo grado . Tornalnos , por lo tanto,  (1) como tipo de  
ta!es ecuaciones y consideramos el sistema formado por esta ecuaci6n 
y la ecuaci6n de la recta, 

y = m z + k .  (4  

Las soluciones comunes de (1 )  y (4 )  son dos y pueden obtenerse 
sustituyendo prilnero y por mx + k en ( I ) ,  y resolviendo la ecua- 
citin cuadr6tica en una variable que resulta, de Is forma 

Las raiccs cle ( 5 )  puedcn ser reales y desiguales, reales e iguales o 
coii~plejas (Apdndice IB , 3)  co~*respondiendo, rcsgectivl~mente , a la 
interpretaci6n geomCtrica de que 13 recta ( 4 )  y la curva (1)  se cor- 
ten en dos puntos diferentes, t,engan un punto c o m ~ n  o nu se corten . 
1'al.a cl caso de inte~*seccidn en dos puntos diferentes, la recta ( 4 )  es 
una secante de la curva ( 1 ) . Si , ahora , imagint~mos que varitln lot; 
coeficientes de la ecuaci6n (4 )  de t,al inanera que una de las raices 
reales de (5 )  se aproxima a la otra , esto equivale , geom6tricamente1 
a que la secante va variando hasta ocupar la posicidn limite de la k n -  
gente, como en la definicidn anterior. De este razonamiento se 
deduce, por lo tanto,  clue la igunldad de las rakes de la ecuacidn ( 5 )  
es una co?tdicibn para la tangencia de la recta ( 4 )  a la curua ( 1 ) .  
Haremos uso de esta condici6n a1 determinar las ecuaciones de Ins 
tangentes a las curvas planas algebraicas de segundo grado . 
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Sea P I  ( X I ,  y l )  (fig. 60)  un punto cualquiera de la, curva conti- 
nua C .  Sea I la  tangent,^ a C en P I .  Si m es la pendientc de I ,  
por cl teorelna 1 , Articulo 26 ,  In ecuacicin de 13 tangente 1 es 

Sea 1 In recta trnzada por P I  perpendicular n la tangente 1 ;  la rcc- 
t a  I f  sc llama n.ormal a la czirva C en el punto P I .  La ccu:~ci6n dc 1:~ 
1101.lna1 1 es , ~videntement~e , 

Sr~pongamos clue la, tangentc y la normal cortan n -Y en los puntos - 
T JT N , respect ivament,e . La longit,ud P I  T dcl segment0 de la tan- 

Fig. 60 

genle 1 con~prendido entre el punlo de contacto y el eje X se Iltrna 
longitud de la tangente. La longitud P I N  del scgnicnto de la nor- 
N I : ~  I f  comprendido entrc el punto dc contacto y el cje X se llama 
lo?lgztud de la  normal. Por P I  tracemos la ordenada P I &  La pro- 
yccci6n QT de la lougitud de la tangente sobre el ejc X se llama sztb- 
tangente , y In proyecci6n Q N  de la longitud de la normal sohre el ejc 
X se llama subnormal. Sea a el Bngulo de inclinaci6n de 1 ,  de ma- 
rlem que m = tg a .  Observando que el Bngulo & P I N  = a ,  el estu- 
diante puede fticilmente demostrar que las longitudes de 10s dltimos 
cuatro clementos definidos son las que se dan en el siguiente 

TEOI~EMA 7 .  Si m es la pendicnte de u n a  curva plana continua C 
en  el pwnto PI ( X I ,  yl )  , entonces para el punto PI tenemos las siguien- 
tes ecuaciones y jbrmulas: 

Ecuaci6n de la tangente a C : y - yl = m ( z  - X I ) ,  
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1  
Ecuxcihn de la normal n C :  9- yi = -- ( x - X I ) ,  m # 0 

m 

Longitud de 1% tangente = d 1 + my m # 0 ,  m 
Longitud de la normal = yl d 1 + m 2 ,  

Y l  Longit.ud de la subtnngente = - , m # 0 ,  m 

Longitud de la subnormal = my1 

Sean C y C 1  dos curvas planas que se cortan en el punto P (figu- 
ra 61).  Sean 1 y 1' laa tangentes n C y C' , respectivamente , en P. 

L' 
Fig. 61 

Se llama dngulo de dos curvas en uno de sus punfos de inferseccidn, a 
cualquiera de 10s dos dngulos suplementarios jormados por las do8 tan- 
gentes a Ins curvas en dicho punto. Para las curvns C y C 1  de la 
figura 6 1 ,  si las pendientes de 1 y l 1  son m y m l ,  respectivamente, 
el Qngulo que formnn las curvas en P es uno de 10s dos Sngulos 6' 
dados , seg6n el teorema 5 ,  Artfculo 10 ,  por la f6rmula 

.m - m' 
t g o =  * 1  + mm' ' mm' # - 1  

Si se verifica que rnm' = - 1  , de tal manera que arnbos jngulos sean 
rectos, se dice clue las curvas son ortogonales entre si. Tambien , si 
cada cierncmto de una farnilia cle curvas es ortogonal a cada uno de 10s 
clementos dtt una segunda farnilia , las curvas de cualquiera de las dos 
familias se  llama^^ Las tmyectorias ortogonales de las curvas de la otra 
farnilia. El problema de la ortogonalidad es de considerable importan- 
cia en 1% Mntemritica superior y en Flsica. 



45 Tangente a una circunferencia. La dcterminacibn de la rcua- 
c b -  (9 una tangente a una circunferencia ae simplifica considerablc- 
mente por la propiedad de la circunferencia, que dice : la tangente a 
u rn  circunferencia es perpendicular a1 radio trazado a1 punto de con- 
t a c t ~ .  En  este articulo determinaremos la ecuaci6n de la tangente a 
una circnnferencia sin usar esta propicdad particular ; lo haremos por 
el mCtodo general discutido en el Articulo 44 .  

Es  evidente , por el teorema 7 del Articulo 44 , que la ecuaci6n de 
la tangentc a una circunferencia dada es t i  perfccta~n~nte deter~ninada 
cuando se conocrn su pendicnte y el punto de contac o (o algdn otro 
de sus punto?).  Si sc tiene uno de cetos datos, el otro debe determi- 
narse a partir dc ]as condiciones del problema ; segdn esto . tenemos 
10s elementos necesarios para la soluci6n de cualquier problema par- 
ticular. Yamos a considerar tres problemas, a saber : 

C 1) Hallar la ecuaci6n de la tangente a una circunferencia dada en 
un punto dado de contact0 ; # 6 2)  Hnllar la ccuaci6n d r  la Langente a una circunferencia dad% y 
que tiene una pendiente dade ; 

.+ 3)  Hallar la ecuaci6n de la tangente a una circunferencia dnda y 
*que pasa por un punto exterior dado. 

El procedimiento para resolver cada uno de estos problemas es 
esencialmente el mismo. E n  cada caso se da una condici6n ; de acuer- 
do con csto escribiremos primero la ecuaci6n de la familia de rectas que 
satisfacen estn condici6n (Art. 36) . Esta ecuaci6n contiene un pari- 
metro quc se tietermina aplicando la condicitin dc tangencia dada en 
el Articulo 4 4 .  

Ejemplo 1. Hallar la ecuacion de la tangente a la circunferencia 

Solucibn. La ecuaci6n de la famil ia  de rectas que pasa por el p u n t o  
( 3 ,  5 )  es 

y - 5  = m ( x -  3 ) .  (1 

en donde el parimetro m es  la pendiente de la tangente buscada. Dz la ecuaci6n 
( I ) ,  y = m x  - 3m $, 5. y sust i tuyendo este valor en la ecuaci6n de la circun- 
ferencia, resulta: 

que se reduce a 
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S e g i n  l o  d i c h o  en el A r t i c u l o  44, la recta (1)  sera t a n g e n t e  a  la c i r cunfe renc ia  
d a d a  s i empre  q u e  l a s  raices de esta u l t i m a  ecuacion sean igua les ,  es dec i r ,  s i em-  
pre  q u e  el d i sc r iminan te  se anu lc .  D e b e r i ,  p u e s ,  ver i f icarse  la c o n d i c i 6 n :  

L a  s o l u c i 6 n  de esta ecuac i6n  es n? = 1.5 , de manera  q u e ,  de  ( I ) ,  la ecuacion d e  
la t a n g e n t e  buscada es 

C J - 5 =  5; ( x - 3 )  

0 sea.  

x - 2y + 7 = 0. 

Se recomienda  a1 e s t u d i a n t e  q u e  d i b u j e  la f i g u r a  co r respond ien te  a cste  
e j e m p l o .  

Ejemplo 2. H a l l a r  l a  ecuac i6n  de l a  t a n g e n t e  a  la c i r cunfe renc ia  

y  q u e  t i ene  d e  p e n d i e n t e  1. 

F i g .  61 

S o l u c i b n .  L a  ecuac ion  d c  la f ami l i a  d e  rectas d e  pend ien te  1 es 

y = x + k .  (2)  

s i e n d o  k u n  p a r i m e t r o  c u y o  v a l o r  debe de tc rmina r se .  S i  el v a l o r  de  (J d a d o  por 

(2)  se s u s t i t u y c  en la ecuac i6n  d e  la c i r cunfe renc ia ,  se o b t i e n e  

o sea. 
2x2  + (2h  - 8 )  x  + ( h 2  + 2k  + 18) = 0. 

L a  c o n d i c i 6 n  d e  t angenc ia  es 

( 2 h  - 8)a - 8 ( k Z  + 2 k  + IS) 0. 
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L a s  raices de esta ecuacidn son  k = - 2. - 10. P o r  t a n t o .  de ( 2 ) ,  las ecua- 
c iones  d e  las tangentes  buscadas s o n  

E n  la  f i g u r a  62 se h a n  t razado  estds tangentes .  
Ejemplo 3. Hal la r  la ecuacion de la tangente t razada del  p u n t o  (8,  6 )  a  la 

c ircunferencia  x a  + y 2  + 2% + 2y - 24 = 0. 

en  donde  el pa r i rne t ro  m es la pend ien te  de la tangente buscada. D e  la ecuaci6n 
( 3 ) .  y  = m x  - 8 m  + 6, va lo r  q u e  s u s t i t u i d o  en  la ecuaci6n de la c i rcunfe ren-  
cia ,  d a  

% 2 + ( m x  - 8 m + 6 ) a + 2 x + 2 ( m x - 8 m + 6 ) - 2 4  = 0 ,  

la  cual  se reduce a 

( m l  + I )  x" (16ml - 14m - 2) x + (64m2 - I12m + 24) = 0.  

L a  cond ic i6n  para  tangencia es 

( 1 6 m 2 -  l l m  - 2 ) 2  - 4 ( m a +  1)  (64mz-  1 1 2 m + 2 4 )  = 0 .  

Reso lv iendo  esta ecuaci6n se encuentra  q u e  sus soluciones son 

P o r  t a n t o ,  de ( 3 ) .  las ecuaciones de las  tangentes  q u e  cumplen  las  condiciones 
dadas ,  son  

23 y - 6 = L ( x - 8 )  y y - 6 = - ( x - 8 )  
5 11 

o sea, 
x - 5 y + 2 2 = 0  y 2 3 % - l l y - 1 1 8 = 0 .  

EJERCICIOS. Grupo 18 

D i b u j a r  una  f i g u r a  p a r a  cada ejercicio. 

L o s  ejercicios 1 -7  dcben resolverse usando  la cond ic i6n  de tangencia estudiada 
en  el A r t i c u l o  44. 

1. Hal la r  la  ecuaci6n de 11 t angen te  a  11 circunferencia  

x Z + y 2 - 2 x - 6 y - 3 = 0  
en  el p u n t o  ( -  1, 6 ) .  

2. H a l l a r  las  ecuaciones d e  las  t angen tes  a  la  c ircunferencia  

q u e  t engan  de pend ien te  - 3 
7. 

3. H a l l a r  las  ecuaciones d e  l as  tangentes  t razadas del  p u n t o  (- 2, 7 )  a  la 
c ircunferencia  x z  + + 2 x  - 8 y  + 12 = 0.  

4 .  H a l l a r  la  ecuaci6n de la  t angen te  a  la  c ircunferencia  x 2  + y 2  - 8% + 3  = 0 
e n  el p u n t o  (6, 3) .  
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5 .  Hal la r  l a s  ecuaciones de las  t angen tes  a  la  c ircunferencia  

que  son  paralelas  a  la recta 5x - 5y + 31 = 0 .  
6 .  Ha l la r  12s ecuaciones de las t angen tes  a  la c ircunferencia  

que  s o n  perpendiculares  a  la recta 4x - y  + 31 = 0 .  
7 .  IJal lar  las  ecuaciones de las tangentes  t r azadas  del p u n t o  ( 6 ,  - 4 )  a  la 

circrlnferencia x Z  + yz + 2x - 2 y  - 35 = 0 .  
8. Reso lver  el e jercicio 4  recordando  q u e  la t angen te  es pe rpend icu la r  a l  

r ad io  que  pasa p o r  el p u n t o  d e  con tac to .  
9.  Resolver  10s e jemplos  1. 2  y  3 del A r t i c u l o  45 p o r  el m i t o d o  ind icado  

en el ejercicio 8. 
1 0 .  Demos t ra r  q u e  la ecuacidn de la t angen te  a  la c ircunferencia  x2+ y2 = r2  

e n  el  p u n t o  d e  con tac to  P l  ( X I ,  y l )  es x l x  + y ,  y  = r2 .  Sugestidn: Usese el 
hecho  de q u e  xla  + y l a  = r a .  

11. P o r  d o s  m i t o d o s  diferentes ,  ha l l a r  l a s  ecuaciones de las  t angen tes  a  la  
c ircunferencia  9 x a  + 9 y 2  + 18x - 12v - 32 - 0, cuya pendiente  sea . 

1 2 .  P o r  do8 mhtodos  diferentes ,  hallenae Ias ecuaciones de las  tangentes  
t r azadas  del p u n t o  (6, - 4 )  a  la circunferencia  2 x 2  + 2ya - 8x - 4y - 15 = 0.  

13. P o r  el p u n t o  (- 5 ,  4 )  so t r a z a n  tangentes  a  la c ircunferencia  

Ha l la r  el i n g u l o  a g u d o  q u e  f o r m a n  estas  tangentes .  
1 4 .  D a d a  la  circunferencia  x 2  + y2 = 5 ,  ha l la r  10s valores  de k para 10s 

cualcs las  rectas de la fami l i a  x  - 2y + k = 0 :  

a )  cor tan  a  la c i rcunfe renc ia  en  dos  p u n t o s  d i fe ren tes ;  
h )  s o n  t angen tes :  

c )  n o  t ienen n i n g u n  p u n t o  c o m u n  con la circunferencia .  

1 5 .  D a d a  la circunferencia  x 2  + y2 - 6x - 2y + 6  = 0 ,  ha l l a r  10s valores  
de m  para  10s cuales  l a s  rectas de la fami l i a  y  = m x  + 3:  

a )  corta  a  la c ircunferencia  en d o s  p u n t o s  d i f e r e n t e s ;  
b )  s o n  t angen tes :  

c )  n o  t i enen  n i n g u n  p u n t o  comlin con la c i rcunfe renc ia .  

1 6 .  D e m o s t r a r  q u e  l as  ecuaciones de las  t angen tes  de pend ien te  m  a  la c i r -  

cunferencia  x 2  + y' = r 2  s o n  y  = m x  * r  d 1  + m a .  
1 7 .  H a l l a r  la ecuacion de la n o r m a l  a  la c ircunferencia  

en  el p u n t o  ( 6 ,  - 3 ) .  y  d e m o s t r a r  q u e  pasa p o r  el c e n t r o  d e  la c i rcun[e renc ia .  

E n  cada u n o  de 10s ejercicios 18-20 ha l l a r  la ecuaciones de las  t angen te  y  
n o r m a l  y  las  l o n g i t u d e s  d e  la t angen te ,  n o r m a l ,  sub tangen te  y  s u b n o r m a l ,  
para cada circunferencia  y  p u n t o  d e  c o n t a c t o  dados.  
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21. Hal la r  el a n g u l o  a g u d o  que  f o r m a n  las  circunferencias  x a  + ya = 17 y 
x 2  + y 2  - 12x - 4y  + 11 = 0 en su interseccibn.  

22. Hal la r  el i n g u l o  a g u d o  q u e  f o r m a n  la recta 2 x  + 3y  - 6 = 0 y la c i r -  
cunferencia x' + y2 + 2 x  - 4y - 3 = 0 a1 cortarse.  

23. Demos t ra r  q u e  las circunferencias  

se cor tan  o r togona lmente .  
24. Demos t ra r ,  ana l i t i camente ,  q u e  las t rayectorias  o r togona les  de u n a  

famil ia  de circunferencias  conc6ntr icas  e s t i n  dadas p o r  la fami l i a  de rectas q u e  
pasan p o r  su cen t ro  comlin.  

25. S i  de u n  p u n t o  ex te r io r  P se t r azan  tangentes  a  u n a  circunferencia ,  el 
segmento que  u n s  10s p u n t o s  de con tac to  se l lama cuerda  d e  c o n t a c t o  de P .  
Si  Pl ( x , .  y l )  es u n  p u n t o  ex te r io r  a  la c ircunferencia  xa  + ya  = r 2 ,  d e m u i s -  
trese q u e  la ecuaci6n de la cuerda d e  con tac to  d e  P I  es X I  x  + y l  y = r'. 
( V e r  ejercicio 10. ) . 

46. Teoremas y problemas de lugaree geombtricos relatives a la 
circunferencia. La demostraci6n analitica de cualquier teorema sobre 
la circunferencia se efectiia siguiendo el procedimiento general discu- 
tido en el Articulo 11. De acuerdo con esto , mientras el teorema no 
se particularice, debe colocarse la circunferencia con su centro en el 
origen , ya que en esta posici6n su ecuacidn tiene la forma mhs simple , 
la forma can6nica, 

2% + y2 = r2. 

Ejemplo 1. Demos t ra r ,  ana l i t i camente ,  q u e  cualquier  i n g u l o  insc r i to  en 
una semicircunferencia es u n  6 n g u l o  recto. 

Demostracibn. E s  evidente q u e  la demos t rac ibn  n o  p e r d e r i  general idad s i  
colocamos la semicircunferencia  c o n  
su centro en el o r igen ,  t a l  c o m o  a p a -  Y 
rece en la f igura  63. L a  ecuacibn de 
la semicircunferencia es en tonces  

Sea P I  ( X I ,  y l )  u n  p u n t o  cualquiera 
de la semicircunferencia ,  y  Sean A y B 
10s ex t remos  de s u  d iamet ro .  C o m o  
r  es el radio,  es ev iden te  q u e  las co-  
ordenadas de A y B s o n  (- r .  0 )  y  

I 

( r ,  0 )  , respectivamente. T e n e m o s  
Y' 

q u e  demos t ra r  que  el segment0  P I A  F i g .  63 
es pe rpend icu la r  a1 segmento  P I B .  
P o r  t a n t o ,  s i  las pendientes  de P I A  y Pi B s o n  m l  y mz,  respect ivamente,  
v a m o s  a  demos t ra r  q u e  

rn l rn ,  = - 1. (21 

d e  acuerdo  c o n  el coro la r io  2 del teorema 5, A r t i c u l o  10. 
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P o r  el teorema 4  del Ar t .  8 .  tenemos 

de manera que 
m l  ma - A 

x i s  - ra ' 

Pero,  como P 1  e r t j  sobre la semicircunferencia. sus coordenadas ( x l ,  y l )  deben 
satisfacer la ecuaci6n ( I ) ,  y tenemos 

de donde, 

De esta 6 l t ima relaci6n y ( 3 )  obtenemos, inmediatamente. la relacibn busca- 
da ( 2 )  , como se queria demostrar. 

En relacihn con la resolucibn de problemas sobre lugares geomdtri- 
cos relativos a circunferencias , seguirernos el procedimiento general 
bosquejado en el Artlculo 23. 

Ejemplo 2. U n  pun to  se mueve de tal manera que la suma de lor zuadrados 
de sus distanciaa a don puntos  f i jos  dado* es constante. Hallar la ecuaci6n de su 
lugar geometrico, y demuistrese que es una circunferencia. 

601ucibn. P o r  simplicidad, y sin ninguna restricci611, podemos tomar uno 
de 10s puntos  como origen 0 y el o t ro  pun to  A (a, 0 ) .  a # 0 ,  sobre el eje X,  
como se indica en la f igura 64. Sea P ( x ,  y )  un punto  cualquiera del lugar 
geomitrico. Entonces P  debe satisfacer la condici6n geomitrica 

en donde k  es un numero positivo. 
Po r  el teorema 2 del Articulo 6, 

Po2 = x Z  + yZ 
Y - 

X PA' = ( x  - a )  a + ya, 

de manera que la condici6n geomftrica 
( 4 )  puede expresarse. analiticamente, 
por  la ecuaci6n 

~ ~ + y ~ + ( x - a ) ~ + y ~ = k  ( 5 )  

Y'  que se reduce a 
h 

P i q .  64 x z  + yZ - a x  + 5- - - = 0. (6 )  2 2 

P o r  el teorzma 2 del Articulo 40, la ecuacidn (6) representa una circunferencia 

cuyo centro es el pun to  C ( f ,  0 )  y y o  r a d i o  t i e n e  un r  longitud 

-. 
PC = % d 2 k  -- a', siempre que,  sin embargo, la constante k  > 2. S i 

2 
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k - f- el lugar geomitrico se reduce a1 p u n t o  
2 ' 

( 0): y i k < n o  
2 

existe n ing6n lugar geomitrico. 

EJEECICIOS. Qrupo 18 

Dibujar  una figura para cada ejercicio. 

Todos  10s teoremas enunciados en 10s siguientes ejercicios deben demostrarse 
anali t icamente.  D e  manera semejante. todos 10s problemas de lugares geomi- 
trtcos deben resolverse analiticamente. 

1. Las longitudes de las dos tangentes trazadas a una circunferencia desde 
un pun to  exterior son iguales. 

2. Si de un pun to  cualquiera he una circunferencia se traza una perpen- 
dicular a un  diimetro.  la longitud de la perpendicular es media proportional 
rntre las longitudes de 10s doe segmentos en 10s que divide a1 d i imetro .  

3. T o d o  d i ime t ro  perpendicular a una cuerda la divide en dos  partes 
iguales. 

4. E n  dos circunferencias secantes la recta de 10s centros es perpendicular a 
su cuerda comun en su pun to  medio. 

6. S i  por  10s extremos de un d i imetro  se trazan dos  cuerdas paralelas, istas 
son iguales. 

6. Se tiene u r n  circunferencia circunscrita a cualquier t r i i ngu lo  dado. 
Demostrar que el producto de las longitudes de dos lados cualesquiera del 
t r i ingulo  es igual a1 producto de la longitud del d i imetro  por  la longitud de la 
altura trazada a1 tercer lado. 

7. Un pun to  se mueve de tal manera quo la suma de 10s cuadrados de sus 
distancias a 10s puntos  (2 ,  0 )  y (- 1. O j  es siempre igual a 5. Hallar e iden- 
tificar la ecuaci6n de su lugar geomitrico.  

8. Un pun to  se mueve de tal manera quo su distancia del pun to  (4. 2)  es 
siempre igual a1 doble de su distancia del p u n t o  (- 1, 3 ) .  Hallar e identificar 
la ecuaci6n de su lugar geomitrico. 

9. Un pun to  se mueve de tal manera que su distancia del pun to  (2. - 2) 
es siempre igual a un  tercio de su distancia del pun to  (4, 1 ) .  Hallar e identifi-  
car la ecuaci6n de su lugar geomitrico. 

10. Un pun to  se mueve de tal manera que el cuadrado de su ctistancia dcl 
punto  (1, 2) es tiempre igual a1 doble de su distancia de la recta 3 x + 4 y  -1 =0. 
Hallar e identificar la ecuaci6n de su lugar geomitrico.  

11. U n  pun to  se mueve de tal manera que la suma de 10s cuadrados de sus 
distancias de 10s tres puntos  (0. 3 ) .  (3. 0 )  y ( -  2. - 2 )  es siempre igual 
a 30. Hallar e identificar la ecuaci6n de su lugar geomitrico. 

12. Un punto  P se mueve de tal manera que su distancia de un pun to  f i j o  
es siempre igual a k veces su distancia de o t ro  pun to  fi jo.  Demostrar que  
el lugar geomitrico de P es una circunferencia para valores apropiados de k.  

13. Un pun to  P se mueve de tal manera que el cuadrado de su distancia de 
la base de un t r i ingulo  is6sceles es siempre igual a1 produ;to de sus distancias 
de 10s otros dos lados. Demostrar quo el lugar geomitrico de P es una circun- 
ferencia. 




