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DEFINICI~N 1 .  El conjunto de 10s puntos , y solamente de aqne- 
110s puntos cuyas coordenadas aatisfagan una ecuaci6n (1) , se llama 
grdfia de la ecuacidn o , bien , su Zugar geodtrico . 

Otro concepto importante eat& dado por la 
DEFINICI~N 2.  Cualquier punto cuyas coordenadas satisfacen la 

ecuaci6n (1 ) perhece a la grdjica de la ecuacidn . 
No debe insistirse mucho en aquello de que solamenle aquellos pun- 

tos cuyas coordenadas satisfacen una ecuaci6n pertenecen a su lugar 
geombtrico. Lo importante es que si las coordenadas de un punto 
satisfacen una ecuaci6n, ese punto pertenece a la grhfica de esa ecuaci6n 
y , reciprocnmente , si un punto est4 sobre la grhfica de una ecuacih ,  
sus coordenadas satisfacen la ecuaci6n. Esto es , evidentemente , el 
enunciado de una condici6n necesaria y suficiente (Art. 9) .  Como las 
coordenadas de 10s puntos de un lugar geom6trico esthn restringidas 
por su ecuaci6n tales puntos estarhn l~calizados, en general, en posi- 
ciones tales que, tomadas en conjunto, formen un tram definido 
llamado curva , grttfica , o lugar geom6trico. 

Como ejemplo de las notas precedentes consideremos la ecuaci6n 

Dando diversos valores a x y calculando 10s valores correspondientes de y .  
obtenemos 10s pares de valores que figuran en la tabla. Cada par de valores 
correspondientes. tomado como las coordenadas de un punto. nos  permite 
trazar varios puntos, tal como se muestra en la figura 20. 

En Algebra se estudia el trazado de grhficas del tip0 (2). El pro- 
cedimiento consiste en trazar un cierto nlimero de puntos y dibujar una 
linea continua que pas% por todos ellos . tal como est& indicado en la 
figura 20. Pero , a1 hacer esto , se supone que la gr4fica entre dos 
puntos sucesivos cualesquiera tiene la forma de la curva continua que 
se dibuja uniendo 10s puntos. Aunque esto es verdadero para la 
grhfica particular que estamos considerando, no es verdadero para 
las grhficas de todas las ecuaciones. Por tant,o, bajo este supuesto , 
podemos introducir muchos errores en el trazado de la g rSca  entre dos 
de sus puntos. Para evitar errores de este tip0 , debemos hacer una 
investigaci6n preliminar de la ecuaci6n para ciertas caracteristicas 
antes de proceder a1 trazado de la curva. Esto se llama discutir la 
ecuacih y se describid en 10s articulos que siguen inmediatamente 
a1 presente. 

El  lector n o  debe creer que toda ecuaci6n del t ipo  (') tiene, necesariamente. 
nna grifica. For ejemplo, la ecuaci6n 
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se satisface para un nhmero inf in i to  de pares de valores de x y y, pero en 
ningun caso son umbos valores nfimeros reales. P o r  esto no  se paede trazar 
n ingun p u n t o  cuyas coordenadas satisfagan crta ecuacibn, ya quo estamos rcs- 
tr ingidos a puutos cuyas coordenadas Sean ambas ncimeros realea. Decimor 
entonces quo (3) n o  tiene grdfica en el sisterna coordenado rectangular real 
quo estamos empleando. 

Fig.  20 

O t r o  ejcmplo es la ecuacibn 

x' + ya = 0, 

en donde, x = 0, y = 0 es el unico par de valores reales quo la satisfacen. 
E n  este caso, en noestro aistema coordenado rectangular real, la grafica de la 
ecuacibn (4) ea un solo pan to ,  el origen. 

15. Intercepciones con 10s ejes. El primer punto que estudiare- 
mos en relacitin con la discusi6n de una ecuacidn eq el de las intercep- 
ciones de la curva con 10s ejes coordenados. 

DEF~NICIONES. Llamaremos intercepci6n de una curva con el eje 
X a la abscisa del punto de interseccidn de la curva con el eje . An&- 
logamenk, la intercepcidn con el eje Y es la ordenada del punto de 
intersecci6n de la clmrva con dicho eje. * 

El mCtodo para obtener la intercepciones es evidente a partir de la 
definici6n. Como la intercepci6n con el eje X es la abscisa de un 

N.  DEL T. Muchos autorcs llaman iatersecciones a las intercepciones 
sobrentendiendo quo a1 decir pun to  de interseccibn se quiere indicar abscisa a 
ordenada del punto .  
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punto que esth sobre el eje de las X, la ordenada de ese punto esl csro. 
Por tanto, haciendo y = 0 en la ecuaci6n de la curva , las soluciones 
reales de la ecuaci6n resultant.. en z nos d a d n  las intercepciones con 
el eje de las X .  Anhlogamente, haciendo en la ecuaci6n z = 0 ,  las 
soluciones reales de la ecuaci6n resultante en y nos d a d n  las intercep- 
ciones con el eje Y .  

Como ejemplo del mitodo, c o ~ i d e r e m o ~  la ecuacidn (2) del Articulo 14: 

Para y = 0, esta ecuacidn se reduce a 

de donde. 

y Ias raices son 
x = 0, 3, 5 .  

Por tanto, la8 intercepcionem de (1) con el eje X son 0, 3 .  5 .  Para x = 0 
en ( I ) ,  y - 0, de manera quo la intercepcibn con el eje Y es 0. Todas estas 
intercepciones estan indicadas en la figura 20 del Articulo 14. 

16. Sirnetria. El mgundo punto que consideraremos , en relaci6n 
con la discusi6n de una ecuaci6n , es la sirnetria de la curva que repre- 
senta , con respecto a 10s ejes coor- 
denados y con respecto a1 origen. I 

DEFINICI~N 1.  Se dice qUe d 0 ~  
puntos son simitricos con respecto a 
una recta si la recta es perpendicu- 
lar a1 segmento que 10s une en su 
punto medio . A 

La recta con respecto s la cual O 

son simCtricos 10s dos puntos se 
llama eje de sirnetria. Asi, en la 
figura 21, 10s dos puntos A  y B  
son simbtricos con respecto a1 eje de 
sirnetria I si la recta I es perpen- 
dicular a1 segmento AB en su pun- 

B 
0 

to medio . Fig .  21 
DEFINICI~N 2 .  Se dice que dos 

puntos son s i ~ i c o s  con respecto a un punto 0 si 0 es el punto medio 
del mgmento que 10s une . 

El punto 0 m llama centro de sirnetria. Asi, en la figura 22, 10s 
dos puntos A  y B  son simCtricos con respecto a1 centro de simetrfa 0 
siempre que 0 sea el punto medio del segmento A B .  
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Ahora vamos a extender las definiciones 1 y 2 hasta incluir la sime- 
trfa de una curva plana completa con respecto a una linea o un punto. 

DEFINICI~N 3. Se dice que una curva es simd1rica con respecto a 
un eje & sirnetria cuando para cada punto de la curva hay un punto 
corre8pondiente1 tambien de la curva , tal que estos do8 puntos son 
sim6tricoa con respecto a1 eje . 

DEFINICI~N 4 .  Se dice que una curva es simdlrica con respecto a 
un ccntro de aimelria 0 cuando para cada punto de la curva hay un 

Fig.  22 Fig.  23 

punto correspondiente , tambihn de la curva , tal que estos dos puntos 
son sirn4tricos con respecto a 0. 

Todas las definiciones anteriores son puramente geomhtricas . Ahora 
inkrpretaremos estas definiciones analiticamente, usando 10s ejes coor- 
denados como ejes de simetria y el origen como centro de simetria. 

a )  Sirnetria con respecto a1 eje X . Sea P (z , y ) un punto cual- 
quiera de una curva (fig. 23). Si esta curva es simCtrica con respecto 
a1 eje X ,  de la definicidn 3 se deduce que debe haber otro punt,o 
P t ( a ,  b)  sobre la curva, tal que el segment0 PPt queda bisecado 
perpendicularmente por el eje X .  Sea M el punto medio de PPt ; 
sus coordenadas son, evidentemente, ( x ,  0 ) .  Er:tonces, por las 
f6rmulas del punto medio dadas en el corolario del teorema 3 ,  Art. 7 ,  
tenemos 
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de donde a = z y b = - y  . Por tanto, las coordenadae de P' son 
(2, - y )  . Pen,, como P f  est& sobre la curva, de la definici6n 1, 
Artlculo 14,  se deduce que sus coordenadas deben de satisfacer la 
ecuaci6n de la cuwa. Es decir , una ecuaci6n j (z , y) = 0 que se 
atisface para las coordenadas (z, y )  de P ae satisface tarnbien para 
las coordenadas (z , - y )  de PI siempre que la curva m sirnetria 
respecto a1 eje X .  E s k  resultado se enuncia oomo sigue : 

+' 
F i g .  24 

TEOREYA 1 .  Si la ecttacidn de una curva no se alfera c d o  la 
variable y es reentplazada por - y ,  lu curua es s i d r i c a  con respecto 
a1 ieje X .  

NOTA. E l  reciproco del teorema I tambiin es verdadero. La demostraci6n 
se drja como ejercicio al estudiante. 

Un ejemplo sencillo del teorema 1 es la curva c u p  ecuaci6n es 
y2 = z. Se deja como ejercicio a1 estudiante la const~cci6n de esta 
curva , que es una padbola. 

b )  Simetrla con respeeto a1 eje Y .  Usando la figura 24, podemos 
establecer un teorema antilogo a1 teorema 1 para Is sirnetria de una 
curva con respecto a1 eje Y .  La demostraci6n 8e deja como ejercicio 
a1 estudiante . 

TEOREMA 2 .  Si la ecuacidn de una curva lu, se &era cuando la 
variable x es reemplada  por - x , la curva es s id l r ica  w n  rcspeclo d 
eie Y , y  reclprocamente. 

Un ejemplo sencillo del teorema 2 es la curva cuya eeuaci6n es 
y  = 2 z2 + 1 .  Se deja a1 estudiante el trazado de esta curva. 

c )  Simetrla con reapedo al origa.  Sea P ( z  , y) un punto cual- 
quiera de una curva (fig. 25). Para que eata c w a  &?a aimbtrica con 
respecto a1 origen 0, de la definici6n 4 se deduce que debe haber otfo 
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punto P ( a ,  b ) ,  mbre la curva, tal que 0 sea el punto medio del 
segmento P P r  . Por las f6rmulas del punto medio tenemos 

de donde a = - z y b = - y , de rnanera que las coordenadas de Pr 
son (- 2, - y) . Como Pr eat4 sobre la curva, sus coordenadas 
(- z ,  - y )  deben satisfacer la ecuaci6n de la curva. Por tanto, 
para que haya simetria con respecto a1 origen, la ecuaci6n del lugar 

F i g .  25 

geom6trico no debe alterarse a1 reemplazar z por - z y y por - y .  
El reciproco de este enunciado tambi6n es veldadem y puede demos- 
trarse . Estos resultados nos dan el 

TEOREMA 3 .  Si la ecuacidn de una curua no se allera a2 reemplazar 
las variables x y y pot - x y - y , respectivamenle, la eurva es simk- 
trica con respecto a1 origen; y redprocamente. 

Un ejemplo sencillo del teorema 3 es la curva y = z3. Se reco- 
mienda a1 estudiante la construcci6n de esta curva. Se llama pardbola 
ctibica 

NOTA. S i  camparamos 10s teoremas 1 ,  2 y 3 veremo8 que, si nna curva es 
sirnittics con respecto a ambos ejes coordenados, es tambiin simitrica con res- 
pecto a l  origen. Pero el reciproco n o  t s  necesariamente verdadero. P o r  ejemplo,  
la curva cuya ecuaci6n es XU = 1 es simbtrica con  respecto a1 origen. per0 n o  ee 
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simhtrica con respecto a n ingono de 10s ejes coordenadoa. Se recomienda 41 estu- 
diante la construcci6n de la grifica de esta ecuaci6n quo ee llama hipe'rbola equi-  
la'tera. 

17. Extensi6n de una curva. El tercer punto que consideraremos , 
en relaci6n con la discusi6n de una ecuaci6n, es el estudio de la exten- 
si6n de la curva . Con este tbrmino queremos expresar la determinaci6n 
de 10s intervalos de variaci6n para 10s cuales 10s valores de x y y eon 
vrtlores reales. Esta informaci6n es litil por dos razones : 1) Da la 

F ig .  26 

localizaci6n general de la curva en el plano coordenado . 2) l n d i c ~  si 
la curva F?Y cerrada o si es de extensicin indefinida . 

Los intervalos para 10s cuales 10s valores de z y y son reales se 
determinan, simplemente, resolviendo la ecuaci6n dada para y , en 
terrninos de x , y para z en tCnninos de y . 

Efemplo. Discutir  la ecuaci6n ya = x 3 ,  estudiando las intercepciones. s i -  
metria y extensibn de la curva. T raza r  la grifica correspondiente. 

Solucibn. a)  Intertepciones. Para y = 0, x - 0;  p a n  x = 0. y = 0. 
P o r  tanto,  el Qnico p u n t o  de intersecci6n con 10s ejes coordenados es el 
origen. 

b )  Simetria.  Si se austituye y p o t  - y. la ecuaci6n no  se altera P o r  tan- 
to,  la curva es simitrica con respecto a1 eje X. Si eurti tuimos x p o t  - x ,  la 
ecuaci6n se altera: p o t  tanto ,  la curva n o  es simitrica con respecto a1 eje Y. Si 
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se susti tayen x y u por  - x  y - y,  respectivamente. la ecuacion tambi ln  cam- 
bia;  luego, la curva no es simltrica con respecto a1 origen. 

C) Extensi6n. Despejrndo y en funci6n de x ,  obtenemos 

Vemos inmediatamente que y e, compleja ri  x es negativa: po r  tanto,  todos 
10s valores negativos de x qaedrn  excluidor. Es to  significa que ninguna por-  
ci6n de la curva es t i  a la izquierda del eje Y. E n  cambio. pueden tomarse todos 
10s valores posit ivos de x. 

Despejando x en funci6n de y, obtenemos 

Evidentemente. y puede tomar todos 10s valores positivos y negativos. Es to ,  
agregado a1 hecho de que todos 10s valores positivos de x son admisibles, indica 
que la curva se extiende indefinidamente hacia la derecha de1 eje Y y hacia ambos 
lados, arriba y abajb. del eje X. P o r  tanto,  la curva n o  es cerrada. 

Finalmente, po r  medio de ( I ) ,  calculamos unos cuantos pares de vatores 
para x y y como 10s que aparecen en la tabla. La curva es la trazadr en l a  
f igura 26. E s  una parabola semiccibica. 

E n  cada uno de 10s ejercicios 1-25 discetase la ecuaci6n estudiando las i n ~ e r -  
cepcioncs, simetria y extensi6n. DespaCs tricese la grifica correspondiente. 

26. Enunciar y demostrar el reciproco del teorema 1, Articulo 16. 
27. Demostrar el teorema 2 ,  Articulo 16. 
28. Enunciar y demostrar el reciproco del teorema 3. Articulo 16. 
20. Demostrar el siguientc teorema: Si la ecuaci6n de una curva n o  se altera 

cuando se intercambian las variables x y y,  1a cnrva es simitrica con respecto a 
la recta que pasa po r  el origen y es biscctriz de 10s cuadrantes I y 111. 

30. Demostrar el siguiente teorema: Si la ecuaci6n de una curva n o  se altera 
a1 sur t i tu i r  la variable x po r  - y y la variable y por  - x.  la curva er aim(- 
trica con rerpecto a la recta que pasa po r  el origen y es bisectriz de !os cuadran- 
tes XI y IV .  
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18. Asintotas. El cuarto punto que consideraremos , en relaci6n 
con la discusi6n de una ecuaci6n , es la determinaci6n de las asintotas 
que la curva pueda tener. 

DEFINICI~N . Si para una curva dada , existe una recta tal que , 
a medida que un punto de la curva se aleja indefinidamente del origen , 
la distancia de ese punto a la recta decrece continuamente y tiende a 
cero , dicha recta se llama adntota de la curva. 

Esta definici6n implica dos cosas : 1) una curva que tiene una 
asfntota no es cerrada o de extensi6n finita , sino que se extiende inde- 
finidamente ; 2) una curva se aproxima a la asintota m6s y m6s a 
medida que se extiende m6s y m6s 
en el plano coordenado . Y 

Siendo la a s in  t o  t a una linea 
recta, puede tener una cualquiera 
de tres posiciones particulares . Si 
es paralela o coincide con el eje X , 
se llama asfntota horizontal; si es 
paralela o coincide con el eje Y,  
asfntota vertical; y si no es paralela X 1  0 

t 

+ k F 

a ninguno de 10s ejes coordenados , 
asintoia oblicua . Aqui considera- 
remos solamente la determinaci6n 
de asintotas verticales y horizon- 
tales. Posteriormente veremos la 
determinaci6n de ashtotas oblicuas 

>.X 

para una curva particular conocida 
con el nombre de hipbrbola. Y 

El estudiante debe tener pre- Fig. 27 
sente que una curva no tiene nece- 
sariamente una o m&s asintotas. Hay muchas curvas que no tienen 
asintotas. Sin embargo , si una curva tiene asintotas, su determina- 
ci6n s e d  , como veremos , una gran ayuda para construir su gdfica . 

En el capitulo siguiente haremos un estudio detallado de la ecua- 
ci6n general de la recta. Pem ahora tenemos necesidad de saber 
hallar ecuaciones de ashtotas verticales y horizontales. Para ello 
sea I (fig. 27) una recta cualquiera paralela a1 eje Y y que dista 
k unidades del eje. Todo punto de I, cualquiera que sea el valor de su 
ordenada , tiene una abscisa igual a k. Lae coordenadas de todos 10s 
puntos de I satisfacen , por tanto, la ecuaci6n z = k .  Recfproca- 
mente , cualquier punto cuyas coordenadas satisfacen esta ecuaci6n es 
un punto cuya abscisa es k y situado , por tanto, a una distancia 
de k unidades del eje Y, y , en consecuencia , estA sobre la recta I. 
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De aqui que la ecuaci6n de 2 es x = k .  Por un razonamiento an4logo 
hallamos que y = k es la ecuaci6n de una recta paralela a1 eje X ,  
a k unidades del eje. 

Vimos (Art. 17) que se puede determinar la extensidn de una 
curva despejando y en funci6n de x y x en funci6n de y .  Para oh- 
tener las asintotas verticales y horizontales, usaremos estas mismas 
ecuaciones en las que aparecen despejadas las variables. 

Ejemplo. Determinar  las as in to tas  verticales y hor izonta les  de la curva cuya 
ecuacion es 

x y - y - 1 = 0 .  (1 

S o l u c i b n .  Despejando y  en func idn  de x ,  resulta 

Segun la ecuaci6n (2) y n o  e s t i  definida para x = 1. S i n  embargo ,  si se le 
asigna a x u n  va lor  que  sea l igera-  

Y mente mayor que  1, vemos que  y 
toma u n  va lor  pos i t ivo  m u y  grande :  
y si se le da a x  u n  va lor  ligera- 
mente menor  que 1 ,  resulta que  y 
toma u n  va lor  negativo n u m i r i c a -  
mente m u y  grande. E n  cualquiera 
de estos dos  casos, obtenemos u n  
p u n t o  de la  curva para el cual  la 
abscisa tiene u n  va lor  m u y  a p r o x i -  
mado a 1 y la  ordenada es, numbri-  
camente, m u y  grande,  A medida que  
x se aproxima a1 va lor  1, el va lor  
abso lu to  de y  se hace mayor  que  cual-  
qu ie t  n u m e r o  p o r  grande que  se le 
suponga .  B a j o  estas condiciones la 
curva s e  extiende indefinidamente 
lejos y se aproxima a una  recta cuyos 

Y '  p u n t o s  tienen todos  l a  p ropiedad  
comun de que su  abscisa es igua l  a  1 .  

F i g .  28 La ecuaci6n de dicha recta es, ev iden-  
temente,  x = I ,  y ,  de acuerdo con  

nuestra definicion de as in to ta .  cs la ecuacion de una  as in to ta  vertical. Es te  
resultado ae obtiene simplemente igua lando  a cero el denominador  x - 1 de la 
ecuacion (2) . 

Despejando  de (1) el va lor  de x en func idn  de y se obtiene 

Apl icando  precisamente el m i s m o  argument0  a ( 3 ) .  obtenemos y  = 0, o sea. 
el eje X. como as in to ta  hor izonta l .  L a  grif ica de (1)  se muestra en  la f i g a -  
ra 28. Se l lama u n a  hiphrbolo. 
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NOTAS. 1. Una curva puede tener mi s  de una asintota vertical u hor izon-  
tal. Asi,  la curva cuya ecuaci6n es 

tiene dos asintotas verticales, x = 1 y x = 2. 
2. La discusi6n anterior sugiere un  mi todo general para obtener las ~ c u a c i o -  

nes de las asintotas verticales y horizontales. Para obtener las ecuaciones de las 
asintotas verticales, resuilvase la ecuaci6n dada para y en funci6n de x e igua- 
lese a cero cada uno de 10s factores lineales del denominador; estas son las ecua- 
ciones buscadas. Anhlogamente, para obtener las ecuaciones de la8 asintotas 
horizontales, resuelvase la ecuaci6n dada para x en funcion de y e iguilese 
a cero cada uno de 10s factores lineales del denominador. 

3 .  Para muchas ecuaciones en las variables x y y ,  veremos que, frecuen- 
temente. es ventajoso investigar el comportamiento de una de las variables 
cuando a la otra se le dan valores cada vez mas grandes en valor absoluto. 
Es to  es particularmente uti l  para la determinaci6n de las asintotas. Asi, para 
la ecuaci6n (2) de nuestro ejemplo, 

si damos valores a x cada vez mis  grandes, en valor absoluto,  el valor de y se 
aproxima a cero. Ee decir, a medida que el pun to  sobre la curva se aleja indefi- 
nidamente del origen, ya sea hacia la derecha o hacia la izquierda, la curva se 
aproxima a la recta y = 0 que, por  l o  tanto es una asintota horizontal .  

Anilogamente,  si escribimos la ecuaci6n ( 3 )  en la forma 

vemos que, a medida que y toma valores cada vez mayores en valor absoluto. 
x se aproxima a 1. P o r  tanto.  x = 1 es una asintota vertfcal. 

4. El estudiante debe observar la ventaja de usar las asintotas de una curva, 
cuando existen, en el trazado de la curva. Las asintotas actlian como l ineas  
guia de la grifica.  

19. Construcci6n de curvas. La discusi6n de una ecuacidn y su 
representaci6n grhfica constituyen , en conjunto, un problema de tar] 
gran importancia en todas las ramas de la Matemhtica y sue aplicacio- 
nes, que se le ha dado el nombre especial de construccidn de curvas. 
Dedicaremos el presente articulo a hacer un resumen de 10s resultados 
obtenidos en 10s articulos inmediatamente precedentes . Desde nueatro 
punto de vista, el trazado de una curva constad de 10s seis pttsos 
siguien tes : 

1 . Determinaci6n de las intercepciones con 10s ejes coordenados . 
2 .  Determinaci6n de la simetrfa de la curva con respecto a 10s 

ejes coordenados y a1 origen . 
3 .  Deteminaci6n de la extensi6n de la curva. 
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4 .  Determin~tci6n de las ecuaciones de las asfntotas verticales u 
horizontales que la curva puede tener . 

5 .  C&lculo de las coordenadas de un n6mero suficiente de puntos 
para obtener una gdfica adecuada . 

6 .  Trazado de la curva . 

Ejemplo 1. Construir  la curva cuya ecuacion es 

x3 + xy'  - yP = 0. 

Solucibn. 1. Intercepciones. Para y = 0, x = 0; para x = 0, y = 0. 
POI tanto,  el unico punto  de intersecci6n con 10s ejes coordenados es el origerl. 

Fig 29 

2 .  Sirnetria. La ecuaci6n dada solamente no se altera en el caso en que y es 
reemplazada pot - y. Po r  tanto,  la unica simetria de la curva es con respecto 
a1 eje X. 

3 .  Extens idn.  Despejando y en funcidn de x ,  resulta 

De (2)  vemos que y es compleja cuando x es negativa. P o r  tanto,  todos 10s 
valores negativos de x quedan excluidos; regun esto no h a y  curva a la izquierda 
del eje Y. Ademis, y no estd definida para x = 1 y es compleja para todos 10s 
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valores de x mayores que  1. F o r  t an to ,  10s valores de x para 10s cuales y e s t i  
definida y es real, e s t i n  dados po r  el intervalo de variacidn 

E l  despejar x en funci6n  do y n o  se puede efectuar f ic i lmente  ya que  es una  
ecuaci6n c6bica en x. Sin  embargo. en (2) vemos que y puede tomar  todos 10s 
valores reales as ignando a x valores comprendidos dent ro  del intervalo de varia-  
ci6n dado p o r  ( 3 ) .  L a  grif ica es. p o r  consiguiente. una  curva abierta que  se 
extiende indef in idamente  hacia arr iba y aba jo  del eje X.  

4. As in to tas .  D e  la ecuaci6n (2)  vemos. inmediatamente,  que  x = 1 es 
una  asintota vertical. C o m o  de (1) n o  podemos despejar f ici lmente x en funcion  
de y, n o  podemos investigar la  posible existencia de una  o m i s  asintotas hor i -  
zontales tan  r ip idamente  como determinamos la asintota vertical. S in  embargo.  
de acuerdo con  la nota  3,  Ar t icu lo  18, se pueden investigar las asintotas hor i -  
zontales dando a x valores cada vez mayores en va lor  absoluto.  Pe ro  este proce- 
d imiento  queda aqui  excluido p o r  el in te rva lo  de variacidn permisible para 10s 
valores de x dado po r  ( 3 ) .  P o r  tan to .  n o  hay  asintotas horizontales.  

5 .  Cdlculo de coordenadas. Las  coordenadas de 10s pun to s  pueden obte-  
nerse a par t i r  de (2) asignando a x valores comprendidos en el intervalo dado 
p o r  ( 3 ) .  Ta les  pares de valores e s t i n  dados en la tabla. 

6. Construccidn de la curuo. L a  grif ica e s t i  t razada en la f igura 29;  se 
l lama cisoide. 

E j e m p l o  2. Cons t ru i r  la curva cuya ecuaci6n es 

So luc ibn .  1. Intercepciones. E l  unico p u n t o  de interseccibn con 10s ejes 
es el origen.  

2. Sirnetrio. L a  curva solamente es simitr ica con respecto al eje Y.  
3. Ex t ens idn .  Despejando de (4) el va lor  de y en funci6n  de x se obtiene 

E n  ( 5 ) ,  y n o  esta definida para x * I. Para  x > 1 y x < - 1. y es posir iva;  
para valores de x cornprendidos en el in te rva lo  - 1 < x < 1, y es negativa o 
cero. A medida que  x se aproxima a + l 6 - 1, y aurnenta numir icamente  
s i n  l imite.  

Despejando de (4)  el valor de x en funci6n de y obtenemos 

E n  ( 6 ) ,  x n o  e s t i  def in ida  para y = 1. T a m b i i n  x es compleja para 10s valo- 
res de y comprendidos en el in te rva lo  0 < y < 1. P o r  t an to ,  deben excluirse 
tales valores de y. A medida que  y se aproxima a 1 decreciendo, x aumenta  
nurniricamente sin l im i t e .  

Las conclusiones que  hemos deducido de las ecuaciones (5) y ( 6 ) ,  respecto a 
10s intervalos en 10s cuales 10s valores de las variables x y y son reales, nos  dan  
una buena idea de la localizaci6n de la curva en el p lano  ccordenado. Hay tres 
regiones definidas en las cuales la  curva existe;  arr iba de la recta y = 1 y a la 
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derecha de la recta x  = 1: arr iba de la recta y  = I y a la izquierda de la recta 
x = - l  , y a b a j o  del eje X y entre las rectas x  = I y x  = - 1 .  Se t ra ta ,  eviden- 
temente, de una curva abierta .  

4 .  Asinroras.  D e  ( 5 )  vemos que  h a y  d o s  as in to tas  v e r t i c a l e ~ :  x  = I y 
x  = - 1. D e  (6) vemos que  h a y  una  as in to ta  h o r i z o n t a l :  y  = 1. T a m b i i n  po- 
demos obtener estas as in to tas  tal  y como se susiere r n  la no ta  3  del A r t i c u l o  18. 

. 

5. Calculo  d e  las coorderladas d e  a lgunos  puntos .  Las  coordenadas de u n o s  
cuantos p u n t o s  pueden obtenerse a p a r t i r  de (5), d e n t r o  de lor  intervalor  de 

F i g .  30 

variacion obtenidos en el paso 3. A l g u n o  de tales pares de valores es t in  dados  en 
la tabla.  

6. Consr rucc idn  de la  curua.  L a  grafica e s t i  trazada en la f igura 30. E l  
estudiante debe hacer siempre un es tud io  part icular  para comprobar que  la gra-  
fica y la discusidn de una ecuacion es t in  en completo acuerdo. 

E J E R C I C I O S .  Grupo 6 

E n  cada u n o  de 10s siguientes ejercicios, cons t ru i r  la curva correspondiente a 
la ecuacion dada.  

1. x y - 2 y - 3  = O .  10. ~ 2 - 2 x ~ + ~ ~ - 6 ~ - 6 y + 3 = 0 .  
2 .  x y - 2 x - I = O .  11. ~ 3 + ~ 3 - 4 y + 4 = 0 .  
3 .  x' + y4 = 16. 12. y 3  - x Z + 3 y 2 + 2 x + 3 y  = 0.  
4 .  x 3  + x - y  = 0 .  13. x 3 - 3 x 2 -  y 3 + 3 x  - 2 y - 2 = 0 .  
5 .  x y - 3 y - x = 0 .  1 4 .  x ' y  - 4  y - x  = 0 .  
6 .  x y - 3 x - y a 0 .  15. x y 2 - 9 x - y - 1 x 0 .  
7. x y - 2 x - 2 y + 2 = 0 .  16.  x 2 y - x y - 2 y - l t O .  
8 .  x4 - 4  x a  - y  = 0 .  17. xya + x y  - 2 x  - 2  0 .  
9 .  ~ ~ + 2 x y + ~ ~ + 2 ~ - 2 y  -1 =O. 18 .  xZ  - x y  + 5 y  = 0 .  



GRAFICA DE UNA ECUAClON Y LUGARES GEOMETRICOS 4 7  

20. Ecuaciones factorizables. El  trazado de curvas se puede sim- 
plificar considerablemente para ciertos tipos de ecuaciones a las que 
llamaremos ecuaciones jaetorizables; es decir , aquellas que pueden es-- 
cribirse en forma del producto de dos o m4s factores variables igualado 
a cero . Por ejemplo , es evidente que la ecuaci6n 

puede escribirse en la forma equivalente 

La ecuaci6n (2) solamente se satisface para valores de x y y que 
anulen a uno, por lo menos, de 10s factores de su primer miembro 
(Apbndice IB , 2)  . Es decir , la ecuaci6n (2) se satisface para valores 
que satisfagan a una cualquiera de las ecuaciones siguientes : 

Las coordenadas de cualquier punto que satisfagan ya sea a (3) o (4) 
satisfarsn tambibn (2) y, por tanto, a (1).  Por lo tanto, de acuerdo 
con la definici6n 1 del Articulo 14 ,  la grtifica de la ecuaci6n (1) cons- 
tars de dos curvas que son las grtificas de las ecuaciones (3) y (4) .  Se 
recomienda a1 estudiante que trace las grPficas de (3) y (4) y com- 
pruebe que se trata de dos rectas que pasan por el origen y tienen de 
pendientes 1 y - 1, respectivamente. 

En  general, si la ecuaci6n 

eu factorizrtble, es decir , si j (x , y) puede escribirse como el producto 
de dos o mPs factores variables, la grPfica de (5) constah dde las grh- 
ficas de las ecuaciones obtenidas a1 igualar a cero cada uno de estos 
factores . 

21. Intersecciones de curvas. Consideremos dos ecuaciones indc- 
pendientes 

Y) O J  ( 1  
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Si sus gdficas se cortan en uno o mbs puntos, cada uno de estos 
puntos se llama punto de intersecci6n. Como un punto de interseccicin 
de dos curvas (1) y (2) est.6 sobre mda una de dichas curvas, slls 
coordenadas deben satisfacer, simultheamente , ambas ecuaciones 
(1 ) y (2) , de acuerdo con las definiciones del Articulo 14. La inter- 
pretaci6n analItica de un punto de intersecci6n es obvia ; en el caso 
que estamos estudiando , es un punto cuyas coordenadas representan 
una solucibn comhn de las ecuaciones (1) y (2) .  

I 
Y' 

F i g .  31 

Como las coordenadas de un punto deben ser ambas ndmeros 
reales, una soluci6n comdn (z, y) de (1)  y (2) no puede representar 
un punto de interseccicin en nuestro sistema coordenado real a menos 
que ambos valores de x y y Sean reales. AdemBs , si las ecuaciones 
(1 ) y (2) son incompatibles, es decir , no tiene soluci6n comlin , sus 
grhficas no se cortan . 

Ejemplo. Hallar analitica y grif icamente,  10s p u n t o s  de interseccicin de las 
dos  curvas ( l a  primera es realrnente una recta) cuyas ecuaciones s o n  

Soluci6n. D e  ( 3 ) .  y = 4 - 2 x:  sust i tuyendo en  (4) se obtiene la ecua- 
c i6n  cuadritica 

x ' - 5 x + 4 = 0 .  
cuyas raices s o n  x = 1. 4. 
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Sustituyendo en (3) se obtiene que 10s valores correspondientes de y son 
2.  - 4 .  Por  tanto.  10s puntos de inrersecci6n son (1, 2 )  y (4.  - 4) 

Grificamente, 10s puntos de intersecci6n se obtienen trazando la recla ( 3 )  Y 
la curva (4 ) .  La grifica correspondiente aparece en la figura 71 

E n  cada uno de 10s ejercicios 1-10, factorizar la ecuacibn correspondiente y 
trazar la grifica. 

E n  cada uno  de los ejercicios 11-20 hallar, analitica y grificamente, 10s 
puntos  de intersecci6n. cuando 10s haya. para las curvas dadas. 

22. Segundo problema fundamental. Consideremos ahora el se-- 
gundo problema fundamental de la Geometria analitica , ya enunciado 
en el Artlculo 13 : Dada una figura geomCtrica , o la condici6n qile 
deben cumplir 10s puntos de la inisma, determinar su ecuaci6n. 

Una figura geomCtrica , tal como una curva , se da , generalmenie , 
por su dejinicirin. For dejinicidn de un objeto entendemos una descl-ip- 
ci6n de ese objeto, de tal naturaleza que sea posible identificarlo 
de una manera definida entre todos 10s dem&s objetos de su clase. 
Debemos observar cuidadosamente lo que implica este enunciado : 
expresa una condieidn necesaria y suficiente para la existencia del obje - 
to definido (Art. 9 ) .  Asi , consideremos que estamos definiendo una 
curva plana del tip0 C por medio de una propiedad P que Gnica- 
mente posee C .  Entonces , entre todas las curvas planas, una curva 
es del tip0 C s i  y solamente si  posee la propiedad P. 

Como un ejemplo especifico, consideremos una curva plana muy r ~ n o c i d a .  
la circunferencia. Definimos una circunferencia como una curva plana que posee 
la propiedad unica P de que todos sus puntos  estin a igual distancia de un pur.to 
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fijo en su plano. Esto significa que toda circunferencia tiene la propiedad P,  
y reciprocamente, toda cnrua plana que tenga la propiedad P es una circunfe- 
rencia. 

Para una curva , dar la condicidn que deben cumplir aua puntos es 
dar una ley a la cual deben obedecer 10s puntoa de la curva. Esto 
significa que todo punlo de la curva debe satisfacer la ley particular de 
la curva. De acuerdo con esto se define frecuentemente una curvs 
como el lugar geomdtrico descrito por un punto que se mueve siguiendo 
una ley especificada. Ad, una circunferencia puede definirse como 
el lugar geometrico de un punto que se mueve en un plano de tal 
manera que su distancia a un punto fijo de ese plano es cons- 
tante . 

Un lugar geombtrico no debe satisfacer necesariamente una sola 
condici6n ; puede eatisfacer do8 o m&s condiciones. Asi podemos 
tener una curva que sea el lugar geombtrico de un punto que se 
mueve de tal manera que : 1 ) pasa por un punto dado, y 2)  se 
conserva siempre a una distancia constante de una recta dada. 
Podemos entonces hacer el resumen de las notas precedentes en la 
siguiente 

DEFINICI~N . Una Curva es el lugar geometric0 de todos aquellos 
puntos, y solamente de aquellos puntos, que oatisfacen una o m6s 
condiciones geombtricas dadas. 

El estudiante debe observar que esta definici6n implica que la 
condici6n o condiciones dadas Sean necesarias y suficientes para 
la existencia de la curva. Esta definici6n debe tambibn compararse 
con la definici6n 1 del Art,iculo 14. 

E n  este articulo hemos estudiado el problema desde un punto 
de vista puramente geom6trico. E n  el siguiente, consideraremos la 
i nterpretaci6n anali tica . 

23. Ecuaci6n de un lugar geometrico. Estudiaremos ahora el 
problema de la determinaci6n de la ecuaci6n de un lugar geometrico 
en el caso de que la interpretaci6n analitica de la condici6n o condi- 
ciones geometricas definen el lugar geombtrico . El  mbtodo eslA indi- 
cad0 claramente por dos definiciones previas, la definicibn 1 del 
Articulo 14 y la Clltirna definici6n del Articulo 22. Combinando estas 
dos definiciones tenemos una nueva 

DEFINICI~N . Se llama ecuacidn de un lugar geomitrico plan0 a una 
ecuaci6n de la forma 

f (2 ,  Y )  = 0 ,  (1)  

cuyas soluciones reales para valores correspondientes de x y y son 
todas las coordenadas de aquellos puntos, y solamenle de aquellos 
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p u ~ ~ t o s  , que satisfacen la condici6n o condiciones geometricas dadas 
que definen el lugar geometric0 . 

N6tese que esta definici6n expresa una condici6n necesaria y sufi- 
ciente para que (1) sea la ecuaci6n de un lugar geometrico. De 
acuerdo con esto, el procedimiento para obtener la ecuaci6n de un 
lugar geometrico es esencialmerlte como sigue : 

1 .  Se supone que el punto P ,  de coordenadas (z, y) es un 
punto cualquzera que satisface la condici6n o condiciones dadas, y , 
por tanto,  un punto del lugsr geom6trico. 

2 .  Se expresa , analfticamente , la condici6n o condiciones geo- 
metricas dadas, por medio de una ecuaci6n o ecuaciones en las coorde- 
nadas variables z y y .  

3 .  Se simplifica , si hace falta , la ecuaci6n obtenida en el paso 2 
de tal manera que tome la forma (1).  

4 .  Se comprueba el reciproco : sean (a, yl) las coordenadas de 
ctialquier punto que satisfacen (1) de tal manera que la ecuaci6n 

es verdadera . Si de (2) se puede deducir la expresi6n analitica de la 
condici6n o condiciones geometricas dadas, cuando se aplica a1 punto 
(XI,  yl) , entonces ( I )  es la ecuaci6n del lugar geom6t.rico que se 
buscaba . 

En la prhctica se omite, generalmente, el paso 4 , ya que la 
repeticidn del trabajo del paso 3 d paso 2 es ,  generalmente, inme- 
diaba. N6teso en el paso 1 que , a1 tomar P como un punto cual- 
quiera del lugar geometric0 , estamos considerando todos 10s puntos de 
ese lugar geom6trico. 

Ahora aplicaremos este procedimiento a dos ejemplos. Se reco- 
mienda a1 lector que estudie cuidadosamente estos ejemplos, porque 
una gran parte de nuestro futuro trabajo en Geometria analftica ser4 
la determinacihn de las ecuaciones de lugares geometricos. 

Ejemplo 1. Hallar la ecuacibn del lugar geomhtrico de un punto que se 
mueve de ta1 manera que siempre equidista de dos puntos dados A (- 1 ,  2) y 
B(4, - 1 ) .  

Solucibn. I .  Sea P(x ,  y )  un punto cualquiera del lugar geomhtrico. 
Entonces P debe satisfacer la condici6n geomitrica de que 10s segmentor 
PA y PB sean iguales en longitud, o sea, que 

1st ( 3 )  

2. Por el teorema 2 del Articulo 6. tenemos 

I P A l =  d ( x + l ) r + ( v - ~ ) z ,  

1 - 1  = d ( x  - 4 ) l + ( y +  I ) ' .  
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P o r  tanto,  la condici6n geomltrica dada (3) esta expresada analiticamente por  
la ecoacibn 

d ( ~ +  1 lS+  (I( - 2 l S =  d ( ~  - 4 l S +  ( I ( +  1 l 9 .  (4) 

3. Si elevamoo a1 cuadrado ambor miembroc de (4) , desarrollamoa, traapo- 
nemoa y rirnplificamor, la ecuaci6n ae reduce a 

4. Sean (x,, yl) las coordenadas de un punto  cualquiera PI que satisfacen 
(5) de taI manera qoe la ecoaci6n 

Fig.  32 

es verdadera. Invirt iendo 10s pasos dados para reducir (4) a (5) .  podemos 
demoetrar que de la ecuaci6n (6) se deduce la ecuaci6n 

qoe es la expresi6n analitica de la condici6n geomttrica (3) aplicada a1 
pun to  PI .  

Luego (5) es la ecuaci6n buscada. E l  lugar geomltrico, que aparece en la 
figura 32, es la perpendicular al segmento A B  en su punto  medio, es decir. 
la mediatriz del segmento AB.  

Ejemplo 2. U n  pun to  se mueve de tal m a n e n  que su distancia del eje Y es 
siempre igual a su distancia del pnnto  A (4, 0 ) .  HalIar la ecuaci6n de su lugar 
geomitrico. 

Solucibn. 1. Sea P(x .  y) un pun to  cualquiera del lugar geomitrico. 
Sea B el pie de la perpendicular bajada de P al eje Y (fig. 33 ) .  Segun el pro- 
blema, P debe satisfacer la condici6n geomitrica 
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2. Por definici6n de abscisa (Art.  4) .  

y por el teorema 2 del Articulo 6. 

Por  tanto, la condici6n geomitrica (7) esti  expresada, analiticamente, por la 
ecuaci6n 

I x  1 = d ( x  - 4 ) ' +  y'. (8) 

Fig. 33 

3 .  Elevando a1 cuadrado ambos miembros de (8).  dcsarrollaado. y traspo- 
niendo, obtenemos 

y' - 8 %  + 16 - 0. (9) 

4. Si (xl, yl )  son las coordenadas de cualquier punto P I  quc nt isfa-  
cen (9) .  entonces 

yla - 8 x i  + I6 a 0. 

Si aplicamos a ( l o ) ,  en orden inverso, las mismas operaciones empleadas para 
reducir (8) a (9). obtenemos 

que es la expresi6n analitica de la condici6n geomitricr (7J a p  l i c a d a  a1 
punto P I .  

Por tanto, (9) es la ecuaci6n buscada. El  lugar gcomitrico, una parlbola, 
esti  trazado en la figura 33. 







CAPITULO I11 

LA L I N E A  R E C T A  

24. Introduccibn. Hemos llegado a un punto en que debemos dar 
un giro a nuestro estudio de la Geometrfa analftica . Hasta aquf hemos 
deducido algunas relaciones fundamentales y considerado metodos 
generales para la construcci6n de curvas y la obtenci6n de la ecuaci6n 
de un lugar geom6trico. Pero todavla no hemos hecho ningdn intento 
sistem4tico de identificar las ecuaciones y sus lugares geom6tricos de 
una manera especffica. M&s aun,  hasta este momento, no hemos 
establecido ninguna de Ins propiedades particulares que puede poseer 
una curva. En  6 t e  y en 10s siguientes capltulos , haremos un estudio 
detallado de la !fnea recta y de algunas de las curvas que son de mhxi- 
ma importancia en la Geometrfa analitica y sus aplicaciones. Natu- 
ralmente comenzaremos con el estudio de la llnea recta debido a que su 
ecuaci6n es la m&s sencilla . 

25. Debicibn de linea recta. Nuestro primer objetivo en este 
capftulo es la obtenci6n de la ecuaci6n de la recta. Ya dijimos en el 
Artfculo 23 , que la ecuaci6n de un lugar geometric0 se obtiene a partir 
de un ndmero suficiente de las propiedades linicas que lo definen . El 
estudiante recordarti varias definiciones de la llnea recta dadas en sus 
estudios anteriores , siendo la m&s comlin la que se expresa diciendo 
que una recta es la distancia m&s corta entre dos puntos. Pero esta 
definici6n se apoya en el significado del tkrmino distancia . Si trata- 
mos ahora de definir la distancia, veremos que cualquier explicaci6n 
nos devuelve s l  punto de partida . Por esta razdn , 10s tratados supe- 
riores de Geometris , construfdos sobre bases axiom4ticas , admiten la 
existencia de la llnea recta como un postulado. Nosotros admitiremos 
la siguiente definici6n de llnea recta basada en el concept0 de pendiente 
dado en el Artfculo 8 .  

Dejinicibn de #nea recta. Llamamos lfnea recta a1 lugar geometric0 
de 10s puntos tales que tornados dos puntos diferentes cualesquiera 



LA LINEA RECTA 5 7 

PI (XI , y ~ )  y P2 (xr , yz) del lugar , el valor de la pendiente m calculado 
por medio de la f6rmula del teorema 4 ,  Articulo 8 ,  

resulta siempre constante. 
26. Ecuaci6n de la recta que pasa por un punto y tiene una 

pendiente dada. Geom6tricamente , una recta queda perfectamente 
determinada por uno de sus puntos y su direcci6n. Analiticamente, la 

Fig. 34 

ecuaci6n de una recta puede estar perfectamente determinada si se 
conocen las coordenadas de uno de sus puntos y su fingulo de inclina- 
ci6n (y , For tanto , su pendiente) . 

TEOREMA 1 .  La recta que pasa por el punto dado Pl (XI, yl) y 
tiene la pendiente dada m , tiene por ecuacidn 

DEMOSTRACI 6 ~ .  De acuerdo con el m6todo dado en el Articulo 23, 
sea P (z , y)  (fig. 34) un punto cualquiera de la recta, diferente del 
punto dado PI (XI , yl) . Por la definici6n de recta (Art. 25) , las 
coordenadas del punto P (x , y ) satisfacen la ecuaci6n 

de la cual obtenemos, inmediatamente, quitando denominadores , la 
ecuaci6n (1 ) . 
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Reciprocamente , si las coordenadae da c u a 1 q u i e r otro punto 
Pz(z2, y2) satisfacen (1)' tenemos 

que es la expresi6n analitica de la definici6n de recta, aplicada a 10s 
dos puntos PI (21 , yl) y P2 (22, yz). POI tanto, PZ esth sobre la 
recta. Esto completa la demostraci6.n. 

NOTAS. I .  C o m o  la ecuaci6n ( I )  est6 dada en  f u n c i 6 n  de u n  p u n t o  y la 
pendiente ,  se l l ama ,  a  veces, d e  la f o r m a  d e  p u n t o  y pend ien te .  

2.  U n a  recta q u e  coincide o es paralela  a1 eje Y n o  tiene pend ien te  ( A r t .  8 ) .  
P o r  t a n t o ,  la ecuacion ( I )  n o  puede representar  a  u n a  recta de ta l  n a t l c r a l e z ~ .  
n i  nuestra  de f in ic ion  de recta puede  aplicarse a  ella. P a r a  este caso. se h a  demos-  
t r a d o  en  el A r t i c u l o  18 q u e  la  ecuaci6n de la recta es de la f o r m a  x = &, en  
donde  k es cua lqu ie r  n u m e r o  real. 

E j e m p l o .  H a l l a r  la ecuaci6n de la  recta q u e  pasa p u r  el  p u n t o  (4. - 1) y 
tienc u n  i n g u l o  de inclination de 135". 

F i g .  35 

S o l u c i 6 n .  L a  recta cuya ecuacion se busca es la  t r azada  en  la  f i g u r a  35. 
P o r  el A r t i c u l o  8 ,  la pend ien te  d e  esta recta es 

P o r  t a n t o ,  p o r  el teorema 1,  la  ecuacidn dc la recta es 

o sea. 
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1 27. Otras formas de la ecuaci6n de la recta. Una recta es o no 
pnralela a1 eje Y .  Si es paralela a1 eje Y su ecuacidn es de la forma 
x = k ; si no es paralela a dicho eje , su pendiente estA definida y su 
ecuacidn estA dada por el teorema 1 del Articulo 26 Como todas las 
rectas caen bajo una de estas dos clasificaciones, cualquiera otra 
forma de la ecuaci6n de una recta debe reducirse , necesariamente , a 
una de estas dos formaa. Para algunos tipos de problemas, sin em- 
bargo, son m&s convenientes otras formas ; a continuacidn considera- 
mos algunas de ellas. 

Fig.  36 

a )  Ecuacidn de la recta dada su pendiente y su ordenada en el origen. 
Consideremos una recta 1 (fig. 36) cuya pendiente es m y cuya orde- 
nada en el origen, es decir , su intercepci6n con el eje Y, es b . Como sc 
conoce b ,  el punto cuyas coordenadas son (0, b) estk sobre la recta 
(Art. 15). Por tanto, el problema se reduce a hallar la ecuaci6n de 
la recta que pasa por un punto (0,  b )  y tiene una pendiente dada. 
Segdn el teorema 1 del Articulo 26 la ecuaci6n buscada es 

y - b  = m ( z - 0 ) )  
0 sea , 

y - m z i b .  

Podemos enunciar este resultado como el 
TEOREMA 2 .  La recta cuya pendiente es m y cuya ordenada en el 

origen es b tiene por ecuacidn 
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NOTA. U n a  recta paralela a1 eje Y n o  tiene ordenada en  el origen.  E n  este 
caso n o  puede usarse la forma de ecuaci6n que  acabamos de obtener.  C o m o  ya 
d i j imos  la ecuaci6n de una recta tal es de la f o rma  x = k .  

b )  Ecuacidn de la recta que pasa por dos puntos. Geomdtrica- 
mente, una recta queda perfectamente determinada por dos cuales- 
quiera de sus puntos. Analiticamente , la ecuaci6n de una recta tam- 
biCn queda perfectamente determinada conociendo las coordenadas de 
dos cualesquiera de sus puntos . 

Y 

;.I 

Fig. 37 

TEOREMA 3 .  La recta que pasa por dos puntos dados PI (xl , yl) y 
Pz (xz , yz ) tiene por ecuacidn 

DEMOSTRACI~N . Sea la recta PI PI de la figura 37. Como se 
conocen .dos de sus puntos, su pendiente est4 dada por (Teorema 4 ,  
Artfculo 8) 

Por tanto, con esta pendiente y el punto PI (ZI , y ~ )  , el problema se 
reduce a hallar la ecuaci6n de una recta que pasa por un punto y tiene 
una pendiente dada . En consecuencia , sustituyendo este valor de la 
pendiente en la ecuaci6n (1)  del Teorema 1, Art. 26, obtenemos 
la forrna ( 1 ) tal como se queria demostrar . 

NOTAS. I .  S i  x l  9 x l ,  la  ecuaci6n (1) n o  puode usarse. E n  este caso, la 
recta es paralela a1 eje Y, y su  ecuaci6n es x = XI. 
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2 .  Si se multiplica la ecuacibn ( I )  por  x l  - xz y se pasan todos sus t i rmi-  
nos a1 primer miembro, se obtiene 

que puede escribirse en forma de determinante: 

E n  efecto, si desarrollamos este deterrninante po t  rnenores con respecto a 109 
elementos de la tercera columna, obtendremos el primer miembro de ( 2 ) .  M i s  
adelante deducirernos la ecuacibn (3 )  por  o t ro  mLtodo (Art .  75)  y eerd discutida 
en esa ocasibn. 

Fig.  38 

c )  Ecuacidn simblricu de la recta. Sean a # 0 y b # 0 10s seg- 
mentos que una recta determina sobre 10s ejes X y Y (fig. 38) ,  es 
decir, sus intercepciones. Entonces (a ,  0 )  y (0,  b) son dos puntos 
de la recta (Art. 15) .  Por tanto, el problema de obtener la ecuaci6n 
de una recta cuando se conocen 10s segmentos que determina sobre 10s 
ejes se reduce a hallar la ecuaci6n de la recta que pasa por dos puntos , 
y tenemos , por el t,eorema 3 , 

de donde 
a y =  - b x + a b .  

Trasponiendo - bx a1 primer miembro y dividiendo por ab, obtenemos 
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Esta ecuaci6n es la llamada ecuaci6n simbtrica de la recta. De aqui el 
siguiente 

TEOREMA 4 .  La recta cuyas intercepciones con 10s ejes X y Y son 
a # 0 y b # 0 ,  respectivamente, tiene por ecuacidn 

NOTAS. 1. Si a = 0, entonces tambiin b = 0, y la forma simitrica no 
puede usarse. E n  este caso, solarnente se conoce un punto ,  el origen, y no es 
suficiente para determinar una recta. 

2. Como una recta queda perfectamente determinada por dos cualesquiera de 
sus puntos, la rnanera mis conveniente de trazar una recta a partir  de su ecuacion 

Fig.  39 

es deterrninar las dos intersecciones con 10s ejes. Si la recta pasa por  el origen, 
basta determitiar otro punto  cuyas coordenadas satisfagan la ecuacion. 

Ejemplo 1. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por  el punto  ( -  3. I) 
y es paralela a la recta determinada por  10s dos puntos  (0, - 2) y (5,  2) . 

Solucibn. Como se conoce un pun to  de la recta requerida I (fig.  39). 
solamente es necesario obtener su pendiente que, segun sabemos, es la misma que 
la de la recta paralela I '  que pasa por  10s dos puntos  (0. - 2) .  (5, 2) (coro- 
lario 1 del teorema 5. Art .  10). La pendiente de I' es, por el teorema 4 del Ar- 
ticulo 8. 

m = 2.- ( -  2) = 4 
5 - 0  T' 

Por  tanto,  segun el teorema 1, Artic'ulo 26, la ecuacioti de 1 es 

y - 1  = % ( x + 3 ) .  
o sea. 4 x - 5 y + 1 7 - 0 .  
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E j e m p l o  2. Hallar  la ecuaci6n de la media t r iz  (perpendicular  en su p u n t o  
rnedio) del segrnento ( -  2. 1 ) .  (3,  - 5 ) .  

S o l u c i b n .  Supongamos  que la mediatr iz  es la recta 1 y que el segrnento 
es I '  (f ig.  40).  L a s  coordenadas del p u n t o  medio M de 1' s o n  (x. -- 2)  p o t  
el  corolario a1 teorema 3, A r t i c u l o  7. L a  pendiente de l ' ,  p o r  el teorema 4 del 
Ar t icu lo  8, es 

F i g .  40 

Corno  1 es pqrpendicular  a  I t ,  su  pendiente,  p o r  el corolario 2 del teorema F. 
Art icu lo  10, es m = 76.  P o r  tan to ,  p o r  el teorema 1, A r t i c u l o  26, la ecuaci6n 
de 1 es 

y + 2 = 7 : ( x - % ) ) .  
la cual se reduce a 

l o x  - 12 y - 29 = 0.  

EJERCICIOS. G r u p o  9 

D i b u j a r  una f igura  para cada ejercicio. 

1. Hallar  la ecuaci6n de la recta que pasa p o r  el p u n t o  A ( 1 , * 5 )  y tiene de 
pendiente 2. 

2. Hallar  la ecuaci6n de la recta que  pasa p o t  el p u n t o  A (- 6 ,  - 3) y tiene 
un angulo  de inclinaci6n de 45'. 

3. Hallar  la  ecuaci6n de la recta cuya pendiente es - 3 y cuya intercepci6n 
con el eje Y es - 2. 

4. Hal la r  la ecuaci6n de la recta que  pasa p o r  10s dos  p u n t 0 s . A  (4, 2) y 
B (-5, 7 ) .  

6 .  L o s  vlr t ices de un cuadr i l i t e ro  son A (0, O), B (2, 4) ,  C (6, 7), D (8, 0) .  
Hal la r  las ecuaciones de sus lados. 
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6. Los segmentos que una recta determina sobre 10s ejes X y Y son.2 y - 3. 
respectivamente. Hallar su ecuacibn. 

7 .  Una recta pasa p a r  10s dos puntos  A ( -  3, - 1)  y B (2. - 6 ) .  Hallar 
su ecuacibn en la forma simetrica. 

8. Una recta de pendiente - 2 paea por  el pun to  A (- 1, 4 ) .  Hallar su 
ecuacibn en la forma simitrica. 

9. Hallar la ecuacidn de la mediatriz del segmento A (- 3, 2 ) .  B (I .  6 ) .  
10. Una recta pasa por el pun to  A (7, 8) y es paralela a la recta C (- 2. 2)  

y D (3. - 4) . Hallar su ecuaci6n. 
11. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el pun to  A (- 2, 4 ) .  y 

determina sobre el eje X el segmento - 9. 
12. Demostrar que 10s puntos  :4 ( -  5. 2 ) ,  L1 ( 1 .  4) y C (4,  5) sctn r ~ : l i -  

neales hallando la ecuaci6n de la recta que pasa por dos de estos puntos.  
13. Hallar la ecuacion de la mediatriz del segmento que 10s ejes coordenados 

determinan en la recta 5 x  + 3 y - 15 = 0. 
Los ejercicios 14-21 se refieren al t r i ingulo  cuyos vertices son A (- 2, I ) ,  

B (4. 7 )  y C(6.  - 3 ) .  
14. Hallar lae ecuacionee de 10s lados. 
15. Hallar la ecuaci6n de la recta que pasa por el virt ice A y es paralela al 

lado opuesto BC. 
16. Hallar las ecuaciones de la rectas que pasan por  el virtice B y trisecan 

al lado opuesto AC.  
17. Hallar 10s vertices del t r i i ngu lo  formado por  las rectas que pasan por 10s 

vertices A .  B y C y son patalelas a 10s lados opuestos. 
18. Hallar las ecuaciones de Ias medianas y las coordenadas de su pun to  de 

interseccibn. 
19. Hallat  las ecuaciones de las mediatrices de 10s lados y las coordenadas de 

su punto  de interseccibn. Este pun to  se llama circuncentro. 
20. Hallar las ecuaciones de las alturas y su pun to  de interseccibn. Este 

punto  se llama ortocentro.  
21. Hallar las coordenadas del pie de la altura correspondiente al lado A C .  

A partir  de estas coordenadas hillese la longitud de la altura y luego el area del 
t r i ingulo .  

22. Hallar la ecuacibn de la recta cuya pendiente es - 4, y que pasa por  el 
punto  de interseccion de las rectas 2 x + y - 8 = 0 y 3 x - 2 y + 9 = 0. 

23. Las ecuaciones de 10s lados de un cuadril i tero son 3 x  - 8 y + 36 = 0, 
x  + y - 10 = 0. 3 x - 8 y - 19 = 0 y x  + y + 1 = 0. Demostrar que la f igura 
es un paralelogramo, y hallar las coordenadas de sus vertices. 

24. Hallar el irea del trianxlllo rectingulo formado por  10s ejes coordenados 
y la recta cuya ecuacibn es 5 x + 4 y + 20 = 0. 

25. Las coordenadas de un punto  P son (2, 6 ) ,  y la ecuacibn de una recta 1 
es 4 x  + 3 y = 12. Hallar la distancia del pun to  P  a la recta 1 siguiendo en 
ordeq 10s siguientes pasos: a )  Hallar la pendiente de I. b )  Hallar la ecua- 
cibn de la recta I'  que pasa por P y es perpendicular a I. c)  Hallar las coor- 
denadas de P I ,  pun to  de interseccibn de 1 y 1'. d )  Hallar la longitud del 
segment0 P P ' .  

26. El  punto  P  de ordenada 10 est6 sobre la recta cuya pendiente es 3 y que 
pasa por el punto  A (7, - 2 ) .  Calcular la abscisa de P. 

27. Determinar el valor de 10s coeficientes A y B de la ecuacibn Ax - B y  
+ 4 = 0 de una recta, si debe pasar por 10s puntos  C (- 3. 1) y D (1. 6 )  . 
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28. L a s  ecuaciones de 10s lados de u n  t r i i n g u l o  son  5% - 7 y  + 2 7  = 0. 
9% - 2 y  - 15 = U y 4% + 5 y  + 11 = 0. Hal la r  sus  angulos  y comprobar  10s 
resultados. 

28. Deduci r  la  ecuaci6n de la  recta cuya pendiente es rn y de te rmina  sobre 
el eje X el segment0 a. Comphrese este resultado con  la ecuaci6n de una recta 
conocida su  pendiente y s u  ordenada  e n  el o r igen ,  dada  e n  el A r t i c u l o  27. 

30. U n a  recta pasa p o r  10s do9 p u n t o s  A (- 1,  3) y B (5. 4 ) .  Escribase su  
ecuaci6n en  f o r m a  de determinante.  Verif iquese el resultado desarrol lando el 
de te rminante .  

28. Forma general de la ecuacion de una recta. En 10s articulos 
precedentes hemos visto que la ecuaci6n de una recta cualquiera , en el 
plano coordensdo , es de In forma lineal 

en donde ya sea A o B debe ser diferente de cero y C puede o no ser 
igual a cero. La ecuaci6n (1) se llama la forma general de la ecuaci6n 
de una recta. 

Ahora consideraremos el problema inverso, a saber, la ecuaci6n 
lineal ( I )  , i representa siempre una lfnea recta? Para contestar a esta 
pregunta examinaremos las dos formas posibles de la ecuaci6n (1) 
con respecto a1 coeficiente de y , es decir , las formas para B = 0 
y B $ 0 .  

CASO I .  B = 0 .  Si B = 0 ,  entonces A # 0 ,  y la ecuaci6n (1) 
se reduce a la forma 

C z = - -  
A '  (2) 

Pero (2) es de la forma x = k , de la que anteriormente se demostr6 
que es la ecuaci6n de una recta paralela a1 eje Y (Art. 18). 

CASO TI. B f 0 .  Si B # 0 ,  podemos dividir la ecuaci6n (1) 
por B , y entonces por trasposici6n se reduce a la forma 

Pero (3 ) est& en la forma y = mz f b (Art. 27) y , por tanto , es la 
A 

ecuaci6n de una recta cuya pendiente es - - y cuya ordenada en el B 
C 

origen es - - B '  
En consecuencis , vemos que en todos 10s casos la ecuaci6n (1 ) 

representa una recta. Vamos a hacer un resumen de estos results- 
dos en el 
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10. E n  Ias ecuaciones ax + (2  - b )  y  - 23 = 0  y (a - 1 ) x  + by + I5 - 0  
hallar 10s valores de a y b para que representen rectas q u t  pasan por el pun -  
to  (2.  - 3 ) .  

11. Demostrar que la recta que pasa por  10s puntos  (4 .  - I )  y (7. 2) 
bisecta a1 segment0 cuyos extremos son 10s puntor  (8.  - 3 )  y (- 4. - 3 ) .  

12. Demostrar que las rectas 2% - y  - 1 =0 ,  x -  8y+37-0. 2x - y  - 16-0 
y x  - 8y + 7  a 0  forman un paralelogramo, y hallar Ias ecuaciones de sus  
diagomles. - 13. Dtmostrar  que Iar rectas 5 % -  y  - 6  PO,  x + 5 y  - 2 2 1 0 ,  5%- y-32-0 
y x  + 5y + 4 = 0  forman un cuadrado. 

14. Demostrar que 10s i ngu lo r  ruplementarior formados por las dor  rectas 
Ax + By + C = 0  y A'x f B t y  + C'  = 0  er t in  dados por las f6rmulas 

t g e =  * A'B - A  B' 
AA' + B B'' 

-15. Hallar el i ngu lo  agudo formado por  Iar rectas 4% - 9y + 11 = 0  y 
3 x + ? y  - 7 1 0 .  

-16. Hallar las ecuaciones de Ias rectas que pasan por  el pun to  (2,. - 1) y 
que forman cada una un ingu lo  de 45' con la recta 2% - 3y + 7  = 0.  

17. A partir  del resultado del ejtrcicio 14. deducir las condiciones necesarias 
y suficientes para el paralelismo y ptrptndicularidad de dos  rectas, dadas en 10s 
apartados (a) y (b)  del teorema 6. Articulo 30. 

18. Si k  es una constante cualquitra diferente de cero, demuistrese q u t  todo 
punto  que esti  sobre la recta A x  + By + C  = 0  tambihn estari  sobre la recta 
kAx  + kBy + k C  = 0.  P o r  tanto,  deduzcase la condici6n necesarir y sufi-  
ciente para la coincidencia de dos rectas, dada en el apartado (c) del teorema 6 ,  
Articulo 30. 

10. P o r  medio de determinantes obthngase la condici6n necesarir y suficientt 
para que las dos rectas A x  + By + C  = 0  y A'x + B'y + C' = 0  se corten en 
uno y solamente un punto ,  dada en el apartado (d) del teorema 6, Articulo 30. 
Sugesri6n: Viase apindice I B .  6 .  

20. Si t r t s  recras se cortan en un pun to  c o m l n ,  re dice que son concurren- 
t e s .  S i  l a s  t r e s  r e c t a s  A l x  + B l y  + C I  = 0 ,  A 2 x  + B ; y  + C ;  0 0  y 
As x  + Ba y + Ca = 0  son concurrenter. demuistrese que sus coeficiento satis- 
facen la condici6n e l r ~ d , , l ~ ~  C* J P ~ A D ~  

A ;  s, ca = o. I :: :: :: I C / ~ W  w w  ,-, LrakLO 

21. Demostrar que las tres rectas 3% - 5 y  + 7  = O .  2 x + 3 y  - 8 - 0  y 
6 x  - 7 y  + 8  = 0  son concurrentes. 

22. Demostrar analiticamente que las medianas de cualquitr  t r i ingulo  son 
concurrentes. 

23. Demostrar analiticamente que las mediatrices perpendiculares a 10s lados 
en su pun to  medio en cualquier t r i i ngu lo  son concurrentes. 

24. Demostrar analiticamente que las alturas de cualquier t r i ingulo  son 
concurrentes. 

25. Lor  virtices de un t r i ingulo  son ( I ,  1 ) .  (4. 7 )  y (6. 3 ) .  Demostrar 
que t l  baricentro (punto  de intersecci6n de las medianas), el circuncentro (pun-  
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t o  de intersecci6n de las mediatrices) y el o r tocent ro  ( p u n t o  de intersecci6n de 
las a l tu ras )  son  colineales. 

26. Dcrnostrar  anali t icamente que  el bariccntro,  circuncentro y or tocent ro  
de cualquier  t r i angulo  son  colineales. L a  recta que  10s une  se l l ama recta de 
Euler.  

27. Desde el p u n t o  (6,  0 )  se t razan  p e r p e n d i c u l a r e s  a  1 0 s  lados 
5x - y - 4 = 0, y = I y x - y - 4 = O de u n  t r iangulo .  Dernostrar  que  
10s pies de estas perpendiculares son colineales. 

28. Hal la r  la ecuaci6n de la recta q u e  pasa p o t  el p u n t o  (a, b )  y p o t  la 

-+'I= I .  intersecci6n de las rectas iI. + I = 1 y 
a b  b a 

29. U n a  recta re muevc de tal  manera q u c  la suma de 10s ret iprocos de 10s 
segrnentos q u e  deterrnina sobre 10s ejes coordenados es siernpre igual  a  una  cons-  

tan te  k # 0.  Dernostrar  q u e  la recta pasa siempre p o r  el p u n t o  f i j o  (:, +). 
30. Hal la r  la longit l td de la perpendicular  bajada del p u n t o  P I  ( X I .  y ~ )  a la 

recta 1 : A x  + B y  + C = 0. Demost ra r ,  a  par t i r  de esto,  que  la distancia d del 
p u n t o  P I  a  la recta 1 esta dada por  

31. Forma normal de la ecuaci6n de la  recta. Consideremos un 
segment0 OP1 de longitud p y con uno de sus extrernos 0 siempre en 
el origen , tal corno puede verse en la figura 41. La posici6n exacta 
de este segment0 de recta en el plano coordenndo estQ determihada 
por el Bngulo w , que , corno en Trigonornetria, es el Angulo positivo 
engendrado por el radio vector OP1 a1 girar alrededor del origen 
(ApCndice I C ,  1 ) .  Ile acuerdo con esto, la longitud p se considera 
siempre posiliva, y la variaci6n de 10s valores del Qngulo w viene 
dada por 

0° 5 w < 360°. ( 1 )  

E s  evidente que, para un par cualquiera de valores dados de p y w, 
la recta 1 trazada por PI (XI , yl ) perpendicular a OP1 queda perfec- 
tamente determinada. Ahora obtendremos la ecuaci6n de 1 por medio 
de la fdrmula de la recta que pasa por un punto y tiene una pen- 
diente dada . 

Por Trigonornetria, para cualquier posici6n de la recta 1,  

XI = p cos w ,  yl  = P sen o .  ( 2 )  

Por tanto, las coordenadas del punto PI son ( p  cos o ,  p sen w) .  
Para las posiciones ( a )  y ( b )  (fig. 41 ) el Bngulo de inclinaci6n 

del segmentso OPI es o , y ,  por tanto,  su pendiente ea tg (0. 






















