FIGURA 13.4.5 Conjunto solucién del ejemplo 4

de rojo en la figura 13.4.5b). La gréfica de las soluciones del sistema de desigualdades es
lainterseccion de las graficas de estos dos conjuntos solucidn. Esta interseccidn es la region
mads oscura de colores superpuestos que se muestra en la figura 13.4.5¢). =

A menudo nos interesan las soluciones de un sistema de desigualdades lineales sujeto a
las restricciones x = 0y y = 0. Esto significa que la grafica de las soluciones es un subcon-
junto del conjunto formado por los puntos del primer cuadrante y situado en los ejes coorde-
nados no negativos. Por ejemplo, un examen de la figura 13.4.5¢) revela que el sistema de
desigualdades (4) sujeto a los requisitos adicionales x = 0, y = 0, no tiene soluciones.

[A]AV[JWeRY Sistema de desigualdades lineales

La gréfica de las soluciones del sistema de desigualdades lineales

{—2x+ y=2
x+2y=8

es la region mostrada en la FIGURA 13.4.6a). La grafica de las soluciones de

—2x+ y=2
x+2y=8
x=0,y=0

es la region en el primer cuadrante junto con partes de las dos rectas y partes de los ejes

de coordenadas ilustrados en la figura 13.4.6b). =

M Desigualdades no lineales Graficar desigualdades no lineales con dos variables x y y
es bdsicamente lo mismo que trazar la grifica de desigualdades lineales. En el ejemplo
siguiente utilizamos de nuevo el concepto de punto de prueba.

Yh 2x+y=2 y__—2x+y=2

a) b)
FIGURA 13.4.6 Conjunto solucién del ejemplo 5
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[ H]3V[JXeXF Grafica de una desigualdad no lineal

Para graficar la desigualdad no lineal

—+ P +yP—4=0

: empezamos trazando el circulo x> + y*> = 4 con una linea continua. Como (0, 0) esté
0.0 situado en el interior del circulo, podemos utilizarlo como punto de prueba. Al sustituir
+ x = 0yy = 0en la desigualdad obtenemos la proposicion falsa —4 = 0y, por tanto, el
conjunto solucién de la desigualdad dada esta formado por todos los puntos que estan
sobre el circulo o en su exterior (FIGURA 13.4.7).

FIGURA 13.4.7 Conjunto solucién _ Si de desi Idad
del ejemplo 6 EJEMPLO 7 Istema de desigualdades

Grafique el sistema de desigualdades

{y54—x2
y > X

Solucién  La sustitucién de las coordenadas de (0, 0) en la primera desigualdad produce
la proposicién verdadera 0 =< 4y, por tanto, la grifica de y =< 4 — x* es la regién sombreada
de azul en la FIGURA 13.4.8, por debajo de la pardbola y = 4 — x%. Tenga en cuenta que no
podemos usar (0, 0) como punto de prueba con la segunda desigualdad, ya que (0, 0) es un
punto sobre larecta y = x. Sin embargo, si usamos (1, 2) como punto de prueba, la segunda
desigualdad resulta en la proposicion verdadera 2 > 1. Por ende, la gréfica de las soluciones
de y > xes el semiplano sombreado de rojo por encima de larectay = x en la figura 13.4.8.
La propia recta es discontinua debido a la desigualdad estricta. La interseccién de estas

dos regiones coloreadas es la region mds oscura de la figura. =

FIGURA 13.4.8 Conjunto solucién
del ejemplo 7

ﬁ Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-34.

|

En los problemas 1 a 12, grafique la desigualdad dada. En los problemas 13 a 36, grafique el sistema de desigualda-
des dado.
1. x+3y=6
y=x
2 x—y=4 13. =2
3 x+2y<—x+ 3y {ny
14.
4. 2x +5y>x—y+6 y=0
5. —y=2(x+3) -5 *—r>0
- Ty =2+ 3) B hy >
6. x=3(x+1)+y ) ety <l
1y=(@-1 B lxry <
8 X+ pP<l1 x+2y=4
x=0
10. y=Vx + 1
dx +y=12
1. y=|x+ 2 18.{ 2x+y=0
12 xy =3 y=0
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35.

36.

En los problemas 37 a 40, obtenga un sistema de desigualda-
des lineales cuya grafica sea la regién mostrada en la figura.

37.

38.

39.

y=x+1
x=0
x=1
y=0
y=x
y=2
x=-—1

x=1

y

FIGURA 13.4.9 Regioén

para el problema 37

FIGURA 13.4.10 Regidén

para el problema 38

FIGURA 13.4.11 Regitn
para el problema 39
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40. vy
(5,18)
T (10, 13)
165, 10) (10, 10)
} } X

FIGURA 13.4.12 Regidn
para el problema 40

=Para la discusion

En los problemas 41 y 42, grafique la desigualdad dada.
M —-l=x+y=1

2. x=y=x

= Proyecto

43. Historia antigua y el servicio postal de Estados Uni-
dos Hace algunos afios, las restricciones sobre el tamafio
del sobre de la correspondencia de primera clase eran un
tanto mas confusas que las de hoy en dia. Considere el
sobre rectangular de longitud x y altura y que se muestra
en la FIGURA 13.4.13 y la norma postal siguiente de noviem-
bre de 1978:

Todos los articulos de primera clase que pesen una
onza o menos y todos los articulos de tercera clase que
consten de una sola pieza y pesen dos onzas o menos
estardn sujetos a un pago adicional de franqueo cuan-
do la altura sea mayor que 6% in, o cuando la longitud
sea mayor que 115 in, o cuando la longitud sea menor
que 1.3 veces la altura, o cuando lalongitud sea mayor
que 2.5 veces la altura.

FIGURA 13.4.13 Sobre
del problema 43

En los incisos a) a ¢) suponga que se satisface la especifica-
cién de peso.

a) Usando x y y, interprete la norma anterior como un
sistema de desigualdades lineales.

b) Grafique la regién que describe los tamaiios de los
sobres que no estan sujetos al pago adicional de fran-
queo.

¢) Segtn esta norma, ;un sobre de 8 pulgadas de longitud
y 4 pulgadas de altura requiere franqueo adicional?

d) Realice unainvestigacion y compare la normade 2010
para la correspondencia de primera clase con la que
acabamos de dar.

I 13.5

Introduccion a la programacion lineal

M Introduccion Una funcion lineal con dos variables es una funcién de la forma

F(x,y) =ax + by + ¢ (1)

donde a, b y ¢ son constantes, con dominio en un subconjunto del plano cartesiano. El pro-
blema bésico en la programacion lineal es hallar el valor maximo (mas grande) o el valor
minimo (mds pequefio) de una funcién lineal definida en un conjunto determinado por un
sistema de desigualdades lineales. En esta seccion estudiaremos una forma de encontrar el

valor maximo o minimo de F.

M Terminologia Un problema tipico de programacion lineal estd dado por

Maximice: F(x,y) = 5x + 10y
xX+2y=6
sujeto a: Ix+ y=9 (2)
x=0,y=0.

En este contexto, F' se llama funcion objetivo y las desigualdades lineales se denominan
restricciones. Se dice que todo par ordenado de nimeros reales (x,, yo) que satisfaga todas
las restricciones es una solucién factible del problema. El conjunto de soluciones factibles
se simboliza con S. Se puede demostrar que para cualquier par de puntos en la grafica de S,
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el segmento de recta que los une estd completamente en la grifica de S. Cualquier conjunto y

del plano que tenga esta propiedad se llama convexo. En la FIGURA 13.5.1a) se ilustra un poli- Vértice
gono convexo y en la figura 13.5.15) uno no es convexo. Los puntos de las esquinas del
conjunto convexo S determinados por las restricciones se llaman vértices.
En todo este andlisis nos ocuparemos de la gréafica del conjunto S de las soluciones fac-  Vértice
tibles del sistema de desigualdades lineales en las que x = 0y y = 0. Exponemos el teorema
siguiente sin demostracion.
Vértice
Teorema 13.5.1  Valores maximo y minimo x
Sea F(x, y) = ax + by + ¢ una funcién definida en un conjunto S. Si la grafica de S es un a) Poligono convexo
poligono convexo, entonces F tiene a la vez un valor maximo y uno minimo en S, y cada
uno de ellos se ubica en un vértice de S. y
[A]|JXeR W Determinacion de los valores maximo y minimo
Determine los valores maximo y minimo de la funcién objetivo en (2).
Solucién  Primero trazamos la gréfica del conjunto S de soluciones factibles y hallamos
todos los vértices resolviendo las ecuaciones simultdneas apropiadas. Por ejemplo, el
vértice (%, %) se obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones: x
{ x+2y=6 b) No convexo
x4 y=9 FIGURA 13.5.1 Poligonos en el plano

(FIGURA 13.5.2). Se deduce del teorema 13.5.1 que los valores maximo y minimo de F
ocurren en los vértices. En la tabla de abajo vemos que el valor maximo de la funcién
objetivo es

F(2,9 =103 + 153 = 51.

El valor minimo es F(0, 0) = 0.

Vértice Valor de F
0,3) 45
(0,0) 0
(3,0) 30
(%3) 51

FIGURA 13.5.2 Conjunto convexo para €l ejemplo 1 =

[A]3|{Xe}q Determinacion de los valores maximo y minimo

Determine los valores mdximo y minimo de

Fx,y)=6x+y+ 1
x+y=10

sujeto a l=x=5
2=y=6.
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Solucion  Enla FIGURA 13.5.3 se da la gréfica de S determinada por las restricciones, y los
vértices estan marcados. Como se observa en la tabla de abajo, el valor maximo de F es

FG5,5=605)+5+1=36
El valor minimo es

F(1,2)=6(1)+2+1=9

Y4 x+y=10
y=06

Vértice Valor de F 4

(1,6) 13 —+

(1,2) 9 1

5,2) 33 i )i .

(5,5) 36 (1,2) (5,2)

(4,6) 31 T

} } } } } > X
4 x=1 x=5

FIGURA 13.5.3 Conjunto convexo para el ejemplo 2 =

N[Ny Utilidad maxima

Una pequeifia compaiiia manufacturera de herramientas tiene dos fraguas F; y F,, cada una
de las cuales, por las necesidades de mantenimiento, puede operar maximo 20 horas por
dia. La compaiia hace dos tipos de herramientas: A y B. La herramienta A requiere 1 hora
en la fragua F; y 3 horas en la fragua F,. La herramienta B requiere 2 horas en la fragua
F,y 1 hora en la fragua F,. La compaiia obtiene una utilidad de $20 por herramienta A y
de $10 en la herramienta B. Determine la cantidad de cada tipo de herramienta que la
compaiiia debe hacer para maximizar su utilidad diaria.

Solucion  Sea

x = el nimero de herramientas A que se producen cada dia 'y
y = el nimero de herramientas B que se producen cada dia

La funcién objetivo es la utilidad diaria
P(x,y) = 20x + 10y

El nimero total de horas por dia que ambas herramientas requieren en la fragua F'; debe
satisfacer

1-x+2-y=20
De forma similar, el nimero total de horas por dia que ambas herramientas requieren en
la fragua F, debe satisfacer
3-x+1-y=20
Asi necesitamos
Maximizar: P(x,y) = 20x + 10y
x+ 2y =20
sujeto a: 3x+ y=20
x=0,y=0.

La gréfica de S determinada por las restricciones se muestra en la FIGURA 13.5.4. En la tabla
se observa que la utilidad médxima diaria es

P4, 8) = 20(4) + 10(8) = 160
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Esto es, cuando la compaiifa hace cuatro de las herramientas A y 8 de las herramientas B
cada dia, su maxima utilidad diaria es de $160.

y
Vértice Valor de P 20 K3 + y=20
(0, 10) 100
(0,0) 0
(3, 0) 133.33
4,8) 160

FIGURA 13.5.4 Conjunto convexo para el ejemplo 3 =

]\ XX Costo minimo

Durante su tiempo libre, John trabaja a destajo en la casa, tejiendo pares de guantes,
bufandas y gorros. Durante el invierno produce un total de 300 de estos articulos por mes.
Tiene un pedido fijo mensual de una compaiifa grande de venta por catdlogo de articulos
para actividades al aire libre de 50 a 100 pares de guantes, por lo menos 100 bufandas y
70 gorros. Los costos del material usado son de $0.20 por cada par de guantes, $0.40 por
cada bufanda y $0.50 por cada gorro. Determine el nimero de cada articulo que John debe
tejer cada mes para minimizar su costo total mensual.

Solucién  Si xy y denotan el nimero de pares de guantes y bufandas, respectivamente,
suministrados por John a la compaiifa de venta por catdlogo cada mes, el nimero de go-
rros suministrados es, entonces, 300 — x — y. La funcién objetivo es el costo total mensual

C(x,y) =02x + 0.4y + 0.5(300 — x — y)

o C(x,y) = —03x — 0.1y + 150
Las restricciones son
x=0,y=0
300-x—y=0
50 =x =100
y =100

300 —x —y = 70.
Laultima desigualdad de este sistema es equivalente a x + y = 230. La gréfica del conjunto

S de soluciones factibles determinada por las restricciones y los vértices del conjunto se
muestran en la FIGURA 13.5.5. De la tabla obtenemos que C(100, 130) = 107 es el minimo.

Vértice Valor de C
y =100
(50, 100) 125 3 o0 )
(50, 180) 117
(100, 130) 107 T x+y=230
(100, 100) 110

x=50 x=100

FIGURA 13.5.5 Conjunto convexo para el ejemplo 4
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Asi, John debe tejer 100 pares de guantes, 130 bufandas y 70 gorros cada mes, para mini-

mizar los costos totales. =

Del andlisis precedente no debe quedarle la impresion de que una funcién objetivo debe
tener tanto un mdximo como un minimo. Si la gréfica de S no es un poligono convexo, enton-
ces la conclusién del teorema 13.5.1 puede no ser verdadera. Segtn las restricciones, podria
suceder que una funcién lineal F tenga un minimo, pero no un maximo (o viceversa). Sin
embargo, se puede demostrar que si F tiene un minimo (0 un miximo) en S, entonces se
obtiene en el vértice de la region. Ademds, el mdximo (o el minimo) de una funcién objetivo
puede ocurrir en mds de un vértice.

(A [JXeXY Minimo, pero no maximo

Considere la funcion lineal

F(x,y) = 5x + 20y
3x +4y =12
sujeta a las restricciones 2x+ y=4
x=0,y=0.

La inspeccion de la FIGURA 13.5.6 muestra que la gréfica del conjunto S de las soluciones
de las restricciones no es un poligono convexo. Se puede probar que

F(4,0) =20

es un minimo. No obstante, en este caso, la funcién objetivo no tiene maximo, puesto
que F(x, y) puede aumentar sin limite simplemente aumentando x(x = 4) o aumen-
tando y(y = 4).

Vértice Valor de F
0,4) 80
%) 52
4,0) 20 .

T2x+y=4 3x+4y=12

FIGURA 13.5.6 Conjunto convexo para el ejemplo 5 =

ﬁ Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-35.

|

En los problemas 1 a 12, halle los valores mdximo y minimo, 2. F(x,y) = 20x — 3y
si existen, de la funcién lineal F' dada sobre el conjunto S y=4
definido por las restricciones. Suponemos x =0y y = 0. x+y=3
1. F(x,y) =4x + 7 x—y=0
x=3,y=1
{ y=x
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3. F(x,y) =5x + 8y
x=2
x+ty=3
x—y=0

4. F(x,y) =3x + 6y
x=2,y=4

x+3y=6
2x— y= -2
3x +2y =18

5 F(x,y) = 3x + 6y

x+3y=6
2x— y=-2
3x + 2y = 18
6. F(x,y) = 8x + 12y
x—4y=-6
“3x+ y=—4
2x + 3y =21
1. F(x,y) =x+ 4y
x+ty=1
2x—y=-1
2x+y=5

8. F(x,y) =x+y
y=35

{x—y53

9. F(x,y) =3x + 6y
x=4,y=5
2x+ y=10

x+2y=10

10. F(x,y) =x — 4y
3x+ y=12

3x —2y=6
3x + 4y =30
3x —2y=3
1. F(x,y) =4x + 2y + 25
—x+2y=0
x+ y=10
“3x+ y=5
12. F(x,y) =2x +3y + 6
x=8y=5
3x +2y =38
—x +5y=20

En los problemas 13 a 16, la funcién objetivo F, sujeta a las

restricciones, tiene un valor minimo. Halle ese valor.
Explique por qué F no tiene valor maximo. Suponga que
x=0yy=0.
13. F(x,y) = 6x + 4y
{Zx - y=6
2x + 5y =10

14.

15.

16.

F(x,y) = 10x + 20y
{x23,y21
y=x

F(x,y) = 10x + 10y
x+2y=5
{2x+ y=6
F(x,y) = 10x + S5y
x+ y=4
x+2y=6
xt+4y=38

= Aplicaciones diversas

17.

18.

19.

iCuantos? Una empresa fabrica radios satelitales y repro-
ductores portdtiles de DVD. Obtiene una utilidad de $10
por cada radio y de $40 por cada reproductor. Debido a
sus instalaciones limitadas para la produccién, el nimero
total de radios y reproductores de DVD que la empresa
puede fabricar en un mes es, cuando mucho, de 350.
Debido a la disponibilidad de las partes, la empresa puede
fabricar, cuando mucho, 300 radios y 100 reproductores
de DVD cada mes. Determine cudntos radios satelitales y
reproductores de DVD debe producir la empresa cada mes
para maximizar su utilidad.

Ganancias Una mujer tiene hasta $10 000 que desea
invertir en dos tipos de certificados de dep6sito, A y B, que
ofrecen rendimientos anuales de 6.5% y 7.5%. Quiere
invertir en B, cuando mucho, tres veces la cantidad en A.
Obtenga el rendimiento anual maximo si no puede inver-
tir mas de $6 000 en B y no mas de $5 000 en A.

Gastos médicos menores Se informa a una paciente que
su ingesta diaria de vitaminas debe ser por lo menos de 6
unidades de A, 4 unidades de B y 18 unidades de C, pero
no mds de 12 unidades de A, 8 unidades de B y 56 unida-
des de C. La paciente averigua que en la farmacia se ven-
den dos marcas, X'y Y, de complementos multivitaminicos
que contienen la cantidad necesaria de vitaminas. Una
cépsula de la marca X contiene 1 unidad de A, 1 unidad
de B y 7 unidades de C, y cuesta 5 centavos. Una cdpsula
de la marca Y contiene 3 unidades de A, 1 unidad de B y
2 unidades de C y cuesta 6 centavos. ;Cudntas capsulas
de cada marca debe tomar la paciente todos los dias para
minimizar el costo?

(Cudnto de cada una?
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20.

21.

22,

Costo de hacer negocios Una compaiifa de seguros usa
dos computadoras, una IBC 490 y una CDM 500. Cada
hora, la IBC procesa 8 unidades (1 unidad = 1 000) de
reclamaciones de gastos médicos, 1 unidad de reclamacio-
nes de seguro de vida y 2 unidades de reclamaciones de
seguro de automévil. Cada hora, la CDM puede procesar
2 unidades de reclamaciones de gastos médicos, 1 unidad
de reclamaciones de seguro de vida y 7 unidades de recla-
maciones de seguro de automovil. La empresa considera
que es necesario procesar por lo menos 16 unidades de
reclamaciones de gastos médicos, por lo menos 5 unidades
de reclamaciones de seguro de vida y por lo menos 20
unidades de reclamaciones de seguro de automovil por dia.
Si ala compaiiia le cuesta $100 la hora de funcionamiento
de la IBC y $200 la hora de funcionamiento de la CDM,
(cudntas horas, cuando mucho, debe funcionar cada compu-
tadora cada dia para mantener en el nivel minimo el costo
diario para la compaiiia? ;Cudl es el costo minimo? ;Hay
un costo maximo por dia?

Utilidad Labodega Werry’s Warehouse tiene un inven-
tario de 1 300 pares de jeans de disefiador y 1 700 pares
de jeans de marca genérica, que se enviardn a dos tiendas:
una tienda de lujo y un almacén de descuento. La bodega
gana una utilidad de $14.25 por par sobre los pantalones
de disefiador y $12.50 por par sobre los de marca genérica
en la tienda de lujo. Las utilidades correspondientes en el
almacén de descuento son de $4.80 y $3.40 por par. Sin
embargo, la tienda de lujo puede adquirir cuando mucho
1 800 pares de jeans, en tanto que el almacén de descuento
tiene espacio para 2 500 pares a lo sumo. Obtenga el
numero de pantalones de disefiador y de marca genérica
que la bodega debe enviar a cada tienda para maximizar
su utilidad total. ;Cudl es la utilidad maxima?

Minimizar el costo La empresa manufacturera de Joan
fabrica tres tipos de automdviles deportivos: A, By C. La
empresa produce un total de 100 automéviles cada afio. El

23.

nimero de automdviles B que fabrica no debe ser mayor
que tres veces el nimero de automéviles A fabricados,
pero la produccién anual combinada debe ser por lo menos
de 20 automdviles. El nimero de automéviles C que se
fabrican cada afio debe ser por lo menos de 32. La fabri-
cacion de cada automdvil A cuesta $9 000; la de los auto-
moviles By C, $6 000 y $8 000, respectivamente. ;Cudntos
de cada tipo de automdvil deben fabricarse para minimizar
el costo de produccién anual de la empresa? ;Cudl es el
costo minimo?

Dieta saludable Los alces que viven en un parque nacio-
nal de Michigan comen plantas acudticas que tienen un
contenido alto de sodio, pero proporcionan poca energia
(contienen una gran cantidad de agua), y plantas terrestres,
las cuales tienen un contenido alto de energia, pero prac-
ticamente no contienen sodio. Los experimentos han
demostrado que un alce puede obtener cerca de 0.8 mj
(megajulios) de energia de 1 kilo de plantas acudticas y
cerca de 3.2 mj de energia de 1 kilo de plantas terrestres.
Se estima que un alce adulto necesita comer por lo menos
17 kg de plantas acudticas diariamente para satisfacer sus
necesidades de sodio. Se ha estimado también que el pri-
mer estomago del alce es incapaz de digerir mas de 33 kg
de alimento diariamente. Encuentre la ingesta diaria tanto
de plantas acuéticas como de terrestres que proporcionaran
el maximo de energia al alce, sujeta al requerimiento de
sodio y a la capacidad del primer estomago.

Alce comiendo
plantas acudticas

Repaso de COﬂCBptOS Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes.

Ecuacion lineal

Sistemas de ecuaciones lineales
Solucién de un sistema lineal
Sistemas lineales equivalentes
Sistema consistente

Sistema inconsistente

Método de sustitucion
Método de eliminacién
Sustitucién hacia atras
Sistemas homogéneos
Solucién trivial

592

Expresion racional propia
Expresion racional impropia
Descomposicion en fracciones
parciales:
factor cuadrético irreducible
Desigualdad lineal
Solucién de una desigualdad:
semiplano
Sistema de desigualdades lineales:
punto de prueba
Desigualdad no lineal

Sistema de desigualdades no lineales
Griéfica de un conjunto solucién
Programacion lineal:

funcién objetivo

solucion factible

restricciones

conjunto convexo

vértices de un conjunto convexo
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: . Las respuestas a los problemas impares
m EJerCICIOS de repaso seleccionados comienzan en la pagina RESP-35.

= A. Verdadero o falso

En los problemas 1 a 10, responda verdadero o falso.

1.

10.

Las gréficas de 2x + 7y = 6 y x* + 8xy — 3y® = 0 se
intersecan en (—4, 2).

El sistema homogéneo
x+2y—3z2=0
x+ y+ z=0

—2x —4y +6z=0

tiene soélo la solucién cero (0, 0, 0).

{yzmx
X+ =k

siempre tiene dos soluciones cuando m # 0y k > 0.

El sistema

El sistema
{y =Inx
y=1—-x

Los sistemas no lineales

{y=\/;c {y2=x
y=V4 —x y y=4—-x

son equivalentes.

no tiene solucion.

(1, —2) es una solucién de la desigualdad 4x — 3y + 5 =
0.

. El origen estd en el semiplano determinado por 4x — 3y

<6.
El sistema de desigualdades
x+y>4
{x +y< -1
no tiene soluciones.
El sistema de ecuaciones no lineales
¥ +y' =25
{x2 -y =5
tiene exactamente tres soluciones.

La forma de la descomposicion en fracciones parciales de
1

———€s
X(x + 1)?

A B

S5+ —.
2 (x+1)?
=B. Llene los espacios en blanco

En los problemas 1 a 10, llene los espacios en blanco.

1. El sistema

x— y=35
2x — 2y =1
es (consistente o inconsistente).
2. Elsistema
{ x—2y=23
—%x + y=b

es consistente para b =

3. Lagrafica de una sola desigualdad lineal con dos variables
representa un(a) en el plano.

4. En sus propias palabras, describa la grafica de la desigual-
dadl =x—y=4.
5. Para descomponer

x3

(x+ 1)(x+2)
en fracciones parciales, comenzamos con
6. La solucion del sistema
3x+y+ z=2
y+ 2z
4z = —8

€S

1. Siel sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables
tiene un ndmero infinito de soluciones, entonces se dice
que las ecuaciones son

8. Si la grifica de y = ax®> + bx pasa por (1, 1)y (2, 1),
entonces a = yb=

9. La gréfica del sistema

X +y'=25
y—1>0
x+1<0

se sitda en el cuadrante.
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10. Un sistema de desigualdades cuya grafica esta dada en la
FIGURA 13.R.1 es

AW
A\

FIGURA 13.R.1 Grifica
para el problema 10

= C. Ejercicios de repaso

En los problemas 1 a 14, resuelva el sistema de ecuaciones
dado.

. {x2—4x+y=5
x+y=-1
101y = 10* + 107~
y—10°=0
42 + y* =16
X +4y2—16

xy =

y — loglox =0
y — 4logjpx +4 =0

(3

A
%
o
N
{0
' {iiﬁiiziﬁiié
AT
{
{
{

x+ y+ z=0
x+2y+32=0
x— y— z=0

x+ S5y— 6z=1
4 — y+ 2z=4
2x — 1ly + 14z =2

10.

2x+ y— z=17
x+ y+ z=-2
4x + 2y + 2z = —6

1.

12 {Sx —2y=10

x+4y=4
- {x=4+log2y
y=8

= |x
. (=1
—x+y=1
15. Juego de nameres En un nimero de dos digitos, el digito
de las unidades es uno mas que tres veces el digito de las
decenas. Cuando los digitos se invierten, el nuevo nimero

es 45 mas que el nimero original. Obtenga el niimero ori-
ginal.

16. Longitud Un tridngulo rectdngulo tiene un drea de 24
cm?. Si la hipotenusa mide 10 cm de largo, cudl es la
longitud de los dos catetos del tridngulo?

17. ;Tiene un cortador de alambre? Un alambre de 1 m de
largo se corta en dos partes. Una se dobla para formar una
circunferencia y la otra se usa para formar un cuadrado.
La suma de las dreas del circulo y el cuadrado es Tle m?.
(Cuanto mide de largo el lado del cuadrado y el radio del

circulo?

18. Coordenadas Obtenga las coordenadas del punto P de
la interseccion de larecta y la pardbola que se ilustran en la
FIGURA 13.R.2.

(5.0

=x2—4x+1

FIGURA 13.R.2 Grificas
para el problema 18

En los problemas 19 a 22, obtenga la descomposicién en
fracciones parciales de la expresion racional dada.

2x — 1
x(x* + 2x — 3)
1
2+ 5)

19.

20.

x2

2. ——
o + 4)?
X =23+ 50— 1

2. TR

En los problemas 23 a 28, grafique el sistema de desigualda-
des dado.
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2 y—x=0 31.

24,

32.

26.

X

21. 4§ , 5 )
x+y —4y=0 FIGURA 13.R.6 Grafica para el problema 32

28.

x+ty=>5
25. x+y=1 FIGURA 13.R.5 Grifica para el problema 31

y=x - 2x 33. Obtenga los valores maximo y minimo de

F(x,y) = 100x — 40y
En los problemas 29 a 32, use las funciones y = x’yy = 2 — x

para formar un sistema de desigualdades cuya grafica se pre- sujeta a

senta en la figura. —x+3y=5
x+ y=3

23. 2x — y=7

x=0,1=y=3.

34. Lafuncién F(x, y) = 20x + 5y sujeta a las restricciones

N 4x + 5y = 20
3x+ y=10
FIGURA 13.R.3 Grifica x=0,y=0

para el problema 29

tiene un valor minimo. ;Cudl es? Explique por qué la fun-
cién no tiene valor mdximo.

30. 35. Rendimiento total En una pequeiia empresa agricola,
cultivar un acre de maiz requiere 6 h de mano de obra y
$36 de capital, en tanto que cultivar un acre de avena
requiere 2 h de mano de obra y $18 de capital. Suponga
que el agricultor tiene 12 acres de tierra, 48 h de mano de
obra y $360 de capital disponibles. Si el rendimiento del
maiz es de $40 por acre y el de la avena es de $20 por acre,
(cudntos acres de cada cultivo debe sembrar el agricultor

FIGURA 13.R.4 Grifica para maximizar el rendimiento total (incluido el capital no

para el problema 30 utilizado)?
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MATRICES Y DETERMINANTES

En este capitulo

14.1 Introduccion a las matrices

14.2 Algebra de matrices

14.3 Determinantes

14.4 Inversa de una matriz

14.5 Sistemas lineales: matrices aumentadas
14.6 Sistemas lineales: matrices inversas
14.7 Sistemas lineales: determinantes

14.8 Criptografia

Ejercicios de repaso

Un poco de historia Este capitulo se centrard en tres temas: matrices, deter-
minantes y sistemas de ecuaciones. Veremos como los primeros dos concep-
tos pueden emplearse para resolver sistemas de n ecuaciones lineales con n
incégnitas.

Las matrices fueron creacion de los eminentes matemaéticos ingleses Arthur
Cayley (1821-1895) y James Joseph Sylvester (1814-1897). Como muchas
invenciones matematicas, la teoria y el dlgebra de matrices surgieron como
producto secundario de las investigaciones e intereses matematicos primarios
de Cayley, nifio prodigio en matematicas que sobresalio en esa materia mien-
tras estudiaba en el Trinity College, en Cambridge. Sin embargo, como no
pudo conseguir trabajo como matemadtico, llegé a ser abogado a la edad de 28
afios. Después de soportar 14 afios en esta profesion, le ofrecieron una catedra
de matematicas en Cambridge en 1863, donde influy6 para que la universidad
admitiera a las primeras mujeres. Arthur Cayley también invent6 el concepto
de la geometria n-dimensional e hizo muchas contribuciones significativas a
la teoria de los determinantes. Entre 1881 y 1882, Cayley fue profesor de la
Universidad Johns Hopkins en Estados Unidos. Sylvester también dio clases
en la Universidad Johns Hopkins de 1877 a 1883.

rectangular
numero

simbolos se lla
mati
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14.1 Introduccion a las matrices

M Introduccion El método de resolucion, y la resolucién misma de un sistema de ecuacio-
nes lineales, no depende de ninguna manera de los simbolos que se usen como variables. En
el ejemplo 2 de la seccién 13.1 vimos que la solucién del sistema

x+2y+ z=-6
dx =2y — z=—4 (1)
2x — y+3z=19

esx = —2,y= —5,z= 6,0 como tripleta ordenada: (—2, —35, 6). Esta misma tripleta orde-
nada también es una solucién de

u+2v+ w= -6 r+2s+ t=—-6
4r — 2s — t= —4
2r — s+ 3t =19.

du—2v— w=
2u— v+ 3w

Il
= |
© s
<

Lo importante es esto: la solucién de un sistema de ecuaciones lineales depende solamente
de los coeficientes y constantes que aparecen en el sistema y no de los simbolos que se uti-
lizan para representar las variables. Veremos que (1) puede resolverse por medio de opera-
ciones apropiadas en el arreglo ordenado de nlimeros

1 2 1 —6
4 -2 -1 -4 (2)
2 —1 319

En (2), la primera, segunda y tercera columnas representan los coeficientes de x, y y z, res-
pectivamente, en (1), y la tltima columna estd formada por las constantes a la derecha del
signo de igualdad en (1).

Antes de examinar esta idea necesitamos desarrollar un sistema matemadtico cuyos ele-
mentos sean arreglos ordenados de nimeros. Un arreglo ordenado rectangular como (2) se
llama matriz.

Definicion 14.1.1 Matriz

Una matriz A es un arreglo ordenado rectangular de niimeros:

ay  dap Ay
dy  dyp

A=| . . (3)
a a a

M Terminologia Si hay m filas y n columnas, decimos que el orden de la matriz es m X n,
y nos referimos a ella como “matriz de m por n”” o, simplemente, como matriz rectangular.
La que vemos en (3) es una matriz de m X n. Una matriz n X n se llama matriz cuadrada
y se dice que es de orden 7. La entrada, o elemento en la i-ésima fila y en la j-ésima columna
de una matriz A de m X n se representa con el simbolo a;;. Asf, la entrada, por ejemplo, en la
tercera fila y la cuarta columna de una matriz A es as,.
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EJEMPLO 1 JOIGENR

a) El orden de las matrices

(eI

1 2 3
A= y B =
{4 5 6}

[SIE

es, respectivamente, 2 X 3y 3 X 1.
b) Lamatrizde 2 X 2

también se conoce como matriz cuadrada de segundo orden. =

Una matriz de 1 X n consta de una fila y n columnas y se llama matriz fila o vector fila.
Por otra parte, una matriz de m X 1 tiene m filas y una columna; como es natural, se denomina
matriz columna o vector columna. La matriz B de 3 X 1 del inciso a) del ejemplo 1 es una
matriz columna.

B Notacion matricial Para ahorrar tiempo y espacio al escribir es conveniente usar una
notacién especial para una matriz general. Una matriz A de m X n suele escribirse abrevia-
damente como A = (@), x n-

(H]\Y Mo Determine la matriz

Determine la matriz A = (a;)3 x 2 i a;; = i + jparacadaiy cadaj.

Solucién Para obtener la entrada de la primera fila y la primera columna seai = 1y
j=1l;estoesa; =1+ 1 = 2. Elresto de las entradas se obtienen de manera similar:

1+1 1+2] [2 3
A=|2+1 2+2[=3 4] =
341 3+2) |4 5

Se dice que las entradas ay;, d,, as3... en una matriz cuadrada estdn sobre su diagonal
principal. Por ejemplo, las entradas de la diagonal principal de las matrices cuadradas

2 4 6
A 5 6 0 B [16 _5}
= y =
8 3
—2 7 9

se muestran aqui resaltadas en rojo.

M Igualdad Dos matrices son iguales si tienen el mismo orden y si sus correspondientes
entradas son iguales.

Definicion 14.1.2 Igualdad

SiA = (ajp)yxnyY B = (bj))nx , entonces A = B siy s6lo si a; = b; para toda i y toda j.

14.1 Introduccion a las matrices
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[A]3|JMe)kY Igualdad de dos matrices

De la definicién 14.1.2, tenemos la igualdad
[1 : 2 =3 ] 3 [}88 05 V4 —3}
0 -7 V2 4+1 0 (-Hm V2 5

{l 2 3]9&[1 2 3}
pero 4 0 1 10 4

puesto que las correspondientes entradas en la segunda fila no son todas iguales.

Asimismo,
1 1 + 1 1 1
1 1 1 1 1)

puesto que las matrices no tienen el mismo orden.

]S\ [JNe¥'Y Ecuacion matriz

Halle los valores de x y y si
[—1 2] B {Zy + 1 2}
X 0 8 0]

Solucién  De la definicién 14.1.2, igualamos las entradas correspondientes. Se deduce
que

—1=2y+1 y X =8.

Resolviendo estas ecuaciones obtenemos y = —1 y x = 2.

Definicion 14.1.3 Transpuesta de una matriz

La transpuesta de la matriz A de m X n en (3) es la matriz A” de n X m dada por

ap dyp C Gy
AT = | 42 G2 70
ay, ayy T Ay

En otras palabras, las filas de la matriz A son las columnas de la matriz transpuesta AT

[R]A[JHeXR Transposicion

32 -1 10
Obtenga la matriz transpuestadea) A = | 6 5 2 9lyb)B=1[5 3]
2 1 4 8

Solucién a) Puesto que A es un matriz de 3 X 4, la transpuesta A” serd una matriz de
4 X 3. En la formacién de la matriz transpuesta escribimos la primera fila como la prime-
ra columna, la segunda fila como la segunda columna y asi sucesivamente. Por tanto,

3.6 2
2 05 1
AT =
-1 2 4
10 9 8
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b) La transpuesta de una matriz fila es una matriz columna:

w3

Como veremos en la seccién 14.4, la transpuesta de una matriz cuadrada es particu-

larmente 1til.

ﬁ Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-36.

En los problemas 1 a 10, establezca el orden de la matriz
dada.

1 2 5
.10 -1 O
13 4 2
2 4 7
10 —6
[ 4 0
3|—-1 2
L 3 6
2 8 6 0
4, 31 7 5
-1 4 0 1
5. [8]
6. [0 5 —T7]
{ ;)
8.
4 -1
9. (aij)5><7
10. (a;j)s x 6

En los problemas 11 a 16, suponga que la matriz
A = (a;)3 x 4 se define como

—1 2 7 10

A=| 0 -3 3 -9
: 5 11 27
Encuentre el nimero indicado.
M. a3
12. as,
13. ay
14. as;

14.1 Introduccion a las matrices

15. 261“ + 5(131

16. ajzy — 4(133

En los problemas 17 a 22, determine la matriz (a;), x 3 que
satisfaga la condicion dada.

17. a;;=i—]j
18. a; =1
19. a; = ij”
20. a;; =2i +3j
2. a; = ﬂ

J
2. a;=1i

ij

En los problemas 23 a 26, determine si las matrices dadas son

o no iguales.

RN

| 2 V2 2 14
24. [0 O[O0 O 0]
” '(7) |4 — 5| oHl—l 1 g]
12 —4 6] 35 -4 %
5[} 3o 3)

En los problemas 27 a 32, despeje las variables.

SR

lx -y 3 3 4 3
w [ 2}:{6 2}
x—y 3 4 3

Tw+1 10+ x 2 2x + 1
29, =

3y —2 x—4 B y—35 4z
(1 x

w|l =P
Ly =& y =X

[0 4]_{0 4}
3. Xy 4 9
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=9 x 10 X
32. =
1 0 1 y2 -1

En los problemas 33 a 38, obtenga la transpuesta de la matriz
dada.

%, [2 11]
5 3

3 [-1 6 7]

35, 2 10}
5 6 9
(1 3 4
3.0 2
1 0 3
[0 4 -2
3.0 1 3
10 4 -5

1 4 8 2
38 0 7 3 6
-2 -1 2 1

En los problemas 39 y 40, compruebe que la matriz dada es
simétrica. Se dice que una matriz A de n X n es simétrica si
AT = A

S

5 -3

2 5 2
0. A=|5 1 0

2 0 -1

= Para la discusion

41. Dé€ un ejemplo de una matriz de 4 X 4 que sea simétrica
(véase el problema 39).

42. Suponga que A” es la transpuesta de la matriz A. Explique:
Jqué es (ANHT?

I 14.2 Algebra de matrices

M Introduccion En dlgebra comidn, damos por sentado el hecho de que cualquier par de
nuimeros reales pueden sumarse, restarse y multiplicarse. En dlgebra de matrices, sin embargo,
dos matrices pueden sumarse, restarse y multiplicarse sélo en ciertas condiciones.

M Adicion de matrices Solamente las matrices que tienen el mismo orden pueden sumarse.
Si Ay B son ambas matrices de m X n, su suma A + B es la matriz de m X n formada al
sumar las correspondientes entradas en cada matriz. En otras palabras, la entrada de la primera
fila y la primera columna de A se suma a la entrada de la primera fila y la primera columna
de B, y asi sucesivamente. Usando simbolos, tenemos la definicién siguiente.

Definicion 14.2.1

Suma de dos matrices

SiA = (aj)yxn Y B =(Dj))y x n» €ntonces su suma es

A+B= (aij + bij)an' (1)

Si las matrices A y B son de diferente orden no pueden sumarse.

]S [kl Suma de dos matrices

a) Como las dos matrices

|

2 0} [ 301 3}
y B =
3 —4 -5 0 6
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son del mismo orden (de 2 X 3), podemos sumarlas para obtener una tercera matriz del
mismo orden:

1+3  2+1 0+3]_{4 3 3}

A+B=
L+(—$ 340 —4+6 2 3 2

b) Como las dos matrices

1 2 0 -3 7
A= y B =
{1 2 1} { 9 1}

son de diferente orden (respectivamente, 2 X 3y 2 X 2), no podemos sumarlas. =

Se deduce directamente de las propiedades de los nimeros reales y de la definicion 14.2.1
que la operacién de adicion en el conjunto de matrices de m X n satisface las siguientes dos
propiedades conocidas:

Ley conmutativa: A + B =B + A,
Ley asociativa: A+ (B+ C)=(A+ B) + C.

M Identidad aditiva Se dice que una matriz cuyas entradas son ceros en su totalidad es una
matriz cero y se simboliza con O. Si A y O son ambas matrices de m X n, entonces tenemos
que A + O = O + A = A para cada matriz A de m X n. Decimos que la matriz cero O de
m X n es la identidad aditiva del conjunto de matrices de m X n. Por ejemplo, para el con-
junto de matrices de 3 X 2, la matriz cero es

0 0

o=]10 0

0 0]
an A 0 0 0 0 -all ayp apn A
y ay an|+10 0|=10 0|+ |ay apn|=|ay apn/|.
aszy Az 0 0 0 0 Ld31  d3 aszy  ds

M Producto escalar En el estudio de matrices, los niimeros reales se llaman escalares. Si
k es un niimero real, el producto escalar de una matriz A y un niimero real k es la matriz kA
con cada entrada igual al producto del nimero real k y la entrada correspondiente en la matriz
dada.

Definicion 14.2.2 Producto escalar

Si A = (a;))y x n Y k es cualquier nimero real, entonces el producto escalar de A 'y k es

kA = (kaij)m X n (2)

=N]\Y [Nl Producto escalar

Parak=3y A = B ﬂ se deduce de la definicion 14.2.2 que

h 3[1 2] _ {3(1) 3(2)} _ [3 6}‘
3 4 33)  3(4) 9 12

14.2 Algebra de matrices
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[ A]3[JXe)Y Suma de dos productos escalares

Considere las matri dzst—[ bo 2} B—r 2 _]]E t
onsidere las matrices de = _3 4 5 y = 4 0 3 . BEncuentre
a)(— DA +2Byb) (— DA + A.

Solucién @) Aplicando la definicién 14.2.2, tenemos los productos escalares

-1 0 —2}
8 0 6]

14 4 —2}
3 -4 =5

(—1)A=[ y ZB={

Usando los resultados anteriores, tenemos de la definicion 14.2.1

(_1)A+2B:{—1+14 0+ 4 —2+(—2)]:{13 4 —4]

3+ 8 —4+0  -5+6 1n -4 1f
-1 0 -2 1 0 2

b) (—DA+A= -
3 -4 -5 [-3 4 5

_[—1+1 0+0 —2+2}_{0 0 0}
3+(-3) —-4+4 -5+5 0 0 0

Las propiedades siguientes del producto escalar se establecen facilmente con base en las
definiciones 14.2.1 y 14.2.2. Si k; y k, son nimeros reales, entonces

kl(A + B) = klA + le,
(kl + kz)A = klA + sz,
ki(koA) = (kikp)A.

M Inverso aditivo Como se muestra en el ejemplo 3, el inverso aditivo —A de la matriz A
se define como el producto escalar (—1)A. Por ende, si O es la matriz cero de m X n,

A+(-A)=0=(-A)+A

para cualquier matriz A de m X n. Usamos el inverso aditivo para definir la resta, o diferen-
cia A — B de dos matrices A y B de m X n, como sigue:

A—B=A+(—B).
De A+ (_B) = (atj + (_by))m Xn = (alj - bij)m X n

vemos que la diferencia se obtiene restando las entradas de B de las entradas correspondien-
tes de A.

]S [JNe¥'Y Diferencia

Las dos matrices fila

A=1[1 2 3] y B=[—-2 7 4]
son del mismo orden (1 X 3)y, por tanto, su diferencia es

A—-—B=1[1 2 3]—[-2 7 4]
=[1—-(-2) 2—-7 3—-4]=[3 -5 -—1].
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[A]F\V[NeXY Diferencia

Si
4 5 =2 5 1 3
A=110 6 8 y B=|—-1 2 6|,
9 -7 -1 4 9 =8

encuentre A — By B — A.

Solucién
[ 4-5 5-1 —2-3 ] [-1 4 =5
A—B=|10- (-1 6-2 8-6 =1 11 4 2
L 9—4 -7-9 —-1—-(8] L 5 -16 7]
5-4 1-5 3—(-2)] [ 1 -4 1
B—A=|-1-10 2-6 6—8 =|-11 —-4 =21 =
4-9 9—-(=7) -8—(-1J] L -5 16 -7

En el ejemplo 5 se ilustraque B— A = —(A — B).

B Multiplicacion de dos matrices Para hallar el producto AB de dos matrices A y B,
necesitamos que el nimero de columnas de A sea igual al nimero de filas en B. Suponga que
A = (@) x nes unamatrizde m X ny B = (by), x , €s una matriz de n X p. Como se ilustra
a continuacion, para encontrar la entrada c;; en el producto C = AB, hacemos parejas con
los nimeros de la fila i-ésima de A con los de la columna j-ésima de B. Luego multiplica-
mos los pares y sumamos los productos, como sigue:

cij = anby; + apby + - + a,b,;, (3)
esto es,
— — columna j-ésima columna j-ésima
ay ap i
dyp Ay "7 Ay, by, by - blj to blp
: : : b b s by b
21 22 2 2 e
. . . . - P = 1| ¢ |. filai-ésima
fila i-ésima (| @y ap Ay : : 5 :
by b, - bnj e bnp
Ay (%) e Ay

Decimos que (3) es el producto de la fila i-ésima y la fila j-ésima de B. Se deduce de (3)
que el producto AB tiene m filas y p columnas. Dicho con otras palabras, el orden del producto
C = AB se determina por el nimero de filas de A y el nimero de columnas de B:

debe ser igual

Am><an><p
N

orden del producto

=C

mXp-

Por ejemplo, el producto de una matriz de 2 X 3 y una matriz de 3 X 3 es una matriz de
2 X 3:

2a. columna 2a. columna
) 6 7 8
la. fila Q77172 9o 10 11|= Cii  Cpp €3] lafila
3 4 5 Cry Cr Cr3 ’

12 13 14

14.2 Algebra de matrices
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En otras palabras, el nimero de
columnas de A es igual al nimero
de filas de B.

606

La entrada, digamos, ¢, es el producto de la primera fila de A y la segunda columna de B:

Cip = aybyy + apby, + apby
=0-7+1-10+ 2-13 = 36.

Resumimos el analisis anterior con una definicidén formal.

Definicion 14.2.3 Producto de dos matrices

SiA = (@ xny B = (by x p» entonces el producto AB es la matriz C de m X p =
(¢i))m x p» donde c;; es el producto de la i-€sima fila de A y la j-€sima fila de B definida por

cij = a,-lblj + Clizsz + o+ ainbnj' (4)

Aunque a primera vista la definicién del producto de dos matrices puede no parecer
natural, tiene muchas aplicaciones. Por ejemplo, en la seccion 14.6 se presenta una técnica
nueva para resolver algunos sistemas de ecuaciones.

(] [NeX:} Producto

1 -2
SiA=[6 —-5]yB= L 6}’ entonces, por inspeccién, vemos que A y B son

ajustables a la multiplicacion en el orden AB porque el ordende Aes 1 X 2y el de Bes
2 X 2. Se deduce de la definicién 14.2.3 que

I -2
AB = [6 —5]{% 6}

=[6:1+ (=53 6'(—2)+ (—5) 6]
=[-9 -—42].

Es posible que el producto AB exista aunque el producto BA pueda no estar definido. En
el ejemplo 6, debido a que el nimero de columnas de B (2) no es igual al nimero de filas de
A (1), el producto BA no esté definido.

H]3\Y[JXelyA Producto

-1 7 8
2 1 5
SiA= [3 0 4} y B= 4 6 0], encuentre el producto AB.
5 7 3

Solucion Usando la definicién 14.2.3, tenemos

S ERE
3 0 4 5 7 3

12-(=-nH+1-4+55 2:7+41-6+5-7 2:8+1-0+5-3
_[3-(—1)+0-4+4-5 3:7+0-6+4-7 3:-8+0:0+4-3
27 55 31

[17 49 36}
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[A]3|{XeXk:q Comparacion de AB con BA

1 2
SiA = B
' {3 Jy

Solucion  Puesto que A y B son de 2 X 2, podemos formar los productos AB y BA:
1 2”—2 O}_{l-(—2)+2~(—1) 1-0+2-3]_{—4 6]
3 4][—-1 3 3-(=2)+4-(—1) 3-0+4-3 —-10 127

BA_{—z OHI 2}_[—2-1+0-3 —2-2+0-4}_{—2 —4}
S l-1 33 4] |-1-143-3 —-1-24+3-4] | 8 10/

-2 0
= {_1 3}, encuentre los productos AB y BA.

a =

Notese que en el ejemplo 8, aunque los productos BA y AB estdn ambos definidos, tene-
mos AB # BA. En otras palabras, la multiplicacién de matrices no es, en general, conmutativa.
Sin embargo, la multiplicacién de las matrices tiene las propiedades siguientes:

Ley asociativa: A(BC) = (AB)C,
A(B + C) = AB + AC,

Leyes distributivas:
(A+ B)C=AC + BC,

con la condicién de que estos productos y sumas estén definidos (véanse problemas 23 al 26
en los ejercicios 14.2).

B Matriz identidad El conjunto de todas las matrices cuadradas de un orden dado n tiene
una identidad multiplicativa, esto es, hay una matriz tnica /,, de n X n tal que

AL, =T A = A,

para cualquier matriz A de n X n. Decimos que /, es la matriz identidad de orden n o,
simplemente, la matriz identidad. Se puede demostrar que cada entrada en la diagonal
principal de I, es 1 y todas las otras entradas son 0:

1 0 0 --- 0
o 1 0 --- 0
I,=10 0 1 --- Of
0 0 O 1
Por ejemplo
1 0 O
1 0
Iz={ ] e L=10 1 0
0 1
0 0 1

son matrices identidad de segundo y tercer 6rdenes, respectivamente.

|dentidad del conjunto de matrices de 2 X 2

Compruebe que I, = [1 O} es la identidad multiplicativa para el conjunto de matrices
de2 X 2. 01

., a a
Solucion Sea A = { mne

} una matriz de 2 X 2. Entonces
ay;  dp

AL = {a“ alz}{l O} _ [an ‘1+ap-0 a;-0+ap- 1} _ {an 6112} _a

Ay [25%) 0 1 ar * 1+ (257 0 ar 0+ ar * 1 (253 ar

LA = {1 OH“U 412} _ {1 cay +0ay l-ap+ 0'“22} _ {all a12:| —A _
2 0 1 ar [25%) 0'(11] + 1‘a2| 0'a|2 + 1'022 ar [25%) ’ -

14.2 Algebra de matrices
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Notas del aula

© © 0 0 0 0000000000000 0000 0000000000000 0000000000000 00000000 00 o

Una matriz de 1 X n, o matriz fila, y una matriz de m X 1, o matriz columna,

(byy by, - byl y E

también se llaman vector fila y vector columna, respectivamente. Por ejemplo,
[ 2, [9 1 5, [-2 3 4 -3

son vectores fila, y

0
2
1 0
[3}7 _7 b 1
10
0

son vectores columna.
Suponga que A es un vector fila de 1 X ny B es un vector columna de n X 1, es
decir, A tiene un nimero de columnas igual al nimero de filas de la matriz fila B; enton-
Véase la seccion 12.5 P ces el producto AB es una matriz de 1 X 1 o escalar. También decimos que AB es el

producto interno de las dos matrices. Por ejemplo,siA = [4 8]y B = , su producto

-5
interno es

AB = [4 8][_?} =42+ 8- (=5) = -32.

Esto es lo que sucede en (4): si A es una matriz de m X n'y B es una matriz de n X p,
entonces la matriz AB de m X p se forma obteniendo el producto interno de cada vector
fila de A con todos los vectores columna de B.

ﬁ Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-36.

|

En los problemas 1 a 10, encuentre A + B,A — B, 4A 1 6
y 3A — 2B. 5. A= {0}’3 - [2}
LA 1 -2 3]’32{—7 6 1} G'A:{l -6 3 7]32{4 6 9 1}
0 4 7 0 2 3 2 0 4 1) 5 0 7 2
s A |! 0}32 [—3 6} . A=[10 3],B=[4 —5]
;4 2 8.7 8. A=[5],B=[2]
3A:4—1}B:[—1 2}
» gl 0 1 g :{0 0} :[1 2}
"1 o ) 0 0 3 4
4. A=| 3 4],3: 30 10.A={5 6]32{—5 —6}
-2 1 7 5 -7 =8/ 7 8
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En los problemas 11 a 20, halle AB y BA, si es posible.

moa-|" 0},3:[ 3 1}
2 4 -2 5
(-3 6} {5 o}
12. A= ,B =
L2 1 6 2
_ 2
4 0 1 3
13. A = 5 3 5,B= 1 4
- 0 6
5 1 4 0
4. A=| 6 2[,B=1|1 3
| -3 1 2 -2
(1 0 2 0 0 8
5. A=(0 3 1[,B=|1 0 3
15 0 0 2 1 0
5 1 4 8 2 —1
6. A=| 3 0 6[,B=|1 6 0
-1 2 1 4 1 3
1
17. A =1 2—3],B=H
0
2 2 4 1 3
18. A = ,B =, s
0 10 -1 3

19. A= [_1},3 =[-3 4]

2. A=[4 0 2],B=|6
5

En los problemas 21 y 22, obtenga A? = AA para la matriz A
dada.

21.A:[ : ‘3}

-5 4
1 -1 2
2 A=|-1 3 0
32 2

En los problemas 23 a 26, obtenga la matriz dada si

el et

23. A(BC)
24. C(BA)
25. A(B + O)
26. B(C — A)

En los problemas 27 y 28, escriba la suma dada como una
matriz de una sola columna.

i T [ R A

1 -3 4 3 -1 2
28. |2 5 -1 2|+ 1| - 8
0 —4 —-2][—-1 4 -6

En los problemas 29 a 32, dé€ el orden de la matriz A para que
los productos siguientes queden definidos.

1 2
2. |3 4|A
5 6
1 2
3. A|3 4
5 6
- 1 2
1 2
31.34A34
) 5 6
1 4
32. |2 |A|S5
13 6

En los problemas 33 y 34, obtenga c»3 y ¢y, para la matriz
C =2A —3B.

33A_{2 3—1}3_4—2 6}
" l-1 6 o 1 3 -3

1 -1 1 2 0 5
4. A=(2 2 1|,B={0 4 0
0 —4 1 30 7
35. Pruebe que el polinomio con dos variables ax® + bxy + cy
es igual al producto de matrices

=l )
Xy %b clly .

. ay  dap||(X| _ by| | .
36. Escriba = sin matrices.
ay;  dplX b,

2

En los problemas 37 y 38, obtenga una matriz X de 2 X 2 que
satisfaga la ecuacion dada.

5 =5

37. X+ 3
{2 4

} = 101,%,

3 -1
38 X+ 2Ly, = s

2 4
En los problemas 39 a 42, suponga que A = [_3 2} y
4 10 .
B = s 5| Compruebe la propiedad dada de la trans-

puesta calculando los miembros izquierdo y derecho de la
igualdad dada.

39. A+BT=AT+ BT
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40.
4.
42,

A-B'=A"-B"
(AB)T = BTAT
64)T = 6AT

= Aplicaciones diversas

43.

44.

R,

45,

610

Propagacion de una enfermedad Dos personas, X y Y,
tienen hepatitis infecciosa. Existe la posibilidad de que
entren en contacto con cuatro personas: Py, P,, P3y P4y,
por tanto, de que les contagien la enfermedad. Sea una
matriz de 2 X 4 como sigue:

P, P, Py P,
X|{r o 1 1
A= .
yio 1 0 1

Si la persona X (o Y) entra en contacto con cualquiera de
las cuatro personas, se escribe un 1 en la fila rotulada X (o
Y) en la columna correspondiente. Si X (o Y) no tiene con-
tacto con una persona especifica, se escribe 0. Defina los
contactos entre Py, P,, P; y P, con otras cuatro personas
Ps, Pg, P; y Pg mediante

P, P, P; Py

PrTo 10 0
B P10 0 1
Psl1 1 0 1
Pilo 1 1 1

Calcule el producto AB e interprete las entradas.

Ingresos Los ingresos, en miles de ddlares, de tres sema-
nas consecutivas en cinco tiendas de una cadena de super-
mercados estdn representados por las entradas en las
siguientes matrices Ry, R, y Rj:

=[100 150 210 125 190], R, =2R,yR;=R,.
En el mismo periodo, los costos se pueden representar
por

C,=140 60 80 50 70], C,=15C,yC;=C,.

Calcule la matriz 4R, — 3.5C e interprete las entradas.

Comercio minorista Un almacén de ventas al por menor
compra a almacenes de venta al por mayor dos marcas de
equipos estereofénicos que constan de amplificadores,
sintonizadores y micr6fonos. Por lo limitado de las canti-
dades, el almacén debe comprar estos aparatos a tres
comerciantes mayoristas. La matriz A da el precio al por
mayor de cada pieza del equipo en ddlares. La matriz B
representa el nimero de unidades de cada pieza de equipo
comprado (por ejemplo, by; = 1 significa que un amplifi-
cador, un sintonizador y un juego de micr6fonos de marca
1 se le compran al mayorista ).

46.

41.

48.

Precio de  Precio de
lamarca 1 la marca 1
Amplificadores 200 100
A = Sintonizadores | 200 150
Bocinas | 400 300
Mayorista Mayorista Mayorista
1 2 3
__ Unidades de marca 1 1 2 3
- Unidades de marca2 | 2 4 2

Impuesto estatal
sobre ventas

Impuesto municipal
sobre ventas

0.06 0.01
C=10.06 0.01
0.06 0.01

Halle la matriz P = (AB)C, e interprete el significado de
las entradas.

Informe de investigacion Una estacion televisiva realiza
una comparacién semanal de los costos de cinco productos
alimenticios basicos en tres supermercados. En una semana
determinada, la siguiente matriz da el precio por kilogramo
de cada producto:

Tienda 1 Tienda2 Tienda3

Verduras |1 0,39 0.41 0.38
Came [ 1.50 1.29 1.35
pan | 0.72 0.68 0.70 |.
Queso | 1.00 092  0.98
Frua | 0.50  0.58  0.52

El nimero de kilogramos de cada producto estd dado por
la matriz

2 3 1 2 4]

Mediante la multiplicacién de matrices correspondiente,
compare los costos totales en las tres tiendas.

Inventario Una compaiiia tiene cinco almacenes de llan-
tas. El inventario de las llantas en el almacén S se da por

Marca X Marca Y Marca Z

Llantas trenzadas | 100 50 40
Radiales | 80 20 50

De acero trenzado | 200 60 20
Llantas regulares 100 100 100

Los almacenes S, y S5 tienen cada uno tres veces el nimero
de llantas que S; el almacén S, tiene la mitad de las llan-
tas que tiene el almacén S| y el almacén S5 tiene el doble
del nimero de llantas que tiene S;. Encuentre la matriz
que muestra el inventario total de llantas que tiene la com-
pafia.

Distanciarecorrida Las velocidades de los automéviles
X, Yy Z, en kilémetros por hora, estdn dadas por la matriz
de3 X1
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50 = Para la discusion
A= 80].
120 AyBdenXn

El nimero de horas que viaja cada automévil estd dado
por lamatrizde 1 X 3 B =[3 4 6]. Calcule los pro-

ductos AB 'y BA e interprete las entradas de cada una.

51.
Desercion de estudiantes universitarios Una universi-

dad tiene 3 000 alumnos inscritos al principio de cierto
afio académico. La matriz siguiente presenta el desglose
por clase de estudiantes:

49

Explique.
52,

Afio Primero Segundo Tercero Cuarto

Nimero de alumnos [ 1100 800 600 500] .

cuales AZ = O.

53.
Se proyecta que el porcentaje de desercion por clase, en

un afio cualquiera, estd dado por

54,
0.20

0.15
0.05

0.03 2

3

Es decir, se espera que 20% de los estudiantes de la clase 1
de primer afio abandonen la escuela antes de concluir el
afio, y asf sucesivamente. Usando la multiplicacién de
matrices, determine el nimero total proyectado de deser-
ciones en un aflo determinado.

W N =

14.3 Determinantes

M Introduccion Para cada matriz cuadrada A, podemos asociar un nimero llamado deter-
minante de A. Por ejemplo, los determinantes de las matricesde 2 X 2y 3 X 3

ay  dyip dp
ap  dyp (1)
b b y dyy Ay Ay
21 2
a3 dz A3
se escriben
ay  dpp dg
apy  dp .
b b y Ay dyp  dx3|; (2)
21 2
azy  dzp  ds3

en otras palabras, los corchetes se sustituyen por barras verticales. Se dice que un determinante
de una matriz de n X n es un determinante de orden n o un determinante de n-ésimo
orden. Los determinantes de (2) son, a su vez, determinantes de 6rdenes 2 y 3. En un andli-
sis, el determinante de una matriz cuadrada A se representa con los simbolos det A o IAl.
Usaremos el primer simbolo exclusivamente. Por consiguiente, si

:

Examinaremos dos aplicaciones de los determinantes en las secciones 14.4 y 14.7.

A

1

9 4
—6}’ entonces det A = ’ —6

5

14.3 Determinantes

N o= s

<

50. Demuestre por ejemplo que, en general, para las matrices

(A — B)A + B)#A*> — B~

[Pista: use matrices de 2 X 2y A> = AAy B> = BB).
Sea A 'y B con matrices 2 X 2. ;Es verdad que, en general

(A + B)? = A+ 2AB + B*??
Obtenga dos matrices A de 2 X 2, donde A # O, para las

2 1
Supongaque A = L 3} . Obtenga una matriz Bde 2 X 2
tal que AB = BA = I,.

Si a, by c son nimeros reales y ¢ # 0, entonces ac = bc
implica que a = b. En matrices, AC = BC no implica que
A = B. Compruebe esto para las matrices

5 1 6
= 9 2 =3
-1 3 7
0 0
3 40
0 0

Aunque un determinante es un
nimero, suele resultar practico
imaginarlo como un arreglo cua-
drado. Asf, por ejemplo, podemos
referirnos a los determinantes de
segundo y tercer orden como
determinantes de 2 X 2y de

3 X 3, respectivamente.
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B Determinante de una matriz de 2 X 2 Como hemos expuesto, un determinante es un
nimero. Comenzamos con la definicién del determinante de orden 2, es decir, el determinante
de una matriz de 2 X 2.

Definicion 14.3.1 Determinante de una matriz de 2 X 2

Si

entonces, el det A es el nimero

detA = S apay — appdy. (3)
ay Ay
(][}l Determinante de orden 2
Evalie el determinante de la matriz
2 3
A=
4 =5

Solucion  Por (3),

3

detA = ’
4 -5

‘ =2(-5) - 3(4) = —22.

Como ayuda para memorizar la férmula de (3), recuerde que el determinante es la dife-
rencia de los productos de los elementos en las diagonales:
restar
multiplicar multiplicar productos

ap  dypp

Ay xazz

= daypdy T dpds.

Los determinantes de las matrices de 2 X 2 cumplen una funcién fundamental en la
evaluacion de los determinantes de las matrices de n X n, donde n > 2. En general, el deter-
minante de una matriz de n X n puede expresarse en términos de los determinantes de las
matrices de (n — 1) X (n — 1), es decir, determinantes del orden n — 1. Asi, por ejemplo, el
determinante de una matriz de 3 X 3 puede expresarse en términos de los determinantes de
orden 2. Como preparativo para estudiar un método de evaluacion del determinante de una
matriz de n X n, con n > 2, es necesario introducir el concepto de determinante cofactor.

B Menory cofactor Si a;; representa la entrada en la i-ésima fila y la j-ésima columna de
una matriz cuadrada A, el menor M;; de a;; se define como el determinante de la matriz obte-
nida al suprimir la fila i-ésima y la columna j-ésima de A. Asi, para la matriz

1
A=12
1

N A W

3
51, (4)
3

tenemos que los menores de a;; = 1, ajp = 5, ap = 4y az; = 2 son, a su vez, los determi-
nantes
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se suprime la primera columna

se suprime la primera fila —

M, =

se suprime la primera fila —

M, = |2
1
1

se suprime la segunda fila — M22 =
1
1
My, = |2

se suprime la tercera fila —

<«
W W

se suprime la segunda columna

_‘4 5’_43—52_2
=[5 3= s =2,
2 5‘
5| = =23)—5(1) =1,
1 3
3
3 1
= 3’=1(3)—3(1)=0,
5_1 3‘_15—32——1
=1, 13- =-1

El cofactor A;; de la entrada a;; se define como el menor M;; multiplicado por (— 1)!*/, esto

es,

A= (="M, (5)

Asi, para la matriz A en (4) los cofactores relacionados con los determinantes del menor

anterior son

Ay =DMy, =2,

Ap =DM, = 1,

Ay = (=1 My, = 0,

Ap =DMy = —(-1) =1,

y asf sucesivamente. Para una matriz de 3 X 3, el coeficiente (—1)"*/ del menor M;; sigue el

patrén

Este patron de signos de “tablero de damas” se extiende también a matrices de orden mayor

que 3.

A]3)Y [Je Y Cofactores

Para la matriz

-1

1 0
-3 7
6 —5

obtenga el cofactor de la entrada dada: @) 0, b) 7,¢) —1.

Solucion @) El nimero O es la entrada de la primera fila (i = 1) y la tercera columna
(j = 3). Por (5), el cofactor de O es el determinante

5
A= (=DM = (1)‘_1

-3

=30 -3 =27
d

14.3 Determinantes

<

‘ S .
(—1)"7es 1sii+jesunnimero

paryes —1sii+ jesun
ndmero impar.
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b) El nimero 7 es la entrada de la segunda fila (i = 2) y la tercera columna (j = 3). Asf,
el cofactor es

2+3 -2 1
Ay = ()T My = (=D _ | 1= (D [F12 - (=Dl =1L

¢) Por tdltimo, como —1 es la entrada de la tercera fila (i = 3) y la primera columna
(j = 1), su cofactor es

Ay = (=13 M =(1)‘ ! 0‘=7—0=
31 31 -3 7

Ahora podemos proceder a evaluar el determinante de toda matriz cuadrada.

Teorema 14.3.1 Teorema de desarrollo

El determinante det A de una matriz A de n X n puede evaluarse multiplicando cada entrada
en cualquier fila (o columna) por su cofactor y sumando los productos resultantes.

Cuando aplicamos el teorema 14.3.1 para obtener el valor del determinante de una matriz
cuadrada A, decimos que hemos expandido o desarrollado el determinante de A por una
fila o por una columna dadas. Por ejemplo, el desarrollo del determinante de la matriz de
3 X 3 en (1) por la primera fila es:

detA = aj A + apAp + apA;,

Ay Ay dy  dx ay  dp
:all(_])1+1 +a12(_1)1+2 "'6113(_1)1+3
Az  ds; daz;  dsz azy  dxn
0
ap  dp dap
_ Ay Ay dyp Ay n ay  dp
Ayy  dyp Ayl = djy — dap ap .
daz dz3 dazp  dsz az  dxn
azy  dszp  dsz
[R]AVIJWeER Desarrollo por la primera fila
Evalte el determinante de la matriz de 3 X 3
6 5 3
A=1|2 4 5.
1 2 -3

Solucién  Usando el desarrollo por la primera fila dada en (6) tenemos

6 5 3
4 5 2 5 2 4
detA =|2 4 51=6 -5 +3
2 -3 1 -3 1 2
1 2 -3

=6-(-22) = 5-(=11) +3:0= —77.
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El teorema 14.3.1 establece que el determinante de una matriz cuadrada A puede expan-
dirse por cualquier fila o cualquier columna. Por ejemplo, el desarrollo del determinante de

la matriz de 3 X 3 en (1), digamos, por la segunda fila, resulta en

det A = a, Ay + anAy + apAs;

a a a a a
_ 2+1 12 13 13242 11 13 _1\2+3 11
= (=17 ay + (=1)"""ay, + (=1)"ay
Az d33 azp  dzz as
ap  dap ap  ap apn  dp
= —ay + ap —ap .
daz 4z azp  dsz azy  dxn

[A] 3\ [JXeX'Y Reconsideracion del ejemplo 3

El desarrollo del determinante del ejemplo 3 por la tercera columna es

6 5 3
detA =12 4 5 =3<—1)‘*32 ! +5(—1)2”6 5‘+(—3><—1)“36
1 2 1 2 2
1 2 -3
—3’2 4‘+5(—1)’6 5‘+(—3)‘6 5’
1 2 1 2 2 4

=3:0+5-(=1)-7+ (-3)-14=—77.

En el desarrollo de un determinante, como las entradas de una fila (o columna) se mul-
tiplican por los cofactores de esa fila (o columna), es 16gico que si un determinante tiene una
fila (o columna) con varias entradas 0, desarrollemos el determinante por esa fila (o

columna).

][N X:Y Determinante de orden 4

Evalde el determinante de la matriz de 4 X 4

1 0 0 3

0 -1 0 4
A=

2 3 0 0

1 5 =2 6

Solucién Puesto que la tercera columna tiene sélo una entrada diferente de cero, desa-

rrollamos det A por la tercera columna:

detA = apAj; + apAy + a3As; + a3 As
(A3 + (0)Ax3 + (0)A33 + (—2)As3

= (=2Ag
donde el cofactor Ay es
1 0 3 1 0 3
A= (—D*30 —1 4| =(—-D|0 -1 4|
2 3 0 2 3 0

Usando (6), desarrollamos el dltimo determinante por la primera fila:

to= (] gl =of 53 )
30 2 0 2 3
= (-1)(=12+0+2-3)
= (—1)(—6) = 6.
Asi, detA = (=2)Ay; = (—2)(6) = —12.

14.3 Determinantes
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M Propiedades Los determinantes tienen muchas propiedades especiales, algunas de las
cuales se presentan en el teorema que sigue.

Teorema 1432  Propiedades de los determinantes

Sea A una matriz cuadrada.

i) Si toda entrada en una fila (o columna) de A es cero, entonces det A = 0.
i) Siuna matriz B se forma intercambiando dos filas (o dos columnas) de A, entonces
det B = —detA.
iii) Si una matriz B se forma multiplicando cada entrada en una fila (o columna) de A
por un nimero real k, entonces det B = k det A.
iv) Si dos filas (o columnas) de A son iguales, entonces det A = 0.
v) Si una matriz B se forma sustituyendo cualquier fila (o columna) de A por la suma
de esa fila (o columna) y k veces cualquier otra fila (o columna) de la misma A,
entonces B = det A.

Es facil demostrar el inciso i) del teorema 14.3.2 a partir del teorema 14.3.1: desarrolla-
mos det A por la fila (o columna) que contiene todas las entradas cero. Como ejercicio, se le
pedird comprobar los incisos ii) a v) del teorema 14.3.2 para matrices de segundo orden
(véanse los problemas 31 a 34 de los ejercicios 14.3).

Aplicacion del teorema 14.3.2

Sin desarrollar se deduce inmediatamente del teorema 14.3.27) que

1 -2 3
fila de ceros — | 0 0 0f=0.
4 -8 6

Aplicacion del teorema 14.3.2

Se deduce del teorema 14.3.2ii) que

intercambiando estas dos columnas

) !
1 0 2 0 1
3 7 8|=-[8 7 3
4 -1 4 -1 4

1

se obtiene un signo menos

intercambiando la primera y la tercera columnas.

Aplicacion del teorema 14.3.2

Factorizando 2 de cada entrada de la primera fila, se desprende del teorema 14.3.2iii)
que

2 es un factor comun de la primera fila

4 8 2 2:2 2-4 2-1 2 4 1
0 3 4|= 0 3 41 =2 0 3 4] =
-1 7 8 -1 7 8 -1 7 8
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Aplicacion del teorema 14.3.2

Puesto que la primera y la segunda columnas son iguales, se deduce del teorema 14.3.2iv)
que

las columnas son iguales

2 2 3
4 -4 6| =0. =
7 7 =5

Como se muestra en el ejemplo que sigue, usando el teorema 14.3.2v) se puede simpli-
ficar la evaluacion de un determinante.

Aplicacion del teorema 14.3.2

Evalde el determinante de la matriz de 3 X 3

1 5
A=|-2 3 0/ (7)
3 -5 2

Solucion  Usamos el teorema 14.3.2v) para obtener una matriz con el mismo determinan-
te que tiene una fila (o columna) con sélo una entrada diferente de cero. Para evitar frac-
ciones, es mejor usar una fila (o columna) que contenga el elemento 1 o —1, si es posible.
Asi, usaremos la primera fila para introducir ceros en la primera columna como sigue:
multiplicamos la primera fila por 2, le sumamos el resultado a la segunda y obtenemos

1 2 5
0 7 10].
3 -5 2

Ahora multiplicamos la primera fila por —3 y sumamos el resultado a la tercera fila para
obtener

1 2 5
0 7 10| (8)
0 —11 —13

Desarrollando (8) por la primera columna encontramos que

1 2 5

0 7 10 —(1)‘ ! 10‘—19
—-11 -13 '

0 —-11 -13

Del teorema 14.3.2v) se deduce que el valor del determinante de la matriz dada en (7) tiene

el mismo valor; es decir, det A = 19. =

Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-36.

En los problemas 1 a 4, encuentre el menor y el cofactor de
cada elemento de la matriz dada.

2
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En los problemas 19 a 26, indique por qué la igualdad es ver-

-1 2 —4
8 2 4
0 -3 1
4 0 2 1
3 -6 =5 0
2 1 1 4
o -2 -1 3
—10

4

3
9
-6
3

En los problemas 27 a 30, use el teorema 14.3.2v) para intro-
ducir ceros, como en el ejemplo 10, antes de hallar el deter-

8 0 0 0 a
3 2 1 0 17 0 ¢ 0 O
-3 0 5] “lo 0 b O
r 4 -3 0_ _d 0 0 0_
.| 2 -1 6 fa b ¢ d
-5 4 1] 8|0 ¢ f 8
0O 0 h i
En los problemas 5 a 18, evalte el determinante de la matriz L0 0 0 /|
dada. En el problema 10, suponga que los nimeros a y b no
S0n Cero. dadera sin calcular los determinantes dados.
5 |3 1 -1 2 -4
8 =5 9.0 0 -3  1]|=-
6 (0 —1 8 2 4
18 o0
_ al ool ]
. 4 2} 4 6 -2 =3
"o 3
s A 1 0 0 2
8. s 6 2 0O 1 0 2 — 0
- 121 0 0
9 [a —b} 0O 0 0 1
b a 4 0o -2 1
w |40 n | 0 2 0
11 2 1 -1 4
b a 0o -2 1 3
[—3 4 1 8 2 5 0
1. 2 =6 1 23. 3 0 4| = 30
) 8 —4 - 2 3 - 2
(6 2 17 1 2 3 7 8
1210 3 -4 2. |14 5 6|=|—-4 -5
1 0 2 ] 7 8 9 1 2
e 2o
13. |3 2 3 2. s 4 s a
L0 -1 7]
s 4 0] 4 -5 8
3 6 1 26. |2 6 4, =0
14. 1 )
12 0 3]
(2 0 1 7]
15. 0 3 0 -2 minante dado.
5 1 4 0 Lo 6
14 0 -6 8
21. 2 4 3
[0 1 0 —3 -2 5 2
1 0 O 5 4 3 -2 —4
12 2 0 0 28. 2 0 5
L3 1 -1 3 -5 6 3
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6 —1 0 4
2. 3 3 -2 0
0 1 8 6
2 3 0 4
-5 0 4 2
30, -9 6 -2 18
-2 1 0
0 3 6 8

En los problemas 31 a 34, compruebe la identidad dada desa-
rrollando cada determinante.

- c d| _|a b
“la b d
ka kb‘ a b‘
32. =k
c d c d
a b‘
33. =
a b
a b a b
34. =
ka +c kb+d d

35. Demuestre que

1 a &
1 b | =®B-a)c—a)c—Db).
1 ¢ &

36. Compruebe que la ecuacién matricial de una recta que pasa
por los puntos (x;, ;) y (x,, y,) estd dada por:

x y 1
x y 1| =0.
X oy 1

En los problemas 37 a 40, encuentre los valores de A para los
cuales det (A — Al,) = 0. Estos nimeros se llaman valores
caracteristicos (0 valores propios) de la matriz A.

3. A= ! 2}
13 —4
38. A= 6 3}
|—11 -6
(-1 1 0
39, A= 1 2 1
L 0 3 -1
13 0 0
0. 4= 0 % 0
L0 0 =7
41. Sin desarrollar, explique por qué
1 1 1
a b c =0.
b+c a+c a+b

42. Compruebe que det (AB) = det A - det B para las matrices
de2 X2

Sl I R

En los problemas 43 a 48, obtenga el valor de cada determi-
nado a partir de

44, [25%) [25%) s

45, ap apn ags

2611 1 2a12 2@13
86. |3a,, 3a, 3ax
46131 4(132 4(133

ap ap ap
47. | —2ay;, —2az, —2as
—day —dp —dx
ay —Say ap—S5ay a;3—Saxp
48. a, ay ars
aszy asp asz

En los problemas 49 y 50, despeje x.

X 1 -2

49, 1 -1 1{=7
-1 0 2
by -1

50. 1 11=0
-1 2

= Para la discusion

51. Sin desarrollar el determinante de la matriz
1 1 1
1 1 1
ATla b
bc ac ab
donde a, b y ¢ son constantes diferentes de cero, explique
por qué det A = 0.

52. Sea A una matriz cuadrada y AT su transpuesta. Responda:
chay alguna relacion entre det A y det A7?

14.3 Determinantes 619



620

14.4 Inversa de una matriz

M Introduccion En dlgebra comin, cada ndimero real a diferente de cero tiene un inverso
multiplicativo b tal que

ab = ba =1

donde el nimero 1 es la identidad multiplicativa. El nimero b es el reciproco del nimero a,
es decir, a~' = 1/a. Del mismo modo, una matriz A puede tener un inverso multiplicativo,
pero como veremos en la explicacién que sigue, A debe ser de un cierto tipo de matriz cua-
drada.

M Inverso multiplicativo Si A es una matriz de n X n y existe una matriz B de n X n tal
que

AB=BA =1, (1)

decimos que B es el inverso multiplicativo o, simplemente, el inverso de A. El inverso
multiplicativo de A se escribe B = A~!. A diferencia de lo que ocurre en el sistema de los
numeros reales, nétese que el simbolo A~ no denota el reciproco de A, esto es, A ' noes
1/A. En la teorfa de matrices 1/A no esta definido. Se dice que una matriz cuadrada que tiene
un inverso multiplicativo es no singular o invertible. Cuando una matriz cuadrada A no tiene
inverso, se dice que es singular o no invertible.

[ [JNokM Inverso de una matriz

. 2 -
1 3 —1 2
entonces
{2 5][ 3 —5] {6—5 —10+10} [1 O}
AB = = =
1 3] -1 2 3—-3 -5+ 6 0 1

Y

Puesto que AB = BA = I, concluimos de (1) que la matriz A es no singular y que el inverso

A~ ! de 1a matriz A es la matriz B dada. =

el I 3-8 5

—1 211 3 -2+2 -5+ 6

M Determinacion del inverso A ": método 1 Podemos encontrar el inverso de una matriz
no singular por medio de dos métodos. El primero que consideraremos usa determinantes.
Empezamos con el caso especial donde A es una matriz de 2 X 2:

ap  dpp
anfo o]
dy  dp

b b
B = { 11 12}
by by
sea el inverso de A, debemos tener
I:all a12:| |:b11 b12:| _ {1 O}
ay  axnllby by 0 1
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Por la multiplicacién y la igualdad de matrices, encontramos que b;; y b,; deben satisfacer
el sistema lineal

{allbll + apby, =1 2)

aybyy + anby =

|
L

mientras que by, y by, deben satisfacer

{allbIZ + apby =0 (3)

Ay by + ayby, = 1.

Resolviendo estos dos sistemas de ecuaciones, obtenemos

- (5] b = —dp
1n = - 2= -
aydyy — Ay aydyy — dppdy (4)
- — b = a
21 = _ > 2= _ .
apdy — dppdy apdy — dppdyy

Una inspeccion de las expresiones en (4) revela que el denominador de cada fraccion es el
valor del determinante de la matriz A, es decir

detA = a11a22 - a12a21.

as —dap
b, bp detA detA
Por tanto, B = =
by by —dy ap
detA detA

Este resultado conduce al teorema siguiente.

Teorema 14.4.1 Inversa de una matriz de 2 X 2

a a
A = [ 11 12}
a4y
Si det A # 0, entonces el inverso multiplicativo de A es la matriz

Al = 1 { ax _a12:| (5)
detA —dy ap '

Sea

De la deduccién que precede al teorema 14.4.1, hemos demostrado que AA™! = I,.
Dejamos como ejercicio (véase el problema 34 de los ejercicios 14.4) comprobar que
A7'A = I,, donde A~ ! esta dado por (5).

Aplicacion de (5)

Encuentre A~ ! para
3 2
A= .
-7 —4

Solucion  Primero, calculemos el determinante de la matriz:

detA = 3)(—4) — 2)(—=7) = 2.

14.4 Inversa de una matriz
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Con las identificaciones a;; = 3, aj;, = 2, a,; = —7y a,, = —4, observamos en (5) del
teorema 14.4.1 que el inverso de la matriz A es

O 1{—4 —2} {—2
AT =2 = 7
2007 3 i

El teorema 14.4.1 es un caso especial del teorema siguiente, el cual establecemos sin
demostracion. Antes de leer el teorema 14.4.2, lo invitamos a revisar la definicién 14.1.3
sobre la transpuesta de una matriz.

I
jw =
[R—)

Il

Teorema 14.4.2 Inversa de una matrizde n X n

Sea

apy dp o Ay
Ay dyp "t Ay

A= : C T @axae
Ay [£%) Ay,

Si det A # 0, entonces el inverso multiplicativo de A es la matriz

Ay Ap o Ay, !
-1 _ 1 A21 A22 e A2n (6)
det A : : Sl
Ag An o A,

donde Ajjes el cofactor de la entrada a; de A.

La transpuesta de la matriz de cofactores

Ay Ap o0 Ay, ! Ay Ay o Ay
Ay Ay AZn _ Ap Ay oo Anz
Anl An2 T Arm Aln A2n T Ann

dada en (6) se llama adjunta de la matriz A y se denota por adj A. En la matriz adjunta dada
en (6), es importante notar que las entradas a; de la matriz A se sustituyen por sus correspon-
dientes cofactores A;; y después se obtiene la transpuesta de dicha matriz. El inverso en (6)
puede escribirse asi:

_ 1 .
A7l = Sein adj A.

Aplicacion de (6)

Encuentre A~ ! para

1 =2 4
A= -1 3 2
5 0 -6
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Solucion  El determinante de A es det A = —86. Ahora, para cada entrada de A el corres-
pondiente cofactor es

3002 -1 2|

A“:’0 el T 18 A”:_‘ 5 —6‘ : A”_’ 5 o‘ -15
-2 4 1 4 1 -2
A21: _‘ ’: _12, A22 :‘ ‘: _26, A23 - _‘ ’ - _10,
0 —6 5 — 5 0
A—‘_z 4‘——16 A-—’l 4‘— 6A—‘1 _2’——1
31 — 3 2 - s 32 _1 2 s 33 _1 3 - .

Asi, por (6) del teorema 14.4.2, 1a inversa de A es _81? veces la matriz adjunta de A:

_All Alz A13 T _18 4 _15 r
A= —g| Ay Ay An| = —g| —12 —26 —10
LAs; Ay Ax —16 —6 -1
esta adj A
[-18 —12 —16 % s s I R
=—w| 4 260 6| =|-% % w%|=|"5 B 5| =
L-15 —10 1 % % % & 6

En los teoremas 14.4.1 y 14.4.2 vimos que podiamos calcular A~ ! siempre que det A # 0.
Reciprocamente, si A~ ! existe, entonces puede demostrarse que det A # 0. Concluimos que

e Una matriz A de n X n es no singular si y sélo si det A # 0. (7)
(R[S [JXeXY Aplicacion de (7)
La matriz
I
A=
-1 2

no tiene inversa, puesto que det A = 8§ — 8 = 0. Asi, por (7), A es una matriz singular. =

Es evidente que el uso de (6) llega a ser tedioso para matrices de orden n > 3. Por ejem-
plo, para una matriz de 4 X 4 debemos, primero, calcular dieciséis determinantes de orden
3. Un método mads eficiente para encontrar el inverso multiplicativo de una matriz usa ope-
raciones elementales entre las filas de la matriz.

M Determinacion de la inversa A : método 2 Para cualquier matriz A, las operaciones
elementales entre filas en A se definen como las tres transformaciones siguientes de A.

i) Intercambiar cualquier par de filas.
ii) Multiplicar cualquier fila por una constante k diferente de cero.
iii) Sumar un multiplo constante diferente de cero de una fila a otra.

Semejante a la notacién que usamos en la seccion 13.1 para representar operaciones en
ecuaciones de un sistema de ecuaciones lineales, empleamos las abreviaturas siguientes para
las operaciones elementales entre filas. El simbolo R representa la palabra fila (por el inglés
row):

R; <> R;: intercambie la fila i-€sima con la fila j-€sima.

kR;: multiplique la fila i-ésima por k.
kR; + R;: multiplique la fila i-€sima por k y sume el resultado a la fila j-ésima.

14.4 Inversa de una matriz
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Exponemos sin demostracion:

e La secuencia de operaciones elementales entre filas que transforman una matriz
A de orden n X n en la identidad multiplicativa I,, es la misma secuencia de ope-
raciones elementales entre filas que transforma I, en A~

Formando la matriz de n X 2n, que consta de las entradas de A a la izquierda de una barra
vertical y las entradas de 7, a la derecha de la barra vertical,

ap app ay, 1 0 0
Ay Ay v oay|0 1 - 0 (8)
2 ay Ay 0 0 1

entonces aplicamos una secuencia de operaciones entre filas en (8) hasta que la transformemos
en la nueva matriz:

1 0 e 0 bll b12 e bln
0 1 e 0 b21 b22 - bZn
0 0 T 1 bnl bn2 U bnn

donde la matriz a la izquierda de la barra vertical es ahora /. La inversa de A es

by by - by,
Al = by byt by,
bnl an e bnn

Este procedimiento se ilustra en los dos ejemplos siguientes.

[A]F\JXe)Y Uso de operaciones elementales entre filas

Use operaciones elementales entre filas para encontrar A~ ! para
2 3
a=11 3
1 6
Solucién  Empezamos por formar la matriz
{2 3 ’ 1 o]
1 610 1)

La idea es transformar la matriz a la izquierda de la linea vertical en la matriz I,. Ahora,

[2 3‘1 0] R 1 6‘0 1}
—_—>
1 60 1 2 3|1 0
—2R,+R, |1 610 1
0 -9]1 -2
&, 1 6’ 0 1}
0 1= 3
r 2 1
—O6R, TR, 1 0’ 3 _3:|
0 1= 3J
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Puesto que I, ahora aparece a la izquierda de la linea vertical, concluimos que la matriz a
la derecha de esta linea es
=]

Este resultado puede comprobarse mediante el método anterior o por multiplicacién. Al
escoger el segundo procedimiento, vemos que AA~ 'y A~ ! son, a su vez:

Of— WIN
O W=
1

e R R R
toell-y HTLE-s SesTlo )
SR TGHEER I R
-5 3Ll 6 —5+5 —5+7% 0 1

[A]J\Y[JXeXJ Reconsideracion del ejemplo 3

Use operaciones elementales entre filas para encontrar A~ ! para la matriz del ejemplo 3.

Solucion  Tenemos:

1 -2 4|1 0 0 i 1 -2 4|1 0 0
-1 3 2|0 1 0 — 0 1 6|11 1 0
5 0 —-6/0 0 1 5 0 —-6[0 0 1
— (1 -2 4 1 0 0
— 5500 1 6| 1 1 0
L0 10 —-26|-5 0 1
sk 1 0 16| 3 2 0
0 1 6| 1 1 0
L0 10 —-26|-5 0 1
. 1 0 16 3 2 0
— 0 1 6 1 1 0
L0 0 —86 | —15 10 1
] (1 0 16|3 2 0
= o 1 6] 11 o]
00 1§ s —%
—6R;+R, Lo e f 2% t?
—> |0 1 0 36 86 36
00 1] & % —%%
r 18 12 16
e, |10 0] ® ow ]
——> |0 1 0 36 86 36
00 1] & % —%
Como antes, vemos que,
L2 8 18 12 16
Al=]—5 2 &l=4&-4 206 6] =
2 0 4 15 10 -1

En conclusién, notamos que si una matriz A de orden n X n no puede transformarse en
la identidad multiplicativa /,, por medio de operaciones elementales entre filas, entonces A es
necesariamente singular. Si, en algin punto de la aplicacién de las operaciones elementales
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entre filas hallamos una fila de ceros en la matriz a la izquierda de la linea vertical, entonces
la matriz A es singular. Por ejemplo, de

{—2

SN
210 1

10}
0 013 1

vemos que ahora es imposible, usando sélo operaciones entre filas, obtener 7, a la izquierda
de la linea vertical. Asi, la matriz de 2 X 2

es singular.

Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-37.

En los problemas 1 y 2, compruebe que la matriz B es la 3 4 -7
inversa de la matriz A. nl2 1 8
1 —
1 A— [1 4’ _ { 3 1} L5 5 1
2 3 —4 2 =
-3 5 -1
=10 2 b2 12| 2 0 6
2 A=|3 0 2[,B= 1 -1 2 41 =5
1 1 1 -3 2 -3 -~
4 1 0
13.
En los problemas 3 a 14, use el método 1 expuesto en esta 0 2 0
seccién para encontrar el inverso multiplicativo, si lo hay, de L0 0 =3
la matriz dada. Suponga que todas las variables son distintas T 1 -1 =2
de cero. W | -4 4 3
. |3 1} L3 2 0
2 -1
(7 -4 En los problemas 15 a 26, use el método 2 presentado en esta
-5 2 seccion para hallar el inverso multiplicativo, si lo hay, de la
3 g matriz dada.
> - 1 3} 15 [—1 4}
0 1 L2 07
6.
-1 0] 1 5 —6}
a a ’ —
- 12 4
e (612
17.
s| @7 -3 —6}
-b a
SR
18.| °
1 0 1 1 8}
910 1 O )
4
11 0 1 | g]
2 -1 1 -
10. 1 1 0 20, 3 151]
-1 2 -1 LI s
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0 -1 -2
2. |1 3 0
| 4 -6
2 -3 1]
2. |0 1 2
10 -2 4]
(2 0 -4
2./1 5 -1
13 2 1]
8 -3 6
2. | 2 1 —1
| -2 1 1
-2 0 0 -1
25 0 3 0 4
' 0 1 -1 2
L 0 0 1 0
1 0 1 1
2 —
26. 30 !
0 4 0 2
1 -1 1 0
27. SiA7! = [4 3},(quélesA?
3 2

senf cosf
—cosf senf |

28. Encuentre el inverso de A = [

3 2

4 2
En los problemas 29 y 30 suponga que A = { } y
8
B = {2 5}. Compruebe la propiedad dada de la inversa

calculando los miembros izquierdo y derecho de la igualdad

dada.

29,
30.

A hHlt=4
AB) '=B7'A"!

= Para la discusion

31.

32,

37.

38.

Sea
a, 0 0
A= 0 a2'2 0 ,
0 0 - oa,
donde a; #0,coni =1, 2, ..., n. Encuentre AL

Use el resultado del problema 31 para encontrar A~ ! de la
matriz

0
0.
—6

ca = , encuentre x .
3 —8)ly] |3 vy

2
A=10
0

S B~ O

. Si A~ ! estd dado por (5), compruebe que A~'A = I,.

. A, By C son matrices de n X n, donde A es no singular.

Explique: ;como demostraria que si AB = AC, entonces
B=C?

. En el problema 29 vimos que (A~ ')~! = A para una matriz

de 2 X 2 no singular. Este resultado es verdadero para toda
matriz de n X n no singular. ; Cémo demostraria este resul-
tado general?

En el problema 30, vimos que (AB) ' = B~!A~! para dos
matrices de 2 X 2 no singulares. Este resultado es verda-
dero para dos matrices de n X n no singulares cualesquiera.
(Cémo demostraria este resultado general?

Sea A una matriz de 2 X 2 para la cual det A # 0. Demuestre
que det A~! = 1/det A. Este resultado es verdadero para
toda matriz de n X n no singular.

14.5 Sistemas lineales: matrices aumentadas

M Introduccion En el ejemplo 2 de la seccién 13.1 resolvimos el sistema de ecuaciones

lineales

x+2y+ z=-6
4x — 2y — z=—4

2x — y+3z=19

encontrando el sistema equivalente en forma triangular:
x+2y+ z=-6

y + %z -1

z=06.

(1

(2)
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El sistema (2) se obtuvo del (1) por medio de una serie de operaciones que cambiaron los
coeficientes de las variables y las constantes del miembro derecho de cada ecuacién. En todo
este procedimiento, las variables actuaron como “marcadores de posiciéon”. Por tanto, estos
célculos pueden simplificarse ejecutando operaciones entre las filas de la matriz:

1 2 1|-6

4 -2 —1|—4]. (3)

2 -1 3119

B Matrices aumentadas La matriz en (3) se llama matriz aumentada del sistema (1) y
estd formada por la matriz de coeficientes

2 1
4 -2 -1},
2 -1 3

aumentada por la adicién de una columna cuyas entradas son los términos constantes del
sistema. La linea vertical en una matriz aumentada permite distinguir los coeficientes de las
variables del sistema de los términos constantes de €ste.

Cuando las operaciones de eliminacién presentadas en la seccién 13.1 se aplican al
sistema de ecuaciones obtenemos un sistema equivalente. Tales operaciones de eliminacién
son andlogas a las operaciones elementales entre filas que vimos en la seccién precedente.
Cuando las operaciones elementales entre filas se aplican a la matriz aumentada, el resultado
es la matriz aumentada de un sistema equivalente. Por ello, se dice que la matriz original y
la matriz resultante son equivalentes por filas. El procedimiento para realizar operaciones
elementales entre filas en una matriz a fin de obtener una matriz equivalente por filas se llama
reduccion por filas.

M Eliminacion gaussiana Para resolver un sistema como (1) usando una matriz aumentada
se emplea la eliminacion gaussiana o la eliminacién de Gauss-Jordan. En la eliminacion
gaussiana se reduce por filas la matriz aumentada del sistema hasta llegar a una matriz aumen-
tada equivalente en forma escalonada por filas.

Definicion 14.5.1 Forma escalonada por filas

Una matriz esta en forma escalonada por filas cuando:

i) En la primera entrada de cada fila diferente de cero estd el nimero 1.
ii) En las filas consecutivas diferentes de cero, la primera entrada 1 de la fila mas baja
aparece a la derecha del 1 de la fila mds alta.
iii) Las filas donde las entradas son todas cero aparecen en la base de la matriz.

H]\Y[JNe}kl Forma escalonada

Las dos matrices aumentadas

I 4 6|1 I 0] 5
0 1 58], |0 1|—-1]1,
0 0 12 0 0] O

tienen forma escalonada, mientras que la matriz
0 2 415 <«viola i)

0 0 010 | «<violaii)
1 4 3|1 [ «violaii

no tiene forma escalonada
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Como vemos en el ejemplo 1, la forma escalonada por filas de una matriz aumentada
tiene aproximadamente forma triangular con entradas cero debajo de una diagonal cuyos
elementos son todos 1.

Para reducir una matriz aumentada a la forma escalonada por filas ejecutamos las mismas
operaciones elementales entre filas que estudiamos en la seccién 14.4:

R; <> R;: se intercambia la i-ésima fila con la j-€sima fila.
kR;: se multiplica la i-ésima fila por una constante k.
kR; + R;: se multiplica la i-€sima fila por k y el resultado se suma a la j-€sima ecuacion.

[N]\Y[{Nel] Reconsideracion del sistema 1

Resuelva el sistema (1) usando el método de eliminacion gaussiana.

Solucion  Empezamos usando la primera fila para introducir ceros debajo del 1 de la
primera columna

1 2 1]-6 . 1 2 1|-6
4 -2 —1|-4 10 -10 -5]|20
2 -1 3] 19 12 -1 3| 19|
2R, +R _1 2 ! _6_
510 —-10 -5|20
L0 -5 1] 31|
er 1 2 1] -6
22510 —-10 —-5(-20
0 0 1 21
(1 2 1]-6
,LR7
—2 500 1 1|-2
L0 0 %] 21
1 2 1]-6
IR, 1
—=— 10 1 3|-2]
10 0 1] 6

Puesto que la ltima matriz aumentada tiene forma escalonada por filas [y corresponde
al sistema (2)], hemos resuelto en realidad el sistema original. La tdltima fila de la matriz
implica que z = 6. Las variables restantes se determinan por sustitucion hacia atras.
Sustituyendo z = 6 en la ecuacién correspondiente a la segunda fila de la matriz se obtiene
y = —5. Finalmente, sustituyendo y = —5y z = 6 en la ecuacién correspondiente a la

primera fila se obtiene x = —2. Por tanto, la soluciénes x = =2,y = —5,7 = 6. =

En el ejemplo 2, nétese que repetimos, en orden, las operaciones elementales entre filas
correspondientes a las que realizamos en las ecuaciones cuando resolvimos este sistema por
eliminacién (véase ejemplo 2 de la seccién 13.1). Asi, no estamos haciendo nada nuevo aqui.
Simplemente hemos suprimido las variables y los signos de igualdad de las ecuaciones y
estamos contando con el formato de la matriz para mantener las cosas en orden.

AV HeER Uso de la eliminacion gaussiana

Aplique el método de eliminacién gaussiana para resolver el sistema

X+ y—2z=2
x+ 5y +6z=7
x+ 3y +3z=4.
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Solucién  Formamos la matriz aumentada del sistema y aplicamos operaciones entre filas
hasta obtener la forma escalonada por filas:

11 —2]2 11 —2]2
15 6|7 210 4 g5
1 3 34 1 3 3|4
11 =227

—RER 10 4 g5

o 2 5]|2]

g, 11 =2 2]

510 4 8] s

L0 0 1[—3.

i (11 =2 2]

- 0 1 2| 2|

L0 0 1[—3]

La dltima matriz aumentada estd en forma escalonada por filas y corresponde al sistema

x+y—2z=2
5
yt2z=3
1
2= "3
De la dltima ecuacién, vemos inmediatamente que z = —3. De la segunda ecuacion, obte-
LN _5 9 : P 9 1, _
nemos y + 2(—3) = 70y = ;. Finalmente, la primera ecuacion nosdax + 7 — 2(—3) = 2
. . 9 1 .z . -
ox = —j. Por consiguiente, x = —7, y = 7, 2 = —3 es la solucidn del sistema. =

[ H]3\Y[Xe¥'Y Uso de la eliminacién gaussiana

Aplique el método de eliminacién gaussiana para resolver el sistema

2x —3y+z=06
x+ y—z=-2

4x — y—z=2.
Solucién Realizamos operaciones entre filas:

2 -3 1] 6 1 1 1]-27
11 1|2 —Fe sl 3 ] 6
4 -1 —-1] 2 4 -1 —-1| 2]
1 1 —1|-2]

_RER LT -5 3] 10

L4 -1 —-1] 2
B 1 —1]-2]

_RER LT =5 3] 10

L0 -5 10
1 1 —1|-2]

REB L 1o =5 3] 10
0 0 0| 0l

iy (1 1 —1|-2

2 0 1 -3il-2

L0 0 0] 0
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La ultima matriz es la matriz aumentada del sistema

{x+y— z7=12
—%ZZ—Z.

Despejando x y y en términos de z encontramos

_2
{x _ gZ
3
y =352 —2
Asi, el sistema dado es consistente, pero las ecuaciones son dependientes. Hay infinitas
soluciones de los sistemas obtenidos asignando arbitrariamente valores reales a z. Si repre-

sentamos z con a, las soluciones del sistema constan de todas las x, y y z que se definen
2 3 . o —
por x = —5a,y = 5a — 2,z = «, respectivamente, donde « es cualquier nimero real. =

La técnica estudiada en esta seccién también es aplicable a los sistemas de m ecuaciones
lineales con n incégnitas. En el ejemplo que sigue consideramos un sistema de dos ecuacio-
nes con tres incognitas.

[A]J|{XeXq Uso de la eliminacién gaussiana

Aplique la eliminacién gaussiana para resolver el sistema

{x+2y—4z=6
5x — y+2z=-3.

Solucion Tenemos

{1 2 —4’ 6] SRR, {1 2 —4‘ 6}
—_—
5 -1 2|-3 0 —11 22]-33

—1R; {1 2 —4‘6]
0 1 —=2|3]

De la tltima matriz en forma escalonada por filas obtenemos

{x+2y—4z=6
y — 2z =3.

Usando la segunda ecuacién para eliminar y de la primera obtenemos

{x =0 {x=0
0
y—2z=3 y =2z + 3.

Como en el ejemplo 4, podemos asignar cualquier valor a z. Por tanto, las soluciones
del sistema estdn definidas por x = 0, y = 2a + 3, z = «, donde « es cualquier

ndmero real. =

M Eliminacion de Gauss-Jordan En el método de eliminacién de Gauss-Jordan, las opera-
ciones elementales entre filas se contindan hasta obtener una matriz en la forma escalonada
reducida por filas. Las matrices escalonadas reducidas por filas tienen las tres propiedades
i) a iii) de la definici6én 14.5.1 y una adicional:

iv) Una columna que contiene 1 como primera entrada tiene ceros en todas las demads
posiciones.

14.5 Sistemas lineales: matrices aumentadas
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[ A]JV[JMeXP Forma escalonada reducida por filas

a) Las matrices aumentadas

L0047 00 1 -6 2|5
0 1 0=l Y 000 0 1‘4}
00 0] 0

estdn en forma escalonada reducida por filas. Debe comprobar que se satisfagan los cuatro
criterios de esta forma.
b) Enel ejemplo 1 vimos que la matriz aumentada

1 4 6|1
0 1 5|8
0 0 12

tiene forma escalonada por filas. Sin embargo, la matriz aumentada no tiene forma esca-
lonada reducida por filas porque las entradas restantes (indicadas en rojo) de las columnas

que contienen 1 como primera entrada no son todas cero. =

Cabe sefialar que en la eliminacién gaussiana nos detenemos cuando hemos obtenido
una matriz aumentada en forma escalonada por filas. En otras palabras, mediante secuencias
diferentes de operaciones entre filas podemos llegar a distintas formas escalonadas por filas.
Este método requiere después de la sustitucion hacia atrds. En la eliminacién de Gauss-Jordan
terminamos cuando hemos obtenido /a matriz aumentada en forma escalonada reducida por
filas. Toda secuencia de operaciones entre filas producird la misma matriz aumentada en
forma escalonada reducida por filas. Este método no necesita sustitucién hacia atras; la solu-
cion del sistema serd evidente por inspeccion de la dltima matriz. En términos de las ecua-
ciones del sistema original, nuestro objetivo es simplemente igualar a 1 el coeficiente de la
primera variable de la primera ecuacién* y luego usar multiplos de esa ecuacion para elimi-
nar la variable de las demds ecuaciones. El proceso se repite con las otras variables.

[A]3\'|JXe}y M Reconsideracion del ejemplo 3

Cuando resolvimos el sistema del ejemplo 3,

x+ y—2z=2
x+ 5y +6z=7
x + 3y +3z=4,
nos detuvimos al obtener una forma escalonada por filas. Ahora comenzaremos con la

dltima matriz del ejemplo 3. Puesto que las primeras entradas de la segunda y la tercera
filas son 1, debemos igualar a 0 las entradas restantes de la segunda y la tercera colum-

nas:
1 1 —-212 operaciones M1 1 =21 27
1 5 6|7 entre filas 0 1 2 45*1 <« ultima matriz del ejemplo 3
1 3 3[4 L0 0 1]|-1]
(1 0 —4]| 27
~R,*+R, 0 1 o 3
00 1]—3]
—2R;+R, 1 0 0|3
4R;+R, 0 1 0 %
L0 0 1]-3

* Siempre podemos intercambiar ecuaciones, pero sélo si la primera ecuacion contiene la variable x;.
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La dltima matriz tiene forma escalonada reducida por filas. Teniendo en cuenta lo que

significa la matriz en términos de ecuaciones, de inmediato vemos que la solucién
— 5 -9 _

X= 7Y T p2= T

0=
n 2

H[S JNeX:Y Sistema inconsistente

Use la eliminacion de Gauss-Jordan para resolver el sistema

x+ y=1
4x — y = —6
2x — 3y = 8.

Solucion  En el proceso de aplicar la eliminacion de Gauss-Jordan a la matriz del sistema
nos detenemos en

1 1 1 opcraciﬁ)ncs 1 0]—1
entre filas

4 —-1|-6|——> |0 1| 2

2 -3 8 0 0]16

La tercera fila de la dltima matriz significa que Ox + Oy = 16 (o 0 = 16). Como no hay
nimeros x y y que puedan satisfacer esta ecuacién, concluimos que el sistema no tiene
solucidn, es decir, es inconsistente. =

]| {XeX:} Balanceo de una ecuacion quimica

Balancee la ecuacién quimica C,Hg + O, — CO, + H,0.

Solucion  Buscamos los enteros positivos x, y, z y w para que la ecuacién balanceada
sea

XC2H6+}102—>ZC02+WH20

Como el ndimero de dtomos de cada elemento debe ser igual en ambos lados de la dltima
ecuacion, obtenemos un sistema homogéneo de tres ecuaciones con cuatro variables:

carbono (C): 2x =z 2x+0y—z+0w=0
hidrégeno (H): 6x = 2w o 6x+0y+0z—2w=0
oxigeno (0): 2y =2z+w Ox+2y—2z—w=0
Puesto que el dltimo sistema es homogéneo, debe ser consistente. 4  Véase laseccion 13.1

Realizando operaciones elementales entre filas, obtenemos

2 0 -1 010 opcruci%ncs 1 0 0
entre filas

6 0 0 —2/0]——51]0 1 0

0o 2 -2 -—-1]0 0O 0 1

w\mchl\\l W=
oS O O

y, por tanto, una solucién del sistema es x = %a, y= %a, 7= %a, w = a. En este caso, o
debe ser un entero positivo elegido de forma que x, y, z y w sean también enteros positivos.
Para lograrlo, seleccionamos a = 6. Estodax =2,y =7,z = 4y w = 6. Asi, la ecuacién
balanceada es

2C2H6 + 702 — 4C02 + 6H20
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