72. La grifica es simétrica respecto al origen.

y

FIGURA 4.2.20 Grifica
para el problema 72

= Para la discusion

73. Diga si la afirmacién siguiente es verdadera o falsa. Res-
palde su respuesta.

Si una grdfica tiene dos de las tres simetrias defi-
nidas en la pdgina 178, por necesidad poseerd la
tercera simetria.

74. a) Elradio del circulo en la FIGURA 4.2.21a) es r. ;Cudl es
su ecuacion en la forma normal?
b) Elcentrodel circulo de 1a FIGURA 4.2.21b) es (h, k). ; Cudl
es su ecuacion en la forma normal?

y y

a) b)
FIGURA 4.2.21 Grificas del problema 74

75. Diga si la siguiente afirmacién es verdadera o falsa:

Toda ecuacion de la forma x* + y* + ax + by + ¢
= 0 es un circulo.

4.3 Ecuaciones de rectas

M Introduccion Dos puntos distintos cualesquiera en el plano xy determinan una linearecta
unica. Nuestro objetivo en esta seccidn es hallar ecuaciones de rectas. El concepto funda-
mental para plantear estas ecuaciones es la pendiente de una recta.

M Pendiente Si P,(x;, y;) ¥y Pa(x,, ¥,) son dos puntos tales que x; # x,, entonces el

nimero

Y2 N
m =222
Xy T X

se denomina pendiente de la recta determinada por estos dos puntos. Se acostumbra decir

(x27 yz)

=M

|
X=X

(1

1

1

1

!
1

a) Crecimiento y recorrido

que y, — y; es el cambio en y o crecimiento de la recta; x, — x; es el cambio en x o el

recorrido de la recta. Por tanto, la pendiente (1) de una recta es [figura 4.3.1a)]

crecimiento
recorrido °

Dos puntos cualesquiera de una recta determinan la misma pendiente. Para entender por qué
sucede asi, considere los dos tridngulos rectdngulos semejantes de la figura 4.3.10). Puesto
que sabemos que las razones de los lados correspondientes en tridngulos semejantes son

iguales, tenemos

Yo = V1 V4™ V3

x2 - xl .X4 - .X3'

De ahi que la pendiente de una recta sea independiente de la seleccién de puntos en la

recta.

(x4’ Y4)

Crecimiento
Ya— Y3

Recorrido
Xy = X3

(2)
!

i

! Crecimiento
! =M
1

______ I
Recorrido x, - x,

b) Tridngulos semejantes

FIGURA 4.3.1 Pendiente de una recta
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y

(.X2, y2)

En la FIGURA 4.3.2 comparamos las gréficas de rectas con pendientes positiva, negativa,
cero e indefinida. En la figura 4.3.2a) vemos, de izquierda a derecha, que una recta con pen-
diente positiva (m > 0) se eleva conforme x aumenta. En la figura 4.3.2b) se muestra que una
recta con pendiente negativa (m < 0) desciende a medida que x aumenta. Si P(x, y;) y
P5(x,, y,) son puntos sobre una recta horizontal, entonces y; = y, y por tanto su elevacion es
v, — y; = 0. En consecuencia, por (1) tenemos que la pendiente es cero (m = 0) [figura
4.3.2¢)]. Si Pi(x1, y1) Y P»(x,, y,) son puntos sobre una recta vertical, entonces x; = x, y, por
ende, el recorrido es x, — x; = 0. En este caso, decimos que la pendiente de la recta es inde-
finida o que la recta no tiene pendiente [figura 4.3.2d)].

y y y
(15 ¥9)

Recorrido > 0

aym>0

- Recorrido = 5
_A—\
L > -

|

TPy3,-4)

FIGURA 4.3.3 Recta para el ejem-

Recorrido > 0 (xp> ¥p) (g, ¥p) .
- R e o Recorrido =0
Crecimiento ~ X1> Y1) I Crecimiento Crecimiento = 0 (xy, ;)
! <0 Y
‘ X : X X X
I

bym<0 c)m=0 d) m indefinida

(xg’ yg)

FIGURA 4.3.2 Rectas con pendiente a)-c); recta sin pendiente d)

En general, puesto que

BT 2 S 62 Bt ) BN U Bt Y

Xo =X —(x) T x) X T X

il

no importa cudl de los puntos se llame P;(x;, y;) y cudl se llame P,(x,, y,) en (1).

[ H]3Y Mokl Graficay pendiente

Determine la pendiente de la recta que pasa por los puntos (—2, 6) y (3, —4). Trace la
recta.

Solucion  Sea (=2, 6) el punto Pi(x;, y;) y (3, 4) el punto Py(x,, y,). La pendiente de la
recta que pasa por estos puntos es

Crecimi _Y2_Y1__4_6
recimiento m = =
T X, — X 3—(—2)
—10
! =—=-2
5

Asi, la pendiente es —2 y la recta que pasa por P,y P, se muestra en la IGURA4.33. =

M Ecuacion punto-pendiente  Ahora estamos en condiciones de plantear la ecuacién de una
recta L. Para empezar, suponga que L tiene pendiente m y que P;(x;, y;) estd en la recta. Si
P(x, y) representa cualquier otro punto en L, entonces (1) da

_ Y~

m .
x_.xl

Al multiplicar ambos miembros de esta igualdad por x — x; se obtiene una ecuacién impor-
tante.

Teorema 4.3.1 Ecuaciéon punto-pendiente

La ecuacion punto-pendiente de la recta que pasa por P(x, y;) con pendiente m es

y =y =mx = x) (3)
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]3| {Xe}q Ecuacion punto-pendiente

Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por (—%, 2), con pendiente 6.

Solucion  Seam = 6, x; = —% y ¥ = 2; a partir de (3) obtenemos

y—2=6[x— (-]

Simplificamos y obtenemos

y—2=6(x+%) 0 y=6x+5.

[A]|{Xe]Y Ecuacion punto-pendiente

Halle la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (4, 3) y (=2, 5).

Solucién  Primero calculamos la pendiente de la recta que pasa por los puntos. Segtin

(),
5—-3 2 1
m=——=—= ——,
—-2—-4 -6 3
La ecuacion punto-pendiente (3) da entonces { La ley distributiva
alb + c¢)=ab + ac
la ley distributiva
es la causa de muchos errores en
1 1 13 los examenes de los estudiantes.
y—3= _E(x —4) o y = —gx + ? = Un error comun es el siguiente:

—(2x—3)=—-2x—-3

., . . ., . . . El resultado correcto es:
M Ecuacion pendiente-interseccion Toda recta con pendiente (es decir, cualquier recta e o)
X —3) = (— X — 2

que no sea vertical) debe cruzar necesariamente el eje y. Si esta interseccién con el eje y es (=) 2 — (—1)3
(0, b), con x; = 0, y; = b, la forma punto-pendiente (3) day — b = m(x — 0). Esta dltima - 9y 43 »
ecuacion se simplifica al resultado presentado a continuacion.

Teorema4.3.2  Ecuacion pendiente-interseccion

y=-2x y=-4x| y=4x  _

La ecuacion pendiente-interseccion de la recta con pendiente m e interseccion con el eje
v (0, b) es

y=mx+b (4)

Cuando b = O en (4), la ecuacién y = mx representa una familia de rectas que pasan por
el origen (0, 0). En la FIGURA 4.3.4 hemos trazado algunos de los miembros de esa familia.

FIGURA 4.3.4 Las rectas que pasan
por el origen son y = mx

[A] Y |{XeX'Q Regreso al ejemplo 3

También podemos usar la forma pendiente-interseccion (4) para obtener una ecuacién de
la recta que pasa por los dos puntos del ejemplo 3. Igual que en ese ejemplo, para empezar
calculamos la pendiente m = —%. La ecuacion de larectaes y = —3 x + b. La sustitucion
de las coordenadas de cualquiera de los dos puntos (4, 3) o (—2, 5) en la tltima ecuacién
nos permite determinar b. Si usamos x = 4y y = 3, entonces 3 = —% -4+ by, en con-
secuencia, b = 3 + % = 13*3 La ecuacién de larectaes y = —% x + ? =

Il Rectas horizontales y verticales En la figura 4.3.2¢) vimos que una recta horizontal tiene
pendiente m = 0. La ecuacién de una recta horizontal que pasa por un punto (a, b) puede
obtenerse a partir de (3), es decir,y — b =0(x —a)oy = b.
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FIGURA 4.3.5 Rectas horizontal y
vertical del ejemplo 5

186

Teorema 4.3.3 Ecuacion de una recta horizontal

La ecuacion de una recta horizontal con interseccion con el eje y en (0, b) es

y=b (5)

Una recta vertical que pasa por (a, b) tiene pendiente indefinida y todos los puntos que la
forman tienen la misma coordenada x. La ecuacién de una recta vertical es como se expone
a continuacion.

Teorema 4.3.4 Ecuacion de una recta vertical

La ecuacion de una recta vertical con interseccion con el eje x en (a, 0) es

xX=a (6)

A\ IJMe)q Rectas verticales y horizontales

Halle las ecuaciones de las rectas vertical y horizontal que pasan por (3, —1). Grafique
esas rectas.

Solucion  Todo punto en la recta vertical que cruza (3, —1) tiene 3 como coordenada x.
La ecuacién de esta recta es x = 3. Del mismo modo, todo punto en la recta horizontal que
pasa por (3, —1) tiene —1 como coordenada y. La ecuacion de estarectaesy = —1. La
gréfica de estas dos rectas se presenta en la FIGURA 4.3.5. =

B Ecuacion lineal Las ecuaciones (3), (4), (5) y (6) son casos especiales de la ecuacion
lineal general en dos variables x y y

ax+by+c=0 (7)

donde a y b son constantes reales y las dos no son cero al mismo tiempo. La caracteristica
por la que (7) se llama lineal es que las variables x y y aparecen sélo a la primera potencia.
Observe que

C
a=0,b+#0,da y = —Z, «recta horizontal
C
a+ 0, b= 0, da x = -, «recta vertical
a
a C
a # 0, b # 0, da y = —Zx - Z.<—recm con pendiente diferente de cero

[ H]3Y[JXeXH Pendiente e interseccion con el eje y

Calcule la pendiente y la interseccidn con el eje y de larecta 3x — 7y + 5 = 0.

Soluciéon Despejamos y de la ecuacién:

3x—Ty+5=0

7y =3x+5
3 +5
=—x+ -
R A

Comparando la dltima ecuacién con (4) vemos que la pendiente de larectaesm =7 yla
interseccién con y es (0, %). =

Si las intersecciones con los ejes x y en y son distintas, podemos graficar la recta mediante
los puntos correspondientes en dichos ejes.
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H[SY JNey Al Grafica de una ecuacion lineal

Grafique la ecuacion lineal 3x — 2y + 8 = 0.

Solucién  No hay necesidad de reescribir la ecuacion lineal en la forma y = mx + b;
simplemente buscamos las intersecciones con los ejes:

Interseccion con el eje y: se establece x = 0 para obtener —2y + 8§ = 0,0y = 4. La
interseccion con el eje y es (0, 4).

Interseccion con el eje x: se establece y = 0 para obtener 3x + 8 = 0,0x = —3.
interseccion con el eje x es (—%, 0).

Como se muestra en la FIGURA 4.3.6, 1a recta se traza a través de las dos intersecciones
8 —
0,4y (—3,0). =

M Rectas paralelas y perpendiculares Suponga que L, y L, son dos rectas y ambas tienen
pendiente. Este supuesto implica que ni L; ni L, son rectas verticales. Entonces, por necesidad,
L, y L, son paralelas o se intersecan. Si se intersecan en dngulo recto, se dice que son per-
pendiculares. Para determinar si dos rectas son paralelas o perpendiculares se examinan
sus pendientes.

Teorema 435  Rectas paralelas y perpendiculares

Si L; y L, son rectas con pendientes m; y m,, respectivamente, entonces
i) L;es paralelaa L, siy sélo sim; = m.

ii) L es perpendicular a L, siy sélo si mym, = —1.

Hay varias formas de comprobar los dos incisos del teorema 4.3.5. La comprobacién del
inciso 7) se obtiene usando tridngulos rectangulos semejantes, como en la FIGURA 4.3.7, y el
hecho de que las razones de los lados correspondientes de dichos tridngulos son iguales.
Dejamos la demostracién del inciso ii) como ejercicio para el lector (véanse los problemas
49 y 50 de los ejercicios 4.3). Tenga en cuenta que la condicién mym, = —1 implica que
m, = —1/my, es decir, las pendientes son reciprocos negativos. Una recta horizontal y = by
una recta vertical x = a son perpendiculares, pero la segunda es una recta sin pendiente.

AV [JWeX:Y Rectas paralelas

Las ecuaciones lineales 3x + y = 2y 6x + 2y = 15 pueden reescribirse en las formas
pendiente-interseccion

y=-"3x+2 y y=—3x+L25,

respectivamente. Como se destaca en color en la recta anterior, la pendiente de cada recta
es —3. Por tanto, las rectas son paralelas. Las graficas de estas ecuaciones se presentan en
la FIGURA 4.3.8. =

AV WeX:N Rectas perpendiculares

Obtenga la ecuacion de la recta que pasa por (0, —3) y es perpendicular a la gréafica de
4x—3y+6=0.

Solucion  Expresamos la ecuacion lineal dada en forma pendiente-interseccion:

4x —3y+6=0 implicaque 3y=4x+6

Dividimos entre 3 para obtener y = %x + 2. Esta recta, cuya gréfica aparece en azul en la
FIGURA 4.3.9, tiene pendiente %. La pendiente de cualquier recta perpendicular a la primera
es el reciproco negativo de %, es decir, —%. Como (0, —3) es la interseccion con el eje y de
la recta requerida, a partir de (4) se desprende que su ecuacidén es y = —%x —3. La gréfica

de esta tultima ecuacion es la recta roja de la figura 4.3.9. =

4.3 Ecuaciones de rectas

3x—2y+8=0

FIGURA 4.3.6 Recta del ejemplo 7

rectas paralelas

Ly
y Crecimiento
Ly
Recorrido Crecimiento
/ Recorrido .
’ /

FIGURA 4.3.7 Rectas paralelas

FIGURA 4.3.8 Rectas paralelas del

ejemplo 8

=4,
)—3.\+2

y:,%x,’j

FIGURA 4.3.9 Rectas perpendicu-

lares del ejemplo 9

187



ﬁ Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-10.

|

En los problemas 1 a 6, halle la pendiente de la recta que pasa
por los puntos dados. Grafique la recta a través de los puntos.

1. 3,-7),(,0)
(—4,—-1),(, -1
5,2), 4, —=3)
(1,4), (6, —2)
(—1,2),3, —2)
(8. =), (2.3)

En los problemas 7 y 8, use la gréfica de la recta para estimar
la pendiente.

N U

1. y
ST
\\
\\
X
5

FIGURA 4.3.10 Grifica para el problema 7

8.
g /
: /

/ x
/ 5

FIGURA 4.3.11 Grifica para el problema 8

En los problemas 9 a 16, calcule la pendiente y las intersec-
ciones con los ejes x y y de la recta. Grafique ésta.

9. 3x —4y+12=0
10. %x—3y=3
M. 2x—3y=9
122 —4x—2y+6=0
13. 2x +5y —8=0

*
14. 10
2. _
15. y +5x =1
16. y=2x+6

En los problemas 17 a 22, halle la ecuacién de la recta que
pasa por (1, 2) con la pendiente indicada.

22,

indefinida

En los problemas 23 a 36, encuentre una ecuacion de la recta
que satisfaga las condiciones dadas.

23.
24,
25.
26.
21.
28.
29.
30.
31.
32.

33.
34.
35.

36.

Pasa por (2, 3) y (6, —5).

Pasa por (5, —6) y (4, 0).

Pasa por (8, ) y (=3, 1).

Pasa por (2,2)y (=2, —2).

Pasa por (—2,0) y (—2, 6).

Pasa por (0, 0) y (a, D).

Pasa por (—2,4) yes paralelaa3x +y —5=0.
Pasa por (1, —3) y es paralelaa 2x — 5y + 4 = 0.
Pasa por (5, —7) y es paralela al eje y.

Pasa por el origen y es paralela a la recta que pasa por (1,
0)y (=2,0).

Pasa por (2, 3) y es perpendicularax — 4y + 1 = 0.
Pasa por (0, —2) y es perpendicular a 3x + 4y + 5 = 0.

Pasa por (=5, —4) y es perpendicular a la recta que pasa
por (1, 1) y (3, 11).

Pasa por el origen y es perpendicular a todas las rectas con
pendiente 2.

En los problemas 37 a 40, determine cudl de las rectas dadas
son paralelas y cudles son perpendiculares.

31.

38.

a) 3x—59+9=0

b) 5x=—3y

¢c) —3x+5y=2

d 3x+59+4=0

e) —5x—3y+8=0
f) 5x—3y—-2=0

a) 2x+4y+3=0
b) 2x—y=2

¢) x+9=0

d x=4
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e) y—6=0

f) —x—2y+6=0
39.a) 3x—y—1=0

b) x—3y+9=0

¢) 3x+y=0

d x+3y=1

e) 6x—3y+10=0
f) x+2y=-8

4. a)y +5=0
b) x=17
¢) dx+6y=3
d 12x—9+7=0
e) 2x—3y—2=0
f) 3x+4y—11=0

41. Halle una ecuacion de la recta L que se ilustra en la FIGURA
4312, si una ecuacién de la curva azul es y = x> + 1.

FIGURA 4.3.12 Grificas para el
problema 41

42. La tangente de un circulo se define como la linea recta
que toca el circulo en un solo punto P. Halle la ecuacién
de la tangente L que se muestra en la FIGURA 4.3.13.

y

!
1
1
1
3

FIGURA 4.3.13 Circulo y tangente
para el problema 42

= Para la discusion

43. ;Como hallaria una ecuacién de la recta que es la bisectriz
. 1
perpendicular del segmento de recta que pasa por (3, 10)

y G, 4)?

44. Usando sélo los conceptos de esta seccion, ;como demos-
traria o refutaria que un tridngulo con vértices (2, 3), (—1,
—3) y (4, 2) es rectdngulo?

45. Usando s6lo los conceptos de esta seccion, {cémo demos-
traria o refutaria que el cuadrildtero con vértices (0, 4),
(—1,3),(—2,8)y (—3,7) es un paralelogramo?

46. Si C es una constante real arbitraria, se dice que una ecua-
ciéon como 2x — 3y = C define una familia de rectas.
Seleccione cuatro valores de C y trace las rectas corres-
pondientes en los mismos ejes de coordenadas. ;Qué es
verdadero sobre las rectas que forman parte de esta fami-
lia?

47. Halle las ecuaciones de las rectas que pasan por (0, 4) que
son tangentes al circulo x> + y* = 4.

48. Enlarectaax + by + ¢ = 0, ;qué se puede decir sobre a,
bycsi
a) larecta pasa por el origen?
b) lapendiente de larecta es 0?
¢) lapendiente de la recta es indefinida?

En los problemas 49 y 50, para demostrar el inciso ii) del teo-
rema 4.3.5 hay que probar dos cosas: la parte correspondiente
a solo si (problema 49) y después, la parte correspondiente a
si (problema 50) del teorema.

49. En la FIGURA 4.3.14, sin pérdida de generalidad, hemos
supuesto que dos rectas perpendiculares, y = mx, m; >
0,y y = myx, my <0, se intersecan en el origen. Use la
informacion de la figura para demostrar la parte sélo si:

Si L; y L, son rectas perpendiculares con pendientes
m; y my, entonces mym, = — 1.

50. Invierta el argumento del problema 49 para demostrar la
parte si:

Si L; y L, son rectas con pendientes m; y m,, de

modo que m;m, = — 1, entonces L; y L, son perpen-
diculares.
Y y=mx
(1, my) R
Lz - myp—my
1
X
L
(1, mp) \ 7

Yy =mox

FIGURA 4.3.14 Rectas que pasan por
el origen para los problemas 49 y 50
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4.4 Variacion

M Introduccion En muchas disciplinas, una descripcion matemadtica por medio de una
ecuacion, es decir, un modelo matematico de un problema real puede elaborarse con el
concepto de proporcionalidad. Por ejemplo, en un modelo de una poblacién creciente (por
citar un caso, bacterias), se supone que la tasa de crecimiento en el tiempo ¢ es directamente
proporcional a la poblacién en ese tiempo. Si R representa la tasa de crecimiento y P la
poblacioén, la oracién anterior se traduce en

RxP (1
donde el simbolo « se lee “es proporcional a”. La proposicién matemadtica en (1) es un ejem-
plo de una variacién. En esta secciéon examinamos cuatro tipos de variacion: directa,

inversa, conjunta y combinada, cada uno de los cuales produce una ecuacién en dos o mas
variables.

M Variacion directa Comenzamos con la definicién formal de variacion directa.

Definicion 4.4.1 Variacion directa

Una cantidad y varia directamente, o es directamente proporcional a una cantidad x si
existe un nimero k diferente de cero tal que

y = kx (2)

En (2) decimos que el nimero k es la constante de proporcionalidad. Al comparar de
(2) con la figura 4.3.4 sabemos que la gréfica de cualquier ecuacion de la forma dada en (2)
es una recta que pasa por el origen y tiene pendiente k. En la FIGURA 4.4.1 se ilustra la grafica
de (2) cuando k> 0y x = 0.

Por supuesto, con frecuencia en (2) se usan otros simbolos diferentes de x y y. En el
estudio de resortes en fisica se supone que la fuerza F requerida para mantener un resorte
estirado x unidades mds alld de su longitud natural, o sin estirar, es directamente proporcional
al alargamiento de x, es decir (figura 4.4.2),

F = kx (3)

El resultado de (3) se conoce como la ley de Hooke en honor del irascible fisico inglés Robert
Hooke (1635-1703).

y
Longitud
natural !
i La fuerza es
' F=kx
y=kx, k>0 Resorte t
' estirado [ i -
i i
I I
1 1 X
0 X
X H_/
Alargamiento
FIGURA 4.4.1 Grificade y = kx, FIGURA 4.4.2 Resorte estirado

conk>0yx=0
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Ley de Hooke

Un resorte cuya longitud natural es % de pie se estira 1 pulgada al aplicar una fuerza de 30
libras. ;Cudnta fuerza se necesita para estirar el resorte a una longitud de 1 pie?

Solucién  El alargamiento de 1 pulgada equivale a ﬁ En consecuencia, por (2) tenemos
que

30=k() o  k=2360Ib/ft

Por tanto, ' = 360x. Cuando el resorte se estira a una longitud de 1 pie, su alargamiento es de
1- % = % de pie. La fuerza necesaria para estirar el resorte a una longitud de 1 pie es

F =360 -3 = 270 libras =

Una cantidad también puede ser proporcional a una potencia de otra cantidad. En gene-
ral, decimos que y varia directamente con la potencia n-ésima de x, o que es directamente
proporcional a x”, si existe una constante k tal que

y=kx", conn>0 (4)

La potencia n en (4) no tiene que ser un entero.

[N]\Y (Mo Variacion directa

a) Lacircunferencia C de un circulo es directamente proporcional a su radio . Si k es la
constante de proporcionalidad, entonces por (2) podemos escribir C = kr.

b) Elarea A de un circulo es directamente proporcional al cuadrado de su radio r. Si k es
la constante de proporcionalidad, entonces por (4) A = kr’.

¢) El volumen V de una esfera es directamente proporcional al cubo de su radio 7 Si k es

la constante de proporcionalidad, entonces por (4) V = kr. =

En geometria aprendimos que en el inciso a) del ejemplo 2, k = 2r; en el inciso b),
k =,y enel inciso ¢), k = 4/3.

]\ [INe)kY Variacion directa

Suponga que y es directamente proporcional a x°. Si y = 4 cuando x = 2, ;qué valor tiene
y cuando x = 4?

Solucién  Por (3), escribimos y = kx>. Por sustitucién de y = 4 y x = 2 en esta ecuacion,
obtenemos la constante de proporcionalidad k, puesto que 4 = k - 8 implica que k = % Por

tanto, y = %x3. Por tltimo, cuando x = 4, tenemos que y =5 - 4>, 0 y = 32. =

M Variacion inversa Decimos que una cantidad y varia inversamente con x si es propor-
cional al reciproco de x. A continuacién se presenta la definicién formal de este concepto.

Definicion 4.4.2 Variacion inversa

Una cantidad y varia inversamente, o es inversamente proporcional a una cantidad x si
existe un nimero k diferente de cero tal que

y=1 o

Tenga en cuenta en (4) que si la magnitud de una de las cantidades, por ejemplo x,
aumenta, entonces en igual medida se reduce la magnitud de la cantidad y. Por otra parte, si
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FIGURA 4.4.3 Grifica de y = k/x,
conk>0,x=0

<rs]

a) Cilindro

circular recto recto

FIGURA 4.4.4 Cono y cilindro del
ejemplo 4

ﬁ g=1=1=}
_——
— A ——— e
= - —_— e
= D

FIGURA 4.4.5 Barco del ejemplo 5
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A

b) Cono circular

el valor de x es pequefio en magnitud, el valor de y serd grande en magnitud. Esto se observa
claramente en la gréfica que se presenta en la FIGURA 4.4.3 para x > 0.

Otra forma de (4) es xy = k. En el estudio de los gases, la ley de Boyle establece que el
producto de la presion P de un gas ideal y el volumen V ocupado por dicho gas satisface PV
= k. En otras palabras, P es inversamente proporcional a V. Si el volumen V de un recipiente
que contiene un gas ideal se reduce, necesariamente la presion que ejerce dicho gas sobre las
paredes interiores del recipiente aumenta.

En general, decimos que y varia inversamente, o es inversamente proporcional a la
n-ésima potencia de x si existe una constante k tal que

k

n

y = =kx", con n>0

M Variacion conjunta y combinada Una variable puede ser directamente proporcional a
los productos de las potencias de diversas variables. Si la variable z estd dada por

7= k"', (5)

decimos que z varia conjuntamente con la m-ésima potencia de x y la n-ésima potencia de
y, 0 que z es conjuntamente proporcional a x” y y". Desde luego, el concepto de variacion
conjunta expresado en (5) puede extenderse a productos de potencias de mds de dos variables.
Ademads, una cantidad puede ser directamente proporcional a varias variables e inversamente
proporcional a otras variables. Este tipo de variacion se llama variacién combinada.

con m>0 'y n>0

[A] 3\ |JXe}'Y Variacion conjunta

Considere el cilindro circular recto y el cono circular recto que se muestran en la FIGURA
4.4.4. El volumen V de cada uno es conjuntamente proporcional al cuadrado de su radio r
y su altura A. Es decir,

Vcilindro = klrzh y Vcono = k2r2h

Las constantes de proporcionalidad son k; = 7y k, = 7/3. Asi, los volimenes son:

T
— r’h.

VCDI]O = 3

— 2
Vcilindro =mr-h y

[H]\IJXeXY Variacion conjunta

La resistencia hidrodindmica D a un barco que se desplaza por el agua es conjuntamente
proporcional a la densidad p del agua, el drea A de la parte mojada del casco de la nave y
el cuadrado de la velocidad de ésta v. Esto es,

D = kpAv?

(6)

donde k es la constante de proporcionalidad (FIGURA 4.4.5).

La misma relacién (6) puede usarse a veces para determinar la fuerza de friccion que
actda sobre un objeto que se desplaza por el aire.

A]SY[JNeX:-l Variacion combinada

La ley de la Gravitacién Universal de Newton es un buen ejemplo de variacién combi-
nada:

La fuerza que ejerce una masa puntual en el universo sobre otra con masa puntual
es directamente proporcional al producto de las dos masas, e inversamente propor-
cional al cuadrado de la distancia que las separa.
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Si, como se muestra en la FIGURA 4.4.6, representamos las masas con m; y m,, la distancia
entre las masas con r, el cuadrado de la distancia con r2, la magnitud comun de los vec-
tores de fuerza F| y F, con F, y k la constante de proporcionalidad, la interpretacién

simbdlica del pdrrafo anterior es

mm,

r2

F=k

| r
@ —_— -
F F)

— FIGURA 4.4.6 Fuerza gravitacional
" del ejemplo 6

La constante de proporcionalidad k del ejemplo 6 suele denotarse con el simbolo G y se

conoce como constante de la gravitacional universal.

Ejercicios Las respuestas de problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-10.

. Suponga que y varia directamente con el cuadrado de x.
Siy = 3 cuando x = 1, ;qué valor tiene y cuando x = 2?

. Suponga que y es directamente proporcional a la raiz cua-
drada de x. Si y = 4 cuando x = 16, ;qué valor tiene y
cuando x = 257

. Suponga que w es inversamente proporcional a la raiz
ctbica de t. Si w = 2 cuando ¢t = 27, ;qué valor tiene w
cuando ¢ = 87

. Suponga que s varfa inversamente con el cuadrado de r.
Si se triplica el valor de r, cudl serd el efecto en s?

. a) Suponga que una fuerza de 10 libras estira un resorte
3 pulgadas més alld de su longitud natural. Encuentre
la férmula de la fuerza F que se requiere para estirar
el resorte x pies mds alld de su longitud natural.

b) Determine cudnto se estirara el resorte si se le aplica
una fuerza de 50 libras.

. Un resorte cuya longitud natural de 1 pie se estira% de pie
mediante una fuerza de 100 libras. ; Cuanta fuerza se nece-
sita para estirar el resorte hasta una longitud de 2.5 pies?

= Aplicaciones diversas

7. Piedra en caida La distancia s que una piedra recorre
cuando se le deja caer desde un edificio muy alto es pro-
porcional al cuadrado del tiempo ¢ en vuelo. Si la piedra
cae 64 pies en 2 segundos, encuentra una férmula que
relacione sy 7. ;Hasta donde cae la piedraen 5 s? ;Cudnto
cae la piedra entre 2 y 3 segundos?

. Otra piedra en caida La velocidad v de una piedra que
cae desde un edificio muy alto varia directamente con el
tiempo 7 en vuelo. Halle una férmula que relacione v y ¢ si
la velocidad de la piedra al cabo de 1 segundo es de 32

10.

1.

12.

13.

ft/s. Si la piedra se deja caer desde lo alto de un edificio
que mide 144 pies de altura, ;cudl es su velocidad cuando
llega al suelo? [Pista: use el problema 7].

Movimiento del péndulo EI periodo 7 de un péndulo
plano varia directamente con la raiz cuadrada de su longi-
tud L. ;{Cudnto debe cambiar la longitud L para aumentar
al doble el periodo del péndulo?

Peso El peso w de una persona varia directamente con
el cubo de la estatura / de la persona. A los 13 afios, la
persona que mide 60 pulgadas de altura pesa 120 libras.
(Cudl serd el peso de la persona a los 16 afios cuando mida
72 pulgadas de estatura?

Area superficial de un animal El 4rea superficial S (en
metros cuadrados) de un animal es directamente propor-
cional a la potencia dos tercios de su peso w medido en
kilogramos. En el caso de los seres humanos, se considera
que la constante de proporcionalidad es k = 0.11. Calcule
el drea superficial de una persona cuyo peso es de 81 kg.

Tercera ley de Kepler Segtin la tercera ley del movi-
miento planetario de Kepler, el cuadrado del periodo P de
un planeta (es decir, el tiempo que el planeta tarda en dar
una vuelta alrededor del Sol) es proporcional al cubo de
su distancia media s del Sol. El periodo de la Tierra es de
365 dias y su distancia media del Sol es de 92 900 000 mi.
Determine el periodo de Marte si se sabe que su distancia
media del Sol es de 142 000 000 mi.

Fuerza magnética Suponga que las corrientes eléctricas
I, e I, fluyen por cables paralelos largos, como se muestra
en la figura4.4.7. La fuerza F; por unidad de longitud que
se ejerce sobre un cable debido al campo magnético
que rodea al otro cable es conjuntamente proporcional a
las corrientes I, e I,, e inversamente proporcional a la dis-
tancia r entre los cables. Exprese esta variacion combinada
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14.

15.

16.

17.
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como una formula. Si la distancia r se reduce a la mitad,
(cudl es el efecto en la fuerza F;?

)< =
)< >

Cables
=
/ U U \
\
Campo
U L magnético
fe—r—>|

FIGURA 4.4.7 Cables paralelos
para el problema 13

Energia La energia cinética K de un cuerpo en movi-
miento varia conjuntamente con el producto de su masa m
y el cuadrado de su velocidad v. Si la constante de propor-
cionalidad es %, calcule la energia cinética de un neutrén
de masa 1.7 X 10~% kg que se mueve a velocidad cons-
tante de 3.5 X 10* m/s.

Gases Segin laley general de gases, la presion P de una
cantidad de gas es directamente proporcional a la tempe-
ratura absoluta T del gas e inversamente proporcional a su
volumen V. Exprese esta variacion combinada con una
férmula. Un globo grande contiene 500 ft* de un gas en el
nivel del suelo, donde la presién es de 14.7 Ib/in* y la
temperatura es de 293 K (o 20 °C). ;Qué volumen ocupa
este gas a una altitud de 10 mi, donde la presién es de 1.5
Ib/in® y la temperatura absoluta es de 218 K (o —55 °C)?

Tension y deformacion En el estudio de cuerpos eldsti-
cos, la tension es directamente proporcional a la deforma-
cion. En el caso de un alambre de longitud L y un drea
transversal A que se estira una cantidad e por una fuerza
aplicada F, la tension se define como F/A y la deformacion
estd dada por e/L. Halle una férmula que exprese e en
términos de las otras variables.

Velocidad del sonido La velocidad del sonido en el aire
varia con la temperatura de acuerdo con la ecuacién v =
33 145\V/T/273, donde v es la velocidad del sonido en
centimetros por segundo y T es la temperatura del aire
en unidades kelvin (273 K = 0 °C). ;En qué dia el sonido
de el estallido de fuegos artificiales viaja mas rapido: el
4 de julio (T = 310 K) o el 1 de enero (T = 270 K)?
(Cuanto mas rapido?

18.

19.

20.

Fuegos artificiales
del problema 17

Esperanza de vida animal Estudios empiricos indican
que la esperanza de vida de un mamifero en cautiverio se
relaciona con el tamafo del cuerpo por la férmula L =
(11.8)M°?°_ donde L es la esperanza de vida en afios y M
es la masa del cuerpo en kilogramos.
a) (Qué pronostica esta funcién respecto a la esperanza
de vida de un elefante de 4 000 kg en un zool6gico?
b) ;Qué pronostica esta funcion respecto a la esperanza
de vida de un hombre de 80 kg recluido en una car-
cel?

Temperatura La temperatura de una varilla de vidrio
refractario se eleva de una temperatura ¢, a una temperatura
final t,. La expansion térmica e de la varilla es conjunta-
mente proporcional a su longitud L y al aumento de tem-
peratura. Cuando una varilla de 10 cm de longitud se
calienta de 20 °C a 420 °C, su expansion térmica es de
0.012 cm. ;Cuadl es la expansion térmica de la misma vari-
lla cuando se calienta de 20 °C a 550 °C?

Tono de una campana  Segtin un criterio general, el tono
P de una campana es inversamente proporcional a la raiz
cubica de su peso w. Una campana que pesa 800 libras
tiene un tono de 512 ciclos por segundo. ;Cudnto tendria
que pesar una campana similar para producir un tono de
256 ciclos por segundo (do central)?

El tono de una campana
depende de su peso
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i RepaSO de CONCEPtOS Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes.

Sistema de coordenadas cartesianas
(rectangulares)

Semicirculo

Intersecciones de una gréfica:

Ejes de coordenadas: con el eje x
eje x conel ejey
ejey Simetria de una grafica:
Coordenadas de un punto con el eje x
Cuadrantes con eje y
Punto: con el origen
coordenadas Pendiente de una recta:
Férmula de la distancia positiva
Foérmula del punto medio negativa
Circulo: indefinida

forma estandar
completar el cuadrado

Ecuaciones de rectas:
forma punto-pendiente

forma pendiente-interseccioén
Recta vertical
Recta horizontal
Rectas paralelas
Rectas perpendiculares
Variacion:

directa

inversa

conjunta

combinada

constante de proporcionalidad

Y M Fiercicios de repaso

=A. Verdadero o falso

Las respuestas a los problemas impares seleccionados
comienzan en la pagina RESP-10.

En los problemas 1 a 22, responda verdadero o falso.

1.

N

10.

1.

El punto (5, 0) estd en el cuadrante 1.
El punto (—3, 7) estd en el cuadrante III.
Los puntos (0, 3), (2, 2) y (6, 0) son colineales.

Dos rectas con pendientes positivas no pueden ser perpen-
diculares.

La ecuacion de una recta vertical que pasa por (2, —5) es
x=12.

Si A, By C son puntos en el plano cartesiano, siempre es
verdad que d(A, B) + d(B, C) > d(A, C).

. Lasrectas 2x + 3y = 5y —2x + 3y = 1 son perpendicu-

lares.

El circulo (x + 1)> + (y — 1)> = 1 es tangente tanto al eje
x como al eje y.

La grafica de la ecuacién y = x + x> es simétrica respecto
al origen.

El centro del circulo x> + 4x + y*> + 10y = O es (—2, —5).

El circulo x> + 4x + y* + 10y = 0 pasa por el origen.

12

13.

14.

15.
16.

17.

18.

19.

20.

22.

Si una recta tiene pendiente indefinida, entonces tiene que
ser vertical.

El circulo (x — 3)> + (y + 5)? no tiene intersecciones.

. 13 .
Si (—3, 5) se encuentra en una recta con pendiente 1, enton-
3 ..
ces (3, —3) también se halla en la recta.

Las rectas y = 2x — 5y y = 2x son paralelas.

Siy es inversamente proporcional a x, y se reduce conforme
X aumenta.

La recta que pasa por los puntos (—1, 2) y (4, 2) es hori-
zontal.

Las gréficas de rectas de la forma y = mx, con m > 0, no
pueden contener un punto con coordenada x negativa y
coordenada y positiva.

Si la grafica de una ecuacién contiene el punto (2, 3) y es
simétrica respecto al eje x, la grafica también contiene el
punto (2, —3).

La grafica de la ecuacion | x| =|y|es simétrica respecto al
eje x, el eje y y el origen.

. No hay ningtin punto en el circulo x> + y* — 10x + 22 =

0 que tenga 2 como coordenada x.

El radio r del circulo con centro en el origen que contiene
el punto (1, —2) es 5.
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=B. Llene los espacios en blanco

En los problemas 1 a 20, llene los espacios en blanco.

1.

10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

196

. La pendiente de la recta 4y =

. La graficade y = —6 esuna

Las rectas 2x — 5y = 1 y kx + 3y + 3 = 0 son paralelas
sik =

. La ecuacién de una recta que pasa por (1, 2) y es perpen-

dicularay = 3x — 5Ses

. La pendiente y las intersecciones con los ejes x y y de la

recta —4x + 3y — 48 = 0 son

. La distancia entre los puntos (5, 1) y (=1, 9) es

6x + 3 esm =

. Las rectas 2x — 5y = 1y kx + 3y + 3 = 0 son perpen-

diculares si k =

. Dos puntos del circulo x> + y* = 25 con la misma coor-

denada y —3 son

. El centro y el radio del circulo (x — 22+ +7)?*=8

son

El punto (1, 5) estd en una grafica. Dé las coordenadas de
otro punto en la gréfica si ésta es

a) simétrica respecto al eje x.

b) simétrica respecto al eje y.

¢) simétrica respecto al origen.

Si (—2, 6) es el punto medio de un segmento de recta que
vade P(x;,3) a P, (8, y,), entonces x; = Yy, =

El punto medio del segmento de recta que va de P(2, —5)
a P8, —9)es

Los cuadrantes del plano xy donde el cociente x/y es nega-
tivo son

Una recta con interseccion con el eje x en (—4, 0) e
interseccién con el eje y en (0, 32) tiene pendiente

La ecuacidén de una recta perpendicular a y = 3 que con-
tiene el punto (—2, 7) es

Siel punto (a,a + \/§) estd en la grafica de y = 2x, enton-
cesa =

La graficade y = =V 100 — x” es una

La ecuacién es un ejemplo de un circulo
cuyo centro y las dos intersecciones con el eje x se halla
en el eje x negativo.

La distancia del punto medio del segmento de recta que
une los puntos (4, —6) y (—2, 0) con el origen es

20.

Si p varia inversamente con el cubo de g y p = 9 cuando
q = —1, entonces p = cuando g = 3.

=C. Ejercicios de repaso

1.

10.

1.

12.

13.

14.

Determine si los puntos A(1, 1), B(3, 3) y C(5, 1) son
vértices de un tridngulo rectdngulo.

Halle la ecuacién de un circulo con los puntos (3, 4) y (5,
6) como los extremos del diametro.

Halle la ecuacién de la recta que pasa por el origen y es
perpendicular a la recta que pasa por (1, 1)y (2, —2).

Halle la ecuacién de la recta que pasa por (2, 4) y es para-
lela a la recta que pasa (—1, —1) y (4, —3).

Considere el segmento de recta que une (—1, 6) y (1, 10)
y el segmento de recta que une (7, 3) y (—3, —2). Halle la
ecuacion de la recta que contiene los puntos medios de
estos dos segmentos de recta.

Halle la ecuacion de la recta que pasa por (3, —8) y es
paralelaalarecta2x —y = —7.

Halle dos puntos, distintos de las intersecciones con los
ejes, en la recta 2x + 5y = 12.

La coordenada y de un punto es 2. Halle la coordenada x
del punto si la distancia del punto a (1, 3) es V26.

Halle la ecuacioén del circulo con centro en el origen si la
longitud de su didmetro es 8.

Halle la ecuacioén del circulo cuyo centro es (1, 1) y pasa
por el punto (5, 2).

Halle las ecuaciones de los circulos que pasan por los
puntos (1, 3) y (—1, —3) y tienen radio 10.

El punto (—3, b) estd en la graficade y + 2x + 10 = 0.
Halle b.

Tres vértices de un rectdngulo estdn en (3, 5), (=3, 7)y
(=6, —2). Determine el cuarto vértice.

Halle el punto de interseccion de las diagonales del rec-
tdngulo del problema 13.

En los problemas 15 y 16, obtenga el valor de x.

15.
16.
17.

18.

19.

Pl(-xy 2)9 P2(1> 1)’ d(P15 P2) =V 10
Pl(xr 0)» PZ(_47 3x)7 d(Ph P2) = 4

Halle la ecuacién que relaciona x y y si se sabe que la
distancia (x, y) a (0, 1) es la misma que la de (x, y) a
(x, = D).

Demuestre que el punto (—1, 5) estd en la bisectriz per-
pendicular del segmento de recta que va de P(1, 1) a
P>(3,7).

M es el punto medio del segmento de recta que va de P;(2,
3) a P,(6, —9). Halle el punto medio del segmento de recta
que va de P; a M y el punto medio del segmento de
recta que vade M a P,.
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20. En la FIGURA 4.R.1 se muestran los puntos medios de los
lados de un tridngulo. Determine los vértices del tridn-
gulo.

(%3, ¥3)
(2,3)

(2, ¥2)
-1.2)

(1, 1)

(xl’yl)

FIGURA 4.R.1 Tridngulo para el
problema 20

21. Una recta tangente a un circulo en el punto P del circulo
es la que pasa por Py es perpendicular a la recta que pasa
por Py el centro del circulo. Halle la ecuacién de la recta
tangente L que se indica en la FIGURA 4.R.2.

(x=3)2+(y-4)?%=4

4 P

|
!
4

FIGURA 4.R.2 Grifica para el

problema 21
a) Y by Y
2+ 2+
——t—x — X
2 2
e) oY
L 2 =+

N

DN A P

FIGURA 4.R.4 Grificas para los problemas 23 a 30

22. ;Cuadl de las ecuaciones siguientes describe mejor el circulo
ilustrado en la FIGURA 4.R.3? Los simbolos a, b, ¢, d y e son
constantes diferentes de cero.

a) ax’>+by’+cex+dy+e=0
b) a*+ay’+cex+dy+e=0
) a*+ay+cx+dy=0

d a’+ay’+c=0

e) a*+tay’+cx+e=0

y

FIGURA 4.R.3 Grifica para el
problema 22

En los problemas 23 a 30, relacione la ecuacién dada con la
grafica que corresponda de la FIGURA 4.R.4.

2. x+ty—1=0

24 x+y=0
5. x—1=0
26. y—1=0

27. 10x+y—10=0
28. —10x+y+10=0
29. x+ 10y —10=0
3. —x+10y—10=0

¢ Y d v
2+ 2+
—_ -
o e 4 —t—x
2 2
g Y h)y Y
2+ 2+
N
—%ﬂ—» X — X
2 2
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FUNCIONES Y GRAFICAS

En este capitulo

5.1 Funciones y gréficas

5.2 Simetria y transformaciones
5.3 Funciones lineal y cuadrética
5.4  Funciones definidas por partes

5.5 Combinacion de funciones

5.6 Funciones inversas o~

5.7 Traduccién de palabras a funciones
5.8 Recta de minimos cuadrados

Ejercicios de repaso

Un poco de historia Si se planteara la pregunta “;cudl es el concepto mate-
madtico mds importante?” a un grupo de matematicos, maestros de matemati-
cas y cientificos, no hay duda de que el término funcion apareceria cerca o
incluso en el primer lugar de la lista de respuestas. En los capitulos 5 y 6 nos
centraremos sobre todo en la definicion y la interpretacion gréfica de las fun-
ciones.

Es probable que el matemadtico alemén y “coinventor” del cdlculo Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716) haya introducido la palabra funcion a finales
del siglo xvii; este vocablo proviene del latin functo, que significa actuar o
ejecutar. En los siglos xvir y xvii, los matemadticos tenian una idea muy vaga
de funcion. Para muchos de ellos, una relacidon funcional entre dos variables
estaba dada por alguna curva suave o una ecuacion con dos variables. Aunque
las formulas y ecuaciones desempefian un papel importante en el estudio de las
funciones, en la seccién 5.1 veremos que la interpretacion “moderna” de fun-
cion (que data de mediados del siglo X1x) es la de un tipo especial de corres-
pondencia entre los elementos de dos conjuntos.

correspondenci
que hay entre lo
alumnos de un
clase y las banca
que ocupan es u
ejemplo d

funcio




El conjunto Y no es necesariamente
el rango

Sef (x)
Rango

FIGURA 5.1.1 Dominio y rango de
una funcién f

Véase (3) de la seccién 2.6. >
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5.1 Funciones y graficas

M Introduccion Al usar los objetos y las personas que nos rodean, es facil establecer una
regla de correspondencia que asocie, esto es, que haga coincidir los elementos de un conjunto
con los de otro conjunto. Por ejemplo, cada nimero de seguro social se relaciona con una
persona; cada automovil registrado en California con un nimero de placas, cada libro tiene
cuando menos un autor, cada estado tiene un gobernador, etc. Hay una correspondencia
natural entre un conjunto de 20 alumnos y un conjunto de, digamos, 25 pupitres en un salén
de clase, cuando cada uno haya seleccionado y se siente en uno de los que estin disponibles.
En matematicas nos interesa un tipo especial de correspondencia, una correspondencia uni-
voca entre valores, que se 1llama funcion.

Definicion 5.1.1 Funcién

Una funcion de un conjunto X a un conjunto Y es una regla de correspondencia que asigna
a cada elemento x de X exactamente un elemento y de Y.

En la correspondencia entre alumnos y pupitres, suponga que el conjunto de 20 alumnos
es el conjunto X, y el conjunto de 25 pupitres es el conjunto Y. Esta correspondencia es una
funcién del conjunto X al conjunto Y, siempre que no haya alumno que se siente en dos
pupitres al mismo tiempo.

B Terminologia Se acostumbra representar una funcién por una letra, por ejemplo f, g o k.
Entonces, se puede representar una funcion f de un conjunto X a un conjunto ¥ mediante la
notacién f:X — Y. El conjunto X se llama dominio de f. El conjunto de elementos correspon-
dientes y del conjunto Y se llama rango de la funcién. En el caso de nuestra funcién alumno/
pupitre, el conjunto de alumnos es el dominio y el conjunto de 20 pupitres que realmente estén
ocupados por alumnos es el rango. Observe que el rango de fno necesita ser el conjunto entero
Y. El elemento tnico y en el rango que corresponde a un elemento seleccionado x en el domi-
nio X se llama valor de la funcién en x, o la imagen de x, y se escribe f(x). Este dltimo simbolo
se lee “efe de equis o “efe en equis”, y se escribe y = f(x) (FIGURA 5.1.1). En muchos libros, a
x se le llama entrada de la funcién y a f(x) salida de la funcién. Como el valor de y depende
de la eleccién de x, a y se le llama variable dependiente; a x se le llama variable indepen-
diente. A menos que se indique otra cosa, aqui supondremos en adelante que los conjuntos X
y Y estan formados por nimeros reales.

(]S [kl La funcion elevar al cuadrado

La regla para elevar al cuadrado un niimero real es la ecuacién y = x* o f(x) = x°. Los
valores de fen x = —5y x = V7 se obtienen sustituyendo x, cada vez, por los niimeros

-5y V7:

f(=5)=(-52=25 y f(VI)=(VI)?=1. =

A veces, para destacarla escribiremos una funcién usando paréntesis en lugar del simbolo
x. Por ejemplo, podemos escribir la funcién de elevar al cuadrado, f(x) = x> en la forma

C)=0)" (1)

Esto ilustra el hecho que x es un comodin que puede ser sustituido por cualquier nimero del
dominio de la funcién y = f(x). Asi, si se desea evaluar (1) en, por ejemplo, 3 + &, donde &
representa un nimero real, se pone 3 + & entre los paréntesis y se hacen las operaciones
algebraicas adecuadas.

f3+n)=B+h)?*=9+6h+ h2
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Si una funcién f se define mediante una férmula o una ecuacion, en el caso tipico el
dominio de y = f(x) no se indica en forma expresa. Se verd que normalmente se puede dedu-
cir el dominio de y = f(x), ya sea por la estructura de la ecuacién, o por el contexto del
problema.

[A]3\Y[JXe}Y Dominioy rango

En el ejemplo 1, como todo niimero real x se puede elevar al cuadrado, y el resultado x*
es otro nimero real, f(x) = x* es una funcién de R a R, esto es, f:R — R. En otras palabras,
el dominio de fes el conjunto R de los nimeros reales. Usando la notacion de intervalos, el
dominio también se expresa como (—2, «). El rango de f es el conjunto de los nimeros

reales no negativos, o [0, ); esto se debe a que =0 para todo nimero real x. =

M Dominio de una funcion Como se vio antes, en general no se especifica el dominio de
una funcién y = f(x) que se define por una férmula. A menos que se indique o esté implicito
lo contrario, se sobreentiende que:

El dominio de una funcion f es el mayor subconjunto del conjunto de niimeros reales
para los que f(x) es un niimero real.

A este conjunto se le llama a veces dominio implicito de la funcién. Por ejemplo, no se puede
calcular f(0) de la funcidn reciproca f(x) = 1/x, ya que 1/0 no es un nimero real. En este caso
se dice que f estd indefinida en x = 0. Como todo nimero real distinto de cero tiene un
reciproco, el dominio de f(x) = 1/x es el conjunto de los nimeros reales excepto 0. Con el
mismo razonamiento se ve que la funcién g(x) = 1/(x> — 4) no esté definidaen x = —2 0 en
x =2, por lo que su dominio es el conjunto de los nimeros reales, excepto —2y 2. La funcién
raiz cuadrada A(x) = Vx no estd definida en x = —1, porque V—1 no es un nimero real.
Para que 4(x) = Vx esté definido en el sistema de los nimeros reales, se requiere que el
radicando, que en este caso simplemente es x, sea no negativo. En la desigualdad x = 0 se
ve que el dominio de la funcién 4 es el intervalo [0, o).

[A]J|{Xe]Y Dominioy rango

Determine el dominio y el rango de f(x) = 4 + Vx — 3.

Solucion  Elradicando x — 3 debe ser no negativo. Al resolver la desigualdad x — 3 =0 se
obtiene x = 3, por lo que el dominio de fes [3, ). Ahora, como el simbolo \/ representa
la raiz cuadrada principal de un nimero, Vx — 3 = 0 para x = 3 y, en consecuencia,
4 + Vx — 3 = 4. El valor minimo de f(x) estienx = 3, yes f(3) =4 + V0 = 4.
Ademds, debido aque x — 3 y Vx — 3 crecen cuando x toma valores cada vez mayores,

llegamos a la conclusion de que y = 4. En consecuencia, el rango de fes [4, ). =

[A]|{XeX'q Dominio de f
Determine el dominio de f(x) = Vx? + 2x — 15.

Soluciéon  Como en el ejemplo 3, 1a expresion bajo el signo radical, el radicando, debe ser
no negativa, esto es, el dominio de f'es el conjunto de los niimeros reales x para los cuales
¥ +2x— 15=00(x — 3)(x + 5) = 0. Ya resolvimos esta desigualdad, mediante una
tabla de signos, en el ejemplo 1 de la seccién 3.7. El conjunto solucién de la desigualdad
(=0, =5]U[3, ) también es el dominio de f. =

5.1 Funcionesy gréficas
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Véase la seccion 2.4.
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y
(xp, [ (xy)) (3, (x3))

FIGURA 5.1.2 Puntos en la grifica
de una ecuacion y = f(x)
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(A]JY[JXe):H Dominios de dos funciones

Determine el dominio de a) g(x)

:—«% y b h(x) =
x+2x — 15 x 3x — 4
Solucién  Una funcidn representada por una expresion fraccionaria no estd definida en
los valores de x para los cuales su denominador es igual a 0.
a) La expresion bajo el radical es la misma que la del ejemplo 4. Como x> + 2x — 15
estd en el denominador, entonces x> + 2x — 15 # 0. Esto excluyeax = =5y x = 3.
Por afiadidura, como x> + 2x — 15 aparece dentro de un radical se debe cumplir que
x%> 4+ 2x — 15 > 0 para todos los demés valores de x. Entonces, el dominio de la
funcidn g es la unién de dos intervalos abiertos (—, —5) U (3, ).
b) Como el denominador de A(x) se puede factorizar,

>=3x—-4=(x+1)(x—-4)

seveque (x + 1) (x —4) = 0 parax = —1 y x = 4. En contraste con la funcién del
inciso a), éstos son los zinicos ndimeros para los que 4 no estd definida. Por consi-
guiente, el dominio de la funcién 4 es el conjunto de los nimeros reales, excepto a

x=—-lyx=4. =

Con la notacién de intervalos, el dominio de % en el inciso b) del ejemplo 5 se puede
escribir como sigue:

(=0, —1) U (—1,4) U (4, »).

Como alternativa para esta complicada unién de intervalos disjuntos, también se puede expre-
sar este dominio en notacién de conjuntos como {x | x un nimero real x # —1y x # 4}.

B Graficas Con frecuencia se usa una funcién para describir fenémenos en ciencias, inge-
nierfa y comercio. Para interpretar y utilizar datos se aconseja mostrarlos en forma de una
grifica. La gréfica de una funcion fes la grafica del conjunto de pares ordenados (x, f(x)),
donde x estd en el dominio de f. En el plano xy, un par ordenado (x, f(x)) es un punto, y enton-
ces la grifica de una ecuacién es un conjunto de puntos. Si una funcién estd definida por una
ecuacion y = f(x), entonces la gréfica de fes la grafica de la ecuacién. Para obtener puntos
de la gréfica de una ecuacién y = f(x) se escogen nimeros adecuados xi, x,, X3 . . . en su
dominio, se calculan f(x;), f(x,), f(x3). . . , se grafican los puntos correspondientes (x;, f(x1)),
(%2, f(x2))s (x3, f(x3)) . . . y a continuacién se unen esos puntos con una curva (FIGURA 5.1.2).
Téngase en cuenta que:

* un valor de x es una distancia dirigida desde el eje y
¢ un valor de funcién f(x) es una distancia dirigida desde el eje x.

B Comportamiento en los extremos Cabe aclarar algo acerca de las figuras de este libro.
Con pocas excepciones, en general es imposible mostrar la grafica completa de una funcidn,
y entonces se muestran sé6lo las caracteristicas mas importantes de ella. En la FIGURA 5.1.3a),
nétese que la grafica baja en sus lados izquierdo y derecho. A menos que se indique lo con-
trario, podremos suponer que no hay sorpresas mas alld de las que hemos mostrado, y que la
grafica sélo continda en la forma indicada. La grafica de la figura 5.1.3a) indica el llamado
comportamiento en los extremos, o comportamiento global de la funcién: para un punto
(x, y) en la gréfica, los valores de la coordenada y se vuelven infinitos en magnitud en la
direccién descendente o negativa a medida que la coordenada x se vuelve infinita en magni-
tud tanto en la direccién negativa como en la direccién positiva en la recta numérica. Es
conveniente describir este comportamiento en los extremos mediante los simbolos

y — —o cuando x — —o0 y y — —o cuando x — © (2)
El simbolo — en (2) se lee “tiende a”. Asi, por ejemplo, y — — cuando x — o se lee asi:

“y tiende al infinito por la izquierda cuando x se acerca al infinito”.
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a) Funcion b) No es una funcion ¢) No es una funcién

FIGURA 5.1.3 Prueba de la recta vertical

(Diremos més acerca de este concepto de comportamiento global en el capitulo 6.) Si
una grafica termina en su extremo derecho o izquierdo, lo indicaremos con un punto cuando
se necesite mayor claridad (FIGURA 5.1.4). Usaremos un punto lleno para representar que el
extremo se incluye en la gréfica, y un punto abierto para indicar que el extremo no se incluye
en la grafica.

=

Dominio

M Prueba de larectavertical De acuerdo con la definicién de funcién, sabemos que a cada def
x en el dominio de f corresponde s6lo un valor f(x) del rango. Eso quiere decir que una recta  FIGURA 5.1.4 Interpretacion grafica
vertical que corte la grafica de una funcién y = f(x) (equivale a escoger una x) s6lo lo puede  del dominio y rango
hacer una vez. Al revés, si cada recta vertical que corta una gréafica de una ecuacion lo hace
cuando mucho en un punto, entonces la grafica es de una funcién. A esta dltima proposicién
se le llama prueba de la recta vertical de una funcién [figura 5.1.3a)]. Por otra parte, si
alguna recta vertical interseca una grafica de una ecuaciéon mas de una vez, la grafica no es
la de una funcidn [figura 5.1.3b) y 5.1.3¢)]. Cuando una recta vertical interseca una grafica
en varios puntos, el mismo niimero x corresponde a diferentes valores de y, lo que contradice
la definicion de funcién.

Si tiene usted una grafica precisa de una funcién y = f(x), con frecuencia es posible ver
el dominio y el rango de f. En la figura 5.1.4 se supone que la curva de color es la grafica
completa de una funcién f. El dominio de f es, entonces, el intervalo [a, b] en el eje x, y el
rango es el intervalo [¢, d] en el eje y.

[A]AV[JHeXH Regreso al ejemplo 3

. .. y I
Enlagrificade f(x) = 4 + Vx — 3,delaFIGURAS.1.5, se ve que el dominio y el rango de T L y=4+%x-3
S son, respectivamente, [3, ) y [4, ). Esto concuerda con los resultados del ejemplo 3. =  Elrangode t
fes[4,0) T (3.4)
Como se vio en la figura 5.1.3b), un circulo no es la grifica de una funcién. En realidad, L 1
una ecuacién como x> + y* = 9 define (al menos) dos funciones de x. Si esta ecuacién se T
—t—t—t—t—+>X
resuelve para y en funcién de x, se obtiene y = £\9 — x*. Debido a la convencién del valor El dominio
tinico del signo /", ambas ecuaciones,y = V9 — x>y y = —\V9 — x?, definen funciones. de fes [3, o)

Como se vio en la seccidn 4.2, la primera ecuacion define un semicirculo superior, y 1a  FIGURA5.1.5 Grafica de la funcién f
segunda define a un semicirculo inferior. De las gréificas que se muestran en la IGURA5.1.6,  del ejemplo 6

YA y=~N9-x2 YA y=-N9 - x2
4 X
X 4
a) Semicirculo superior b) Semicirculo inferior

FIGURA 5.1.6 Estos semicirculos son gréficas de funciones
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En el capitulo 6 se abunda en este
tema.
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>

el dominio de y = V9 — x? es[—3, 3] y el rango es [0, 3]; el dominio y el rango de
y =—V9 — x?son[—3,3]y[—3, 0], respectivamente.

M Intersecciones con los ejes A fin de graficar una funcién definida por una ecuacién
y = f(x), se suele aconsejar que primero se determine si la gréfica de f interseca los ejes.
Recuérdese que todos los puntos del eje y tienen la forma (0, y). Asf, si 0 estd en el dominio
de una funcién f, la interseccion con el eje y es el punto cuya ordenada es f(0); en otras
palabras, es (0, f(0)) [FIGURA 5.1.7a)]. De igual modo, todos los puntos en el eje x tienen la
forma (x, 0). Eso quiere decir que para determinar las intersecciones con el eje x de la gréifica
de y = f(x) se determinan los valores de x que hacen que y = 0. Esto es, se debe despejar x
de la ecuacién f(x) = 0. Un nimero ¢ para el cual

fl)=0

se llama cero de la funcién £, o raiz (o solucién) de la ecuacién f(x) = 0. Los ceros reales de
una funcioén f son las coordenadas x de las intersecciones con el eje x de la gréfica de f. En
la figura 5.1.7b) hemos ilustrado una funcién que tiene tres ceros, x;, x, y x3, porque f(x;) = 0,
flxs) = 0y f(x3) = 0. Las tres correspondientes intersecciones con el eje x (x, 0), (x5, 0), (x3, 0).
Naturalmente, la grafica de una funcién puede no tener intersecciones con los ejes, lo cual se
ve en la figura 5.1.5.

y O
" y=fw )
(0, f(0))
X = X
(1L ON\_/ (2,00 \(x3,0) (x1,0) 102, 0)
a) Una interseccion b) Tres intersecciones ¢) Una interseccién con el eje y
con el eje y con el eje x y dos con el eje x

FIGURA 5.1.7 Intersecciones de la grifica de una funcién f

Una gréfica no necesariamente tiene que cortar un eje coordenado en una interseccion.
La grafica podria ser simplemente tangente al eje, es decir, podria focarlo. En la figura 5.1.7¢),
la gréfica de y = f(x) es tangente al eje x en (x;, 0). También, la grafica de una funcién f puede
tener cuando mucho una interseccion con el eje y ya que, si O estd en el dominio de f;, s6lo
puede corresponderle un valor de y, que seria y = f{(0).

[A]F\|JXelyl Intersecciones con los ejes

Determine las intersecciones con los ejes coordenados de la funcién indicada.

2-2x—3
a) f(x)=x>+2x-2 b) f(x)Z%
Solucion @) Como 0 estd en el dominio de f, f(0) = —2 es la coordenada y de la inter-

seccién con el eje y de la grafica de f. La interseccién con el eje y es el punto (0, —2).
Para obtener las intersecciones con el eje x se debe determinar si f tiene ceros reales,
esto es, soluciones reales de la ecuacién f(x) = 0. En virtud de que el miembro iz-
quierdo de la ecuacién x> + 2x — 2 = 0 no tiene factores obvios, se aplica la férmu-
la general de segundo grado para obtener x = 3(2 4 V/12). Debido a que
V12 = V4-3 = 2V/3, los ceros de f son los nimeros 1 — V3 y1 + V3. Las
intersecciones con el eje x son los puntos (1 — V/3,0)y (1 + V3,0).

b) Como 0 no estd en el dominio de f( f(0) = —3/0 no estd definida), la gréfica de f no
tiene interseccion con el eje y. Ahora, como f es una expresion fraccionaria, la inica
forma en que f(x) = 0 es hacer que el numerador sea igual a cero. Si se factoriza el
miembro izquierdo de x> — 2x — 3 = 0, se obtiene (x + 1) (x — 3) = 0. Por consi-
guiente, los nimeros —1 y 3 son los ceros de f. Las intersecciones con el eje x son
los puntos (—1, 0) y (3, 0). =
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B Determinacion aproximada de los ceros Aun cuando sea obvio que la grafica de una

funcion y

= f(x) tenga intersecciones con el eje x, no siempre es posible resolver la ecuacién

Sf{x) = 0. De hecho, es imposible resolver exactamente algunas ecuaciones; a veces lo mejor

que se puede hacer es aproximar los ceros de la funcién. Una forma de hacerlo es trazar una

grafica muy exacta de f.

[A]|{XeX:Q Intersecciones con los ejes

En la seccién 6.5 veremos otra
forma de aproximar los ceros de
una funcién

Con ayuda de un graficador, la grafica de la funcién f(x) = x> — x + 4 se ve en la FIGURA
5.1.8. De f(0) = 4, se observa que el punto de interseccién con el eje y es (0, 4). Como se
ve en la figura, parece que hay una sola interseccién con el eje x, cuya abscisa puede ser
—1.7 o —1.8. Sin embargo, no hay forma de determinar con exactitud las raices de la

ecuacion x> — x + 4 = 0. Sin embargo, se puede calcular aproximadamente, o aproximar

la raiz real de esta ecuacion con ayuda de la funcioén find root de una calculadora grafica-
dora o un programa de dlgebra para computadora. De este modo se ve que x = —1.796,
por lo que la abscisa al origen aproximada es (—1.796, 0). Para comprobar, obsérvese que
el valor de la funcién

F(=1.796) = (—1.796)* — (—1.796) + 4 ~ 0.0028

€S cercano a cero.

Notas del aula

© © ¢ 0 0 0000000000000 00000 0000000000000 0000000000000 000000000 o

Al trazar la gréfica de una funcién nunca debe graficar muchos puntos a mano. Es algo
que hacen bien las calculadoras graficadoras o las computadoras. Por otra parte, nunca
debe dependerse de una calculadora para obtener una gréfica. Créalo o no, hay profesores
que no permiten usar calculadoras graficadoras en los exdmenes. En general, no hay obje-
cién al empleo de calculadoras o computadoras como auxiliares para comprobar los
problemas de tarea, pero en la clase, los profesores quieren ver el fruto de la mente de sus
alumnos, es decir, su capacidad para analizar. Por ello, le recomendamos desarrollar su
destreza para trazar graficas, hasta el punto de poder bosquejar rapidamente, a mano, una
funcion, al tener una familiaridad bésica con los tipos de funciones, y graficando un minimo
de puntos bien escogidos. Las transformaciones que se estudian en la préxima seccién
también ayudan a trazar una gréfica.

2+
_'2/ _
FIGURA 5.1.8 Abscisa al origen
aproximada del ejemplo 8

X

1 2

—_

ﬁ Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-11.

|

En los problemas 1 a 6, calcule los valores indicados de la
funcion.

1. Sif f(x), f(2a), f(az
f

x> = 1; f(=5), f(=V3), f(3) y f(6)
—2x" + x; f(=5), f(=3), f(2) y £(7)
Vx + 1; f(=1), £(0), f(3) y f(5)
\/m F(=5).1G). fG) y £(4)

s F(=1), £(0), F(1) y f(V2)
f

X

X

(x)
(x)
if(x)
(x)
(x)

_2(

1. £ )
8 f( )=

= W N

Si f(x

5. Si f(x ey

2

=2

6. Sif(x) = (=V2), f(=1), £(0) y £(3)

5.1 Funcionesy gréficas

10. ;Para qué valores de xes f(x) =

En los problemas 7 y 8 determine

). f(=5x), f(2a + 1)y f(x + h)

de la funcién dada f; y simplifique todo lo posible.

> +3()
)* =2

9. (Para qué valores de xes f(x) = 6x> — 1 igual a23?

)2+ 20

Vx — 4 igual a 4?
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En los problemas 11 a 20, determine el dominio de la fun- 28. y
cidn f.

M. f(x) = Viax —2
12. f(x) = V15 — 5x

10 *
13. f(x) = ——
- FIGURA 5.1.10 Gréfica
2x del problema 28
AV |
2x — 5
15. = — 29,
1) x(x —3) Y
X
16. =
) ==
1 \ W
LIS R S TR
+1 FIGURA 5.1.11 Grifica
X
18. f(x) — pEpy— del problema 29
i 30.
19. = Y
f(x) X—=—x+1
2
x*=9
20. =——
7 x> =2x—1 X

En los problemas 21 a 26, use el método de la tabla de signos

para determinar el dominio de la funcién f. FIGURA5.1.12 Grafica
N f(x) =125 — 2 del problema 30
2. f(x)=Vx(4 - x)
En los problemas 31 a 34 use la grafica de la funcién f que

8. f(x) =Vx*—5x se ve en la figura para determinar su dominio y su rango.
24. f(x) =Vx*—3x - 10 3. y

3—x
25. =

1) x+2

5—x

2. f(x)= P i

FIGURA 5.1.13 Gréfica del pro-

En los problemas 27 a 30, determine si la grifica que muestra blema 31
la figura es la de una funcién.
21. y 32. y
4
~ 2T
X X
1
I~
FIGURA 5.1.9 Grifica del FIGURA 5.1.14 Grifica del
problema 27 problema 32
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3. vy

FIGURA 5.1.15 Grifica del
problema 33

34.

FIGURA 5.1.16 Gréfica del
problema 34

En los problemas 35 a 42, determine los ceros de la funcién
dada f.

3. f(x)
36. f(x)
3. f(x)
38 f(x)=x*—2x—1
39. f(x)
40. f(x)
an. f(x)
2. f(x)=2-V4-x

En los problemas 43 a 50, calcule las intersecciones con los
ejes coordenados, si las hay, de la grafica de la funcién indi-
cada f. No trace la gréafica.

4. f(x)=3ix—4

4. f(x) =x*—6x+5

8. f(x) =4(x—2)2—-1

46. f(x) = (2x — 3)(x> + 8x + 16)
X2+ 4

47. f(x) = 2_ 16

8 f(x) = x(x +xlj_()86 - 6)

49. f(x) =%\/4—)c2
50. f(x) =3Vx®>—2x—3

En los problemas 51 y 52, encuentre dos funciones y = f;(x)
y y = f>(x) definidas por la ecuacién indicada. Determine el

dominio de las funciones f; y f>.

5. x =y*—5

52. x> — 4y* =16

En los problemas 53 y 54, use la grifica de la funcién f que

se ve en la figura para estimar los valores de f(—3), f(—2),
S(=1), (1), f(2) y f(3). Aproxime la interseccion con el eje y.

53. y
4

-4 -2 2 4 x

FIGURA 5.1.17 Grifica del problema 53

54. y
4

\ 2 4 X
7

FIGURA 5.1.18 Grifica del problema 54

En los problemas 55 y 56, use la grafica de la funcién f que
muestra la figura para estimar los valores de f(—2), f(—1.5),
£0.5), (1), f(2) y £(3.2). Aproxime las intersecciones con el
eje x.
55, y
4

=2

-4

FIGURA 5.1.19 Grifica del problema 55

5.1 Funcionesy gréficas 207



56.

57.
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A<

=2

4

FIGURA 5.1.20 Grifica del problema 56

Funcion factorial En el estudio de las matematicas, algu-
nas de las funciones con las que se encontrard tienen como
dominio el conjunto de los enteros positivos n. La funcién
factorial f(n) = n! se define como el producto de los pri-
meros n enteros positivos, esto es,

f(n)=n'=1-2-3---(n—1) n.

a) Caleule f(2), f(3),/(5) y f(7).
b) Demuestre que f(n + 1)=f(n)-(n + 1).
¢) Simplifique f(n + 2)/f(n).

58.

Una funciénde suma Otra funcién de un entero positivo
n expresa la suma de los primeros 7 enteros positivos ele-
vados al cuadrado:

S(n) =tn(n+1)2n+1)=1>+22+ -+ n’

a) Calcule el valor de la suma 12 + 22 + - - - + 992 +
100°.

b) Calcule n tal que 300 < S(n) < 400. [Pista: use una
calculadoral.

=Para la discusion

59.

60.

61.

62.

Deduzca la ecuacién de una funcién y = f(x) cuyo dominio
seaa)[3, ), b) (3, ).

Deduzca la ecuacién de una funcién y = f(x) cuyo rango
seaa)|[3, «), b) (3, ).

(Cuadl es el tnico punto que puede ser tanto una intersec-
cién con el eje x como una con el eje y en la grafica de la
funcién y = f(x)?

Considere la funcién f(x) = Después de factori-

-1
zar el denominador y cancelar el factor comun, escribimos

fx) =

1 Explique: ;estd x = 1 dentro del dominio
X

de f(x) =

?
x+1

I 5.2 Simetria y transformaciones

M Introduccion En esta seccion describiremos dos ayudas para trazar gréficas de funcién
en forma rdpida y exacta. Si usted determina antes que la grafica de una funcién tiene alguna
simetria, entonces puede disminuir el trabajo a la mitad. Ademads, el trazo de una grafica de
una funcién aparentemente complicada se acelera si se reconoce que en realidad la grafica
que se pide es una transformacion de la grafica de una funcién més sencilla. Esta tltima ayuda
de graficado se basa en los conocimientos anteriores del lector acerca de las gréficas de

algunas funciones bdésicas.

M Funciones potencia Una funcién que tenga la forma

donde 7 representa un niimero real, se llama funcién potencia. El dominio de una funcién
potencia depende de la potencia n. Por ejemplo, ya se ha visto, en la seccion 5.1, que para
n=2,n=3yn= —1, respectivamente, que:

+ el dominio de f(x) = x” es el conjunto R de los nimeros reales, o sea (—, ),

* el dominio de f(x) = x'? = Vx es [0, =),

* ¢l dominio de f(x) = x~

x=0.

CAPITULO 5 Funcionesy gréficas
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4 N
y y y
X
X
ayn=1, fx)=x byn=2, f(x)=x2 con=3, fx)=x3
y Y
y
X
x X
dn=4, f(x)=2* eyn=-1, f)=x1= 1 Hn==2, f@=x2= 3
y y y
.
X X
@=L f=x2=\x myn="1 foy=xB=x D=2 f0)=x2=2
\FIGURA 5.2.1 Breve catdlogo de la funcién potencia, f(x) = x", para varias n )

Las funciones sencillas de potencia, o las versiones modificadas de esas funciones se pre-
sentan con tanta frecuencia en los problemas que no es necesario gastar tiempo valioso
graficdndolas. Sugerimos que se aprenda (memorice) el breve catdlogo de graficas de fun-
ciones de potencia de la FIGURA 5.2.1. Probablemente ya sepa que la gréfica del inciso a) de
la figura es una recta, y que la gréfica del inciso b) se llama parabola.

M Simetria En la seccién 4.2 describimos la simetria de una grafica respecto al eje y, al eje
x y al origen. De esos tres tipos de simetrias, la grafica de una funcién puede ser simétrica
respecto al eje y o al origen, pero la grafica de una funcién distinta de cero no puede ser
simétrica respecto al eje x (véase el problema 43 en los ejercicios 5.2). Si la grifica de una
funcion es simétrica respecto al eje y entonces, como sabemos, los puntos (x, y) y (—x, y)
estdn incluidos en la gréfica de f. Del mismo modo, si la gréfica de una funcién es simétrica
respecto al origen, los puntos (x, y) y (—x, —y) aparecen en la grafica. Para las funciones, las
dos siguientes pruebas de simetria son equivalentes a las pruebas i) y ii), respectivamente, de
la pagina 180.

5.2 Simetria y transformaciones

<

(Puede usted explicar por qué la
grafica de una funcién no puede
ser simétrica respecto al eje x?
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J)

X

X

FIGURA 5.2.2 Funcién par; la grafica
tiene simetria con respecto al eje y

\—x

i)

=

-

X

\

X

FIGURA 5.2.3 Funci6n impar; la gra-
fica tiene simetria respecto al origen

y
y=f)
]

X

FIGURA 5.2.4 La funcidn no es par
ni impar: no hay simetria respecto al

eje y ni al origen
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Definicion 5.2.1 Funciones pares e impares

Suponga que por cada x en el dominio de una funcién f, —x también estd incluida en su
dominio. Se dice que

i) Una funcidn fes par si f{—x) = flx).

it) Una funcién fes impar si f{—x) = —f(x).

En la FIGURA 5.2.2 observe que si f'es una funcion par y

f(x) f(=x)
\ \
(x, y) es un punto en su gréfica, entonces necesariamente (—x, y)

(1)

también estd en su gréifica. De igual modo, en la FIGURA 5.2.3 se ve que si f es una funcién
impar y

F(x) fl=x) = —f(x)
\ 1

(x, ¥) es un punto en su gréfica, entonces necesariamente (—x, —y)

(2)

estd en su grafica. Hemos demostrado el teorema siguiente.

Teorema 5.2.1 Simetria

i) Una funcidn fes par si y solo si su grafica es simétrica respecto al eje y.

it) Una funcién f'es impar si y s6lo si su grafica es simétrica respecto al origen.

El examen de las figuras 5.2.2 y 5.2.3 muestra que las graficas son simétricas respecto
al eje y y al origen, respectivamente. La funcién cuya grafica se presenta en la FIGURA 5.2.4
no es par ni impar y, por tanto, su grafica no tiene simetria respecto al eje y o al origen.

En vista de la definicién 5.2.1 y el teorema 5.2.1, podemos determinar la simetria de la
grafica de una funcién en forma algebraica.

[H]\|JXeR W Funcionesimparesy pares

a) f(x) = x’ es una funcién impar, porque de acuerdo con la definicién 5.2.1ii)

F(=x) = (—x) = (1P = —x* = —f(x).

Al inspeccionar la figura 5.2.1¢) se ve que la gréfica de f(x) = x° es simétrica con
respecto al origen. Por ejemplo, ya que f(1) = 1, entonces (1, 1) es un punto de la
grifica de y = x*. Como fes una funcién impar, f(—1) = —f(1) implica que (— 1, —1)
estd en la grafica.

f(x) = x*? es una funcién par, porque de acuerdo con la definicién 5.2.1i) y las
leyes de los exponentes,

b)

la raiz ctibicade —1es—1

\:
f(—x) _ (_x)z/s _ (_1)2/3x2/3 _ (\yjl)zxz/3 _ (_1)2x2/3 = x2B = f(x)

CAPITULO 5 Funcionesy graficas



En la figura 5.2.1i), se ve que la gréifica de fes simétrica respecto al eje y. Por ejem-
plo, como £(8) = 8% = 4,(8, 4) es un punto de la grifica de y = x**. Como fes
una funcién par, f(—8) = f(8) implica que (—8, 4) estd en la misma gréfica.

¢) f(x) = x> + 1 no es par ni impar. En

fl=x)=(—x)P+1=—-x*+1

se ve que f(—x) # f(x) y f(—x) # —f(x). Por tanto, la grifica de fno es simé-
trica respecto al eje y ni simétrica respecto al origen. =

Las gréficas de la figura 5.2.1, donde el inciso g) es la tinica excepcidn, tienen simetria,
ya sea respecto al eje y o al origen. Las funciones de las figuras 5.2.1b), d), f) e i) son pares,
mientras que las de las figuras 5.2.1a), ¢), ) y h) son impares.

Con frecuencia se puede trazar la grafica de una funcién aplicando cierta transformacién
a la grafica de una funcién mds simple (como las de la figura 5.2.1). A continuacién exami-
naremos dos clases de transformaciones graficas: las rigidas y las no rigidas.

M Transformaciones rigidas Una transformacion rigida de una gréfica es aquella que
s6lo cambia la posicion de la grafica en el plano xy, pero no su forma. Por ejemplo, el circulo
(x — 2 + (y — 3)* = 1 con centro en (2, 3) y radio r = 1 tiene exactamente la misma forma
que el circulo x> + y* = 1, con centro en el origen. Se puede imaginar que la grafica de
(x — 2%+ (y — 3 = les lade x> + y* = 1, pero desplazada dos unidades horizontal-
mente a la derecha, y después desplazada tres unidades verticalmente hacia arriba. En el caso
de la gréfica de una funcién y = f(x), examinaremos cuatro clases de desplazamientos o
traslaciones.

Teorema5.22  Desplazamientos verticales y horizontales

Supongamos que y = f(x) es una funcién y que ¢ es una constante positiva. Entonces, la
gréfica de

i) y = f(x) + cesla grifica de f desplazada ¢ unidades verticalmente hacia arriba,
i) y = f(x) — ces la gréfica de f desplazada ¢ unidades verticalmente hacia abajo,

iif) y = f(x + ¢)es la gréfica de f desplazada ¢ unidades horizontalmente hacia
la izquierda,

iv) y = flx — c¢)es la gréfica de f desplazada ¢ unidades horizontalmente hacia la
derecha.

Examinemos la grafica de una funcién y = f(x), que se ve en la FIGURA 5.2.5. Los despla-
zamientos de la gréfica que se describen en i) a iv) del teorema anterior son las graficas, en
rojo, de los incisos a) a d) de la FIGURA 5.2.6. Si un punto de la grafica de y = f(x)es (x, y), y
la gréfica de festd desplazada, digamos que ¢ > 0 unidades hacia arriba; entonces (x, y + ¢)
es un punto de la nueva gréfica. En general, las coordenadas x no cambian debido a un des-
plazamiento vertical [figuras 5.2.6a) y 5.2.6b)]. De igual modo, en un desplazamiento hori-
zontal, las coordenadas y de los puntos en la grafica desplazada son iguales que en la gréfica
original [figuras 5.2.6¢) y 5.2.6d)].

[A]3\"[JXe}Y Desplazamientos horizontales y verticales
Las grificasdey = x> + 1,y =x> — 1,y = (x + 1y y = (x — 1)? se obtienen a partir de
la gréfica (en azul) de f(x) = x” en la FIGURA 5.2.7a) desplazando esta grafica, respectiva-

5.2 Simetria y transformaciones

| X

FIGURA5.2.5 Grificadey = f(x)
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(x,y+o0) y

y
y=fx+c /f\
N

(x, y)

y=f)

— O

N AT OR
~

a) Desplazamiento vertical hacia arriba b) Desplazamiento vertical hacia abajo

y=fx) y=f(x) y=flx—c)

(x, y) )

c—>F(x+cy)

¢) Desplazamiento horizontal hacia la izquierda d) Desplazamiento horizontal hacia la derecha

FIGURA 5.2.6 Desplazamientos verticales y horizontales de la grafica de y = f(x), por una cantidad
c>0

— 12
yp y=x+l y y y
y=@x-1)?

a) Punto de partida

El orden en que se hacen los des-
plazamientos es irrelevante. Podria
hacer primero el desplazamiento
hacia arriba, y después a la dere-
cha.

212

y=(x+1)2
y=x2-1
: x \\ T

d) Desplazamiento
hacia la izquierda

e) Desplazamiento
hacia la derecha

b) Desplazamiento
hacia arriba

¢) Desplazamiento
hacia abajo

FIGURA 5.2.7 Grificas desplazadas del ejemplo 2

mente, 1 unidad hacia arriba (figura 5.2.7b), 1 unidad hacia abajo (figura 5.2.7¢), 1 unidad

hacia la izquierda (figura 5.2.7d) y 1 unidad hacia la derecha (figura 5.2.7¢). =

B Combinacion de desplazamientos En general, la grafica de una funcién
y=flx£e)*o (3)

donde ¢; y ¢, son constantes positivas, combina un desplazamiento horizontal (hacia la
izquierda o la derecha) con un desplazamiento vertical (hacia arriba o hacia abajo). Por ejem-
plo, la graficade y = f(x — ¢;) + ¢, es la grifica de y = f(x) desplazada ¢ unidades hacia la
derecha, y después ¢, unidades hacia arriba.

[H]\IJXe)Y Desplazamiento vertical y horizontal de una grafica
Grafique y = (x + 1> — 1.

Solucién  De acuerdo con lo anterior, se ve que (3) es de la formay = f(x + ¢;) — ¢,, con
c1 = 1lyc,=1.Asi lagrificadey = (x + 1)> — 1 es la gréfica de f(x) = x* desplazada
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1 unidad hacia la izquierda, seguida de un desplazamiento de 1 unidad hacia abajo. Esta
gréfica se muestra en la FIGURA 5.2.8. =

En la grafica de la figura 5.2.8 se observa de inmediato que el rango de la funcién
y=(x+ 1 — 1 =x* + 2xes el intervalo [—1, ) del eje y. También note que la grafica
tiene las intersecciones con el eje x en (0, 0) y (—2, 0); el lector debe comprobarlo resolviendo
x> + 2x = 0. Ademds, si volvemos a examinar la figura 5.1.5 de la seccién 5.1, veremos que
lagrificade y = 4 + Vx — 3 esla gréfica de la funcién raiz cuadrada, f(x) = Vx (figura
5.2.1g) desplazada 3 unidades hacia la derecha y después 4 unidades hacia arriba.

Otra forma de transformar rigidamente la grafica de una funcién es con una reflexion
respecto a un eje coordenado.

Teorema 5.2.3 Reflexiones

Supongamos que y = f(x) es una funcién. Entonces, la gréfica de
i) y = — f(x)es la grifica de f reflejada en el eje x,
ii) y = f(—x) es la gréfica de freflejada en el eje y.

En el inciso a) de la FIGURA 5.2.9 se ha repetido la gréfica de una funcién y = f(x) que se
present6 en la figura 5.2.5. Las reflexiones de esta gréfica, descritas en i) y ii) del teorema
anterior, se ilustran en las figuras 5.2.95) y 5.2.9¢). Si (x, y) representa un punto de la gréfica
de y = f(x), entonces el punto (x, —y) estd en la graficade y = —f(x)y (—x, y)lo estd en la de
y = f(—x). Cada una de esas reflexiones es una imagen especular de la gréifica de y = f(x) en
el eje coordenado respectivo.

y=-fx)

a) Punto de partida b) Reflexion en el eje x ¢) Reflexién en el eje y

FIGURA 5.2.9 Reflexiones en los ejes coordenados

[H]\"[INe¥'Y Reflexiones
Grafiquea) y = —Vx b) y = V—x.

Solucién  El punto de partida es la gréfica de f(x) = Vx [FIGURA 5.2.10a)].

a) La grifica de y = —V/x es la reflexién de la grifica de f(x) = Vx en el eje x.
Obsérvese que, en la figura 5.2.106), ya que (1, 1) estd en la grdfica de f, el punto
(1, —1)estden la grificade y = — Vx.

b) La grifica de y = V—x es la reflexién de la grifica de f(x) = Vx en el eje y.
Obsérvese que, en la figura 5.2.10c¢), como (1, 1) estd en la gréfica de fel punto (—1, 1)
estd en la grifica de y = V/—x. La funcién y = V—x se ve algo extrafia, pero
téngase en cuenta que su dominio estd determinado por el requisito —x = 0, o lo que

es lo mismo, x = 0, por lo que la grifica reflejada estd definida en el intervalo
(=, 0}

5.2 Simetria y transformaciones

y
y=(x+1)2-1

FIGURA 5.2.8 Grifica desplazada
del ejemplo 3

Reflexién o imagen especular res-
pecto al eje vertical
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FIGURA 5.2.11 Reflexién de una
funcién impar en el eje y

(x, 3x) Estiramiento

vertical

(x, x)

FIGURA 5.2.12 Estiramiento vertical
de la gréifica de f(x) = x

-1l
\ Y= 10X
X

FIGURA 5.2.13 Estiramiento vertical
(azul) y compresion vertical (rojo) de
la gréfica de f(x) = x*
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y y . y
y=x y=kx

LD

} X } X } X
y = - \E
(1,-1)

a) Punto de partida b) Reflexién en el eje x ¢) Reflexion en el eje y
FIGURA 5.2.10 Grificas del ejemplo 4

Si una funcién f es par, entonces f(—x) = f(x) demuestra que una reflexién en el eje y
serfa exactamente la misma grafica. Si una funcién es impar, entonces, con f(—x) = —f(x),
se ve que una reflexion de la grafica de fen el eje y es idéntica a la gréfica de freflejada en
el eje x. En la FIGURA5.2.11 la curva en azul es la gréfica de la funcién impar f(x) = x*; la curva
roja es la grafica de y = f(—x) = (—x)* = —x°. Nétese que si la curva en azul se refleja en el
eje y o en el eje x, se obtiene la curva roja.

M Transformaciones no rigidas Si una funcién f se multiplica por una constante ¢ > 0,
cambia la forma de la gréfica, pero se conserva, aproximadamente, su forma original. La
grifica de y = ¢f(x) es la de y = f(x) deformada de manera vertical; la gréfica de f se estira (o
se alarga, o se elonga) verticalmente, o se comprime (o se aplana) de manera vertical, lo cual
depende del valor de c. El estiramiento o la compresién de una grafica son ejemplos de
transformaciones no rigidas.

Teorema 524  Estiramientos y compresiones verticales

Supongamos que y = f(x) es una funcién y que ¢ es una constante positiva. Entonces, la
grifica de y = cf(x) es la grafica de f

i) estirada verticalmente por un factor de ¢ unidades, si ¢ > 1,

ii) comprimida verticalmente por un factor de ¢ unidades, si 0 < ¢ < 1.

Si (x, y) representa un punto en la grafica de f, entonces el punto (x, cy) estd en la gréfica
de cf. Las gréficas de y = x y de y = 3x se comparan en la FIGURA 5.2.12; la ordenada de un
punto en la grafica de y = 3x es 3 veces mayor que la ordenada del punto con la misma abs-
cisa, en la grfica de y = x. La comparacién de las graficas de y = 10x* (gréfica en azul) y
y = 1517 (gréfica en rojo) de la FIGURA 5.2.13 es algo mds drastica; la grafica de y = 75x” tiene
un aplastamiento vertical considerable, en especial cerca del origen. Nétese que en esta des-
cripeién, ¢ es positiva. Para trazar la grifica de y = —10x? imaginela como y = —(10x%), lo
cual quiere decir que primero se estira verticalmente la grifica de y = x” por un factor de 10
y después se refleja esa gréfica en el eje x.

En el ejemplo siguiente se ilustran el deslizamiento, la reflexion y el estiramiento de una
gréfica.

A3V [ Y Combinacion de transformaciones
Grafique y = 2 — 2Vx — 3.

Solucion  El lector debe reconocer que la funcién dada es producto de cuatro transfor-
maciones de la funcién basica f(x) = Vx:
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desplazamiento vertical hacia arriba

reflexion en el eje y

\

desplazamiento horizontal hacia la derecha

\

y=2-2Vx—3

T

estiramiento vertical

Comenzaremos con la grafica de f (x) = Vx de la FIGURA 5.2.14a). A continuacién, se
estira verticalmente esa grafica, por un factor de 2, para obtener y = 2 Vx en la figura
5.2.14b), que se refleja en el eje x, para obtener y = —2V/x, de la figura 5.2.14¢). Esta
tercera gréfica se desplaza 3 unidades hacia la derecha, para obtener y = —2Vx — 3 en
la figura 5.2.14d). Por dltimo, la cuarta grifica se desplaza 2 unidades hacia arriba, para
obtenery = 2 — 2Vx — 3, de la figura 5.2.14¢). Nétese que el punto (0, 0) de la gréfica
de f(x) = Vx queda fijo en el estiramiento vertical y en la reflexién en el eje x, pero bajo
el primer desplazamiento (horizontal), el punto (0, 0) se mueve a (3, 0) y en el segundo
desplazamiento (vertical), el punto (3, 0) se mueve a (3, 2).

y y y y y
1L oy="\ i 1 1 i G.2)
1 1/ y=2x 1 1 y=2%3 1 \
X F—t—>x —t X —t—¢— X —t—t X
0, 0) 0,0) 0, 0)
+ - N\oy=-2x 1+ &0 LycaawaN

a) Punto de partida

ﬁ Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-11.

En los problemas 1 a 10, use (1) y (2) para determinar si la
funcién y = f(x) es par, impar o ni par ni impar. No haga la

gréfica.

1. f
f
f

El L

f
f

10 f

(x
(x
(x

X

(
(x

)
)
)

)
)

b) Estiramiento
vertical

FIGURA 5.2.14 La grificade y = 2 — 2Vx — 3 del ejemplo 5 se muestra en el inciso ¢)

¢) Reflexion en el eje x

d) Desplazamiento
hacia la derecha

e) Desplazamiento
hacia arriba

4 — x?
x>+ 2x
X*—x+4

X+ 3+ x

1.

y

FIGURA 5.2.15 Gréfica para el
problema 11

5.2 Simetria y transformaciones

En los problemas 11 a 14, indique si la funcién y = f(x), cuya
grafica se presenta, es par, impar o ni par ni impar.
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12. y

1
I
I
I
1
I
I
I
1
I
I
I
T X
I
I
I
1
I
I
I
1
I
I
I

I

I
FIGURA 5.2.16 Grifica para el
problema 12

13.

FIGURA 5.2.17 Grifica para el
problema 13

14. y

FIGURA 5.2.18 Grifica para
el problema 14

En los problemas 15 a 18, complete la grafica de la funcién

dada y = f(x) @) sifes una funcién par, y b) si f es una fun-
cién impar.

15. y

/ X

FIGURA 5.2.19 Grifica para el problema 15

16. y

FIGURA 5.2.20 Grifica para el problema 16
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17.

18.

| T T X
FIGURA 5.2.21 Grifica para el
problema 17

\_/

=

[

FIGURA 5.2.22 Grifica para
el problema 18

En los problemas 19 y 20, suponga que f(—2) = 4 y que
f(3) = 7. Determine f(2) y f(—3).

19.
20.

Si f'es una funcioén par.

Si f'es una funcién impar.

En los problemas 21 y 22, suponga que g(—1) = =5y que
g(4) = 8. Determine g(1)y g(—4).

21.
22,

Si g es una funcién impar.

Si g es una funcién par.

En los problemas 23 a 32, los puntos (—2, 1) y (3, —4) estdn
en la gréfica de la funcién y = f(x). Determine los puntos
correspondientes en la grafica que obtuvo con las transforma-
ciones dadas.

23.
24,
25.
26.
2].

28.

29.
30.
31

32.

La gréfica de f desplazada 2 unidades hacia arriba.

La gréfica de f desplazada 5 unidades hacia abajo.

La gréfica de f desplazada 6 unidades hacia la izquierda.
La grafica de f desplazada 1 unidad hacia la derecha.

La gréfica de f desplazada 1 unidad hacia arriba y 4 uni-
dades hacia la izquierda.

La grafica de f desplazada 3 unidades hacia abajo y 5 uni-
dades hacia la derecha.

La gréfica de freflejada en el eje y.
La gréfica de freflejada en el eje x.

La gréfica de festirada verticalmente por un factor de 15
unidades.

La gréfica de f comprimida verticalmente por un factor de
1 de unidad, y después reflejada en el eje x.



En los problemas 33 a 36, use la grifica de la funcién y = f(x) 37. y
que se indica en la figura, para graficar las funciones siguien- 1

tes:

a) y=f(x)+2 b y=f(x)-2

o y=f(x+2) & y=f(x-25)

e y=—f(x) H y=r(-x)
33. y

FIGURA 5.2.23 Grifica para el
problema 33

34.

FIGURA 5.2.24 Grifica para el
problema 34

35. y

FIGURA 5.2.25 Grifica para el
problema 35

FIGURA 5.2.26 Grifica para el
problema 36

En los problemas 37 y 38, use la grafica de la funcién
y = f(x) que muestra la figura, para graficar las funciones
siguientes.

a) y=/f(x)+1 b) y=f(x)—1
o y=fx+m) d y=flx—m/2)
e y=—f(x) H y=rf(-x)

g v=3f(x) k) y=—3f(x)

|
3
|
SRS
|
—
SIEEN
;‘ -
=

FIGURA 5.2.27 Gréfica para el
problema 37

38. y
1

VAN
/1 \

FIGURA 5.2.28 Grifica para el
problema 38

En los problemas 39 a 42, halle la ecuacion de la grafica final

después de aplicar las transformaciones indicadas a la grafica

dey = f(x).

39. La gréfica de f(x) = x° desplazada 5 unidades hacia arriba
y 1 unidad hacia la derecha.

40. La gréficade f(x) = X3, estirada verticalmente 3 unidades,
y a continuacion desplazada 2 unidades hacia la derecha.

#1. La gréfica de f(x) = x*, reflejada en el eje x y desplazada
7 unidades hacia la izquierda.

42. La grifica de f(x) = 1/x, reflejada en el eje y y desplazada
5 unidades hacia la izquierda y 10 unidades hacia abajo.

= Para la discusion

43. Explique por qué la grifica de una funcién y = f(x) no
puede ser simétrica respecto al eje x.

44. ;Qué puntos, si los hay, en la gréifica de y = f(x) perma-
necen fijos, esto es, igual en la gréafica resultante después de
un estiramiento o una compresion vertical? ;Y después
de una reflexion en el eje x? ; Después de una reflexién en
el eje y?

45. Indique la relacién que hay entre las gréficas de y = f(x)
yy = f(lx[).

46. Indique qué relacién hay entre las gréficas de y = f(x) y
y = f(cx), donde ¢ > 0 es una constante. Considere dos
casos: 0 <c<lyc>1.

47. Revise las graficasde y = xy y = 1/x, de la figura 5.2.1.
A continuacién indique cémo obtener la grafica de la reci-
procay = 1/f(x) a partir de la gréfica de y = f(x). Trace la
gréfica de y = 1/f(x) a partir de la funcién cuya gréfica se
ve en la figura 5.2.26.

48. En términos de transformaciones de graficas, describa la
relacion entre la gréfica de la funcién y = f{cx), donde ¢
es una constante, y la grafica de y = f(x). Considere dos
casos: ¢ > 1y 0 < ¢ < 1. Ilustre sus respuestas con varios
ejemplos.

5.2 Simetria y transformaciones 217



Las funciones polinomiales se >
estudian a fondo en el capitulo 6.

FIGURA 5.3.1 Grifica de la pardbola
mds sencilla
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5.3 Funciones lineal y cuadratica

M Introduccion Cuando n es un entero no negativo, la funcién potencia f(x) = x" es s6lo
un caso especial de una clase de funciones llamadas funciones polinomiales. Una funcién
polinomial tiene la forma

fx) =ax"+ a,_ X" '+ o apx + aix + ag (1)

donde 7 es un entero no negativo. Las tres funciones consideradas en esta seccion, f(x) = ay,
f(x) = aix + agy f(x) =a,x* + a;x + ag son funciones polinomiales. En las definiciones que
siguen cambiamos los coeficientes de estas funciones por simbolos mds convenientes.

Definicion 5.3.1 Funcion constante

Una funcion constante y = f(x) es una que tiene la forma
f&x)=a (2)

donde a es una constante.

Definicion 5.3.2 Funcion lineal

Una funcion lineal y = f(x) es aquella que tiene la forma

f(x)=ax+b (3)

donde a # 0y b son constantes.

En la forma y = a sabemos, por lo aprendido en la seccién 4.3, que la grafica de una
funcién constante es simplemente una recta horizontal. Del mismo modo, cuando se escribe
como y = ax + b, reconocemos una funcién lineal como la forma pendiente-interseccién de
una recta, donde el simbolo a desempefia el papel de la pendiente m. Por tanto, la grafica
de toda funcion lineal es una recta no horizontal con pendiente. El dominio de una funcién
constante y de una funcién lineal es el conjunto de los niimeros reales (—2, ).

La funcién de segundo grado y = x? que desempefi6 un papel importante en la seccién
5.2 es miembro de una familia de funciones llamadas funciones cuadraticas.

Definicion 5.3.3 Funcién cuadratica

Una funcién cuadratica y = f(x) es una funcién que tiene la forma
f(x) =ax>+ bx + ¢ (4)

donde a # 0, by ¢ son constantes.

M Graficas La gréfica de toda funcién cuadritica, a la que se le llama parébola, tiene la
misma forma bésica que la funcién de elevar al cuadrado, y = 2, que se muestra en la FIGURA
5.3.1. En los ejemplos presentados a continuacién veremos que las graficas de las funciones
cuadriticas f(x) = ax® + bx + ¢ s6lo son transformaciones de la grafica de y = x*:

* La gréfica de f(x) = ax®, cona >0, es la graficade y = X%, estirada verticalmente
cuando a > 1 y comprimida verticalmente cuando 0 < a < 1.

CAPITULO 5 Funcionesy graficas



» La gréfica de f(x) = ax*, a < 0, es la grifica de y = ax?, a > 0, reflejada en el eje x.
* La grifica de f(x) = ax®> + bx + ¢, con b # 0, es la grifica de y = ax® desplazada
horizontal o verticalmente.

De acuerdo con los dos primeros puntos de esta lista, se llega a la conclusion de que la gréifica
de una funcién cuadrética se abre hacia arriba, como en la figura 5.3.1, si a > 0y se abre
hacia abajo si a < 0.

[N]|{XeR W Estiramiento, compresion y reflexion

a) Las grificas de y = 4x2y y = 75x% son, respectivamente, un estiramiento vertical
y una compresién vertical de la grafica de y = x°. Las gréficas de esas funciones se
muestran en la FIGURA 5.3.2a); la grafica de y = 4x” se ve en rojo, lade y = 15x2 es
verde,yladey = X% estd en azul.

b) Lasgrificasdey = —4x%, y = —;x> yy = — x? se obtienen a partir de las grificas
de las funciones del inciso a), reflejandolas en el eje x [figura 5.3.2b)].

L TN

a) La grafica en rojo es un estiramiento b) Reflexiones en el eje x
vertical de la grafica en azul;
la grafica en verde es una compresion
vertical de la grafica en azul

FIGURA 5.3.2 Grificas de las funciones cuadréticas del ejemplo 1 =

M Vérticey eje  Si la grafica de una funcidon cuadritica se abre hacia arriba, a > 0 (o hacia
abajo, a < 0), el punto mds bajo (mds alto) (%, k) de la pardbola se llama vértice. Todas las
pardbolas son simétricas respecto a una recta vertical que pasa por el vértice (h, k). La recta
x = h se llama eje de simetria, o simplemente eje de la pardbola (FIGURA 5.3.3).

vi  Epe Eje ¥
x=h Xx=h

El vértice (h, k)
es el punto mds alto

,
=

(ll,l k) El vértice
I es el punto més bajo

a)y=ax2+bx+c,a>0 byy=ax2+bx+c,a<0

FIGURA 5.3.3 Vértice y eje de una pardbola

B Forma normal EIl vértice de una pardbola puede determinarse ordenando la ecuacién
f(x) = ax* + bx + ¢ en su forma normal

f(x) = alx = h)* + k. (5)

5.3 Funciones lineal y cuadratica 219



Véanse las secciones 3.3y 4.2.
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>

La forma (5) se obtiene a partir de la ecuacion (4), completando el cuadrado en x. Para com-
pletar el cuadrado en la ecuacién (4) se comienza factorizando el nimero a de todos los
términos que contienen a la variable x:

ax> + bx + ¢

al x~+ —x ) + c.
a

Dentro de los paréntesis se suma y se resta el cuadrado de la mitad del coeficiente de x:

f(x)

cuadrado de %
{
b b’ b?
f()C) = a<)€2 + ;X + raz - 4az> + ¢ < los términos en color suman 0
b B\ B B
= a(_x2 + —x + 2) ——+c < nétese que (1'(*])*,) = - (6)
a 4a 4a 4a* 4a
n b \? n dac — b*
=dal X - —
2a 4a
La tltima expresién es la ecuacién (5), en la cual se iguala h = —b/2a 'y k = (4ac — b*)/4a.

Si a > 0, entonces por necesidad a(x — k)’ = 0. Por consiguiente, f(x) en la ecuacién (5) es
minima cuando (x — h)* = 0; esto es, cuando x = /. Con un argumento similar se demuestra
que si a < 0 en (5), f(x) es un valor mdximo para x = h. Por consiguiente, (h, k) es el vértice
de la pardbola. La ecuacion del eje x de la pardbolaes x = hox = —b/2a.

Recomendamos mucho que no memorice el resultado del dltimo renglén de las ecuacio-
nes (6), sino que practique cada vez completar el cuadrado. Sin embargo, si el profesor
permite la memorizacién para ahorrar tiempo, el vértice se puede determinar calculando las

coordenadas del punto
b b
( " 2a ’ ( - ) >' (7)
2a 2a

M Intersecciones con los ejes La grifica de la ecuacion (4) tiene siempre una interseccion
con el eje y puesto que 0 estd en el dominio de f. De f(0) = ¢ se advierte que la interseccién de
una funcién cuadritica con el eje y es (0, ¢). Para determinar si la gréfica tiene intersecciones
con el eje x se debe resolver la ecuacién f(x) = 0. Eso se puede hacer por factorizacién o
usando la férmula cuadritica. Recuerde que una ecuacién cuadritica ax> + bx + ¢ = 0, con
a # 0, tiene las soluciones

—b — Vb* — dac b+ \V/ b* — dac

2a ’ = 2a

xlz

Distinguiremos tres casos, de acuerdo con el signo algebraico del discriminante b> — 4ac.

* Sib* — 4ac > 0 hay dos soluciones reales distintas, x; y x,. La pardbola corta el eje x
en (x1, 0) y (xa, 0).

* Si b*> — 4ac = 0 hay una sola solucién real x,. El vértice de la pardbola est4 en el eje
x, en (x;, 0). La pardbola es tangente al eje x, es decir, lo toca en ese punto.
* Si b* — 4ac < 0 no hay soluciones reales. La pardbola no cruza al eje x.

Como verd en el ejemplo que sigue, se puede obtener un bosquejo razonable de una
pardbola graficando las intersecciones con los ejes coordenados y el vértice.
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[A]3 | {Xe}q Grafica usando las intersecciones con los ejes y el vértice

Grafique f(x) = x* — 2x — 3.

Solucion  Como a = 1 > 0, se ve que la pardbola se abre hacia arriba. De f(0) = —3, se
obtiene la interseccion con el eje y en (0, —3). Para ver si hay intersecciones con el eje x se
resuelve x> — 2x — 3 = 0. Factorizando:

(x+ 1)(x—3)=0,

y se ve que las soluciones son x = — 1 y x = 3. Las intersecciones con el eje x estdn en
(—1,0)y en (3, 0). Para ubicar el vértice se completa el cuadrado:

f(x)=(x2—2x+1)*1—3=(x2—2x+1)—4.

De este modo llegamos a la forma normal, que es f(x) = (x — 1 —4.Sih=1yk = —4,
la conclusién es que el vértice estd en (1, —4). Con esta informacién trazamos una parébola
que pase por estos cuatro puntos, como se ve en la FIGURA 5.3.4.

Una udltima observacion. Al ubicar el vértice, en forma automatica se determina el
rango de una funcion cuadrdtica. En este ejemplo, y = —4 es el nimero menor del rango

de f, por lo que el rango de fes el intervalo [—4, ) en el eje y. =

AV WeER El vértice esta en la interseccion con el eje x

Grafique f(x) = —4x> + 12x — 9.

Solucién La grafica de esta funcién cuadritica es una pardbola que se abre hacia abajo,
porque a = —4 < (. Para completar el cuadrado se comienza sacando a —4 como factor
comun de los dos términos en x:

f(x) = —4x> +12x — 9
=—4(x*-3x) -9
= —4<x2—3x+9—9>—9
4 4
9 9= (_4).(_9)
— a2 — Z)
- 4<x 3x + 4> 9+9 ede la linea amej‘ior
9
= —4(2 -3+ ).
(x . 4)
Entonces, la forma normal es f(x) = —4(x — 3)>. Conh = 3y k = 0, se ve que el vér-
tice estd en (3, 0). La interseccion con el eje y estd en (0, £(0)) = (0, — 9). Al resolver —4x>
+12x—9 = — 4(x - %)2 = 0 se ve que sOlo hay un corte con el eje x, en (%, 0), 1o cual

era de esperarse, porque el vértice (3, 0) estd en el eje x. Como se ve en la FIGURA5.3.5, se
puede obtener un esquema aproximado s6lo con estos dos puntos. La pardbola es tangente

alejexen(3,0). =

[A]JV[JXeXY Uso de la ecuacion (7) para encontrar el vértice

Grafique f(x) = x* + 2x + 4.

Solucion  La grafica es una pardbola que se abre hacia arriba, porque ¢ = 1 > 0. Para
fines de ilustracién, usaremos esta vez la ecuacion (7) para determinar el vértice. Con
b=2,—bla=-22=—1,y

f(=1)=(-12+2(-1)+4=3

5.3 Funciones lineal y cuadratica

4 y=x2-2x-3

El rango de
fes [=4, o)

X
(3,0)

(1,-4)

FIGURA 5.3.4 Pardbola del ejem-
plo 2

)
=

0,-9)
y=—4x2+ 12x-9

FIGURA 5.3.5 Pardbola del ejem-
plo3
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y=x2+2x+4

FIGURA 5.3.6 Pardbola del ejem-
plo 4

222

el vértice estd en (— 1, f(— 1)) = (— L, 3). La interseccion con el eje y estd en (0, £(0)) = (0, 4),
pero la férmula cuadritica indica que la ecuacién f(x) = 0, 0 x> + 2x + 4 = 0 no tiene
soluciones reales. En vista de lo anterior, la grafica no tiene interseccion con el eje x. Como
el vértice estd arriba del eje x y la pardbola se abre hacia arriba, la gréifica debe estar toda
arriba del eje x [FIGURA 5.3.6]. =

M Graficas por transformaciones La forma normal, ecuacién (5), describe con claridad
c6mo se traza la gréfica de cualquier funcién cuadritica a partir de la grifica de y = x%,
comenzando con una transformacién no rigida, seguida por dos transformaciones rigidas:

+ y = ax? es la gréafica de y = x? estirada o comprimida verticalmente.

+ y =a(x — h)*es la grafica de y = ax® desplazada | & | unidades horizontalmente.

o y=a(x — hY + kes la grifica de y = a(x — h)* desplazada | k | unidades vertical-
mente.

En la FIGURA 5.3.7 se ilustran los desplazamientos horizontal y vertical en el caso donde
a>0,h>0yk>0.

) s
!
Eje
x:=h y=alx—h)?2+k
!
y = ax? !
T : 4— Vértice (h, k)
kol
~ = :
Vértice (0, 0) h I

FIGURA 5.3.7 La gréfica en rojo se obtiene desplazando la grifica
en azul & unidades hacia la derecha, y k unidades hacia arriba

Graficas con desplazamiento horizontal
Compare las graficas de @) y = (x — 2>y b) y = (x + 3).

Solucién La gréfica en linea interrumpida azul, en la FIGURA 5.3.8, es la gréfica de y = x°.

Al comparar las funciones a) y b) con la ecuacién (6), se ve en cada casoque a = 1y
k = 0. Eso quiere decir que ninguna de ellas tiene estiramiento o compresion verticales,
y que ninguna estd desplazada verticalmente.
a) Igualando h = 2, la grifica de y = (x — 2)’ es la gréfica de y = x> desplazada hori-
zontalmente 2 unidades hacia la derecha. El vértice (0, 0) de y = x* se convierte en
el vértice (2, 0)de y = (x — 2)>. Véase la grafica en rojo de la figura 5.3.8.
b) Sihacemos que h = —3, la grificade y = (x + 3)* es la gréfica de y = x* desplazada
| =3 | = 3 unidades horizontalmente hacia la izquierda. El vértice (0, 0) de y = x*
se convierte en el vértice (—3, 0) de y = (x + 3)>. Vea la grifica en verde de la
figura 5.3.8. =

(H]3Y | MeXJY Grafica desplazada

Grafique y = 2(x — 1> — 6.

Solucion Esta es la grafica de y = x? estirada hacia arriba verticalmente, seguida por
un desplazamiento horizontal de 1 unidad hacia la derecha, y después por un desplaza-
miento vertical de 6 unidades hacia abajo. En la IGURA 5.3.9, el lector debe notar la forma
en que el vértice (0, 0) de la grifica de y = x* se mueve al punto (1, —6) en la gréfica de
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FIGURA 5.3.8 Grificas desplazadas del ejemplo 5

y =2(x — 1)* — 6 como resultado de estas transformaciones. También debe comprender la
forma en que el punto (1, 1) de la figura 5.3.94) termina siendo el punto (2, —4) de la fi-
gura 5.3.9d).

y
_ 2
y y_2x2 y y=2(x_1)2 % y=2(x-1)"-6

1 oy=2? 1 - x

+ T pa 2.2) o4
T 2,1 T

—+— ——+—>X —t—t —t——+—>X —t+—t | —t—t—>X
a) Parabola basica b) Estiramiento vertical ¢) Desplazamiento horizontal d) Desplazamiento vertical

FIGURA 5.3.9 Grificas del ejemplo 6 =

M Solucion grafica de desigualdades Las grificas pueden ayudar a resolver ciertas des-
igualdades cuando una tabla de signos no es ttil porque la funcién cuadrética no se factoriza en
forma cémoda. Por ejemplo, la funcién cuadritica del ejemplo 6 equivale a y = 2x*> — 4x — 4.
Si se nos pidiera resolver la desigualdad 2x> — 4x — 4 = 0, en la figura 5.3.9d) veriamos que
y = 0 hacia la izquierda de la interseccion con el eje x en el eje de las x negativas, y a la dere-
cha de la interseccion con el eje x en el eje de las x positivas. Las abscisas de estas intersec-
ciones, obtenidas resolviendo 2x> — 4x — 4 = O con la férmula cuadratica,son 1 — V3 yl+ V3.
Entonces, la solucién de 2x> — 4x —4=0es(—,1 — V3] U [1 + V3, »).

M Funciones crecientes y decrecientes Hemos visto en las figuras 4.3.2a) y 4.3.2b) que
sia > 0 (que, como acabamos de ver, hace las veces de m), los valores de una funcion lineal
fix) = ax + b crecen cuando x aumenta, en tanto que para a < 0, los valores de f(x) dismi-
nuyen cuando x aumenta. Los conceptos creciente y decreciente se pueden extender a cualquier
funcion. La posibilidad de determinar intervalos en los que una funcién f crece o decrece
desempena un papel importante en aplicaciones de célculo.

Definicion 5.3.4 Funciones crecientes y decrecientes

Suponga que y = f(x) es una funcién definida en un intervalo y que x; y x, son dos niime-
ros cualesquiera en el intervalo tales que x; < x,. Entonces, la funcion fes

i) creciente en el intervalo, si f(x;) < f(x,) (8)

ii) decreciente en el intervalo si f(x;) > f(x,) (9)

En la FIGURA 5.3.10a) la funcién f es creciente en el intervalo [a, b], en tanto que f es
decreciente en el intervalo [a, b] en la figura 5.3.10b). Una funcién lineal fix) = ax + b

5.3 Funciones lineal y cuadratica

flxp)

Sxp

=

t
a x X b

a) f(x)) <f(xp)

Sxy)

Sf(x2)

b) f(x1) > f(x2)

FIGURA 5.3.10 La funcién fes cre-
ciente en [a, b] en a); y decreciente
en [a, b] en b)
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FIGURA 5.3.11 Piedra lanzada hacia
arriba desde una altura inicial s,

es creciente en el intervalo (—2, ®) en el caso de a > 0, y decreciente en el intervalo (—o, ©)
cuando a < 0. Del mismo modo, si a > 0, entonces la funcién cuadrética f en (5) es decre-
ciente en el intervalo (—, /] y creciente en el intervalo [4, ). Sia < 0, tenemos precisamente
lo contrario, es decir, fes creciente en (—, ] y decreciente en [A, o). Si examinamos de
nuevo la figura 5.3.6, veremos que f(x) = x> + 2x + 4 es decreciente en el intervalo (—,
—1] y creciente en [—1, ). En general, si & es la coordenada x del vértice de una funcién
cuadrdtica f, entonces f cambia ya sea de creciente a decreciente o de decreciente a creciente
en x = h. Por ello, el vértice (h, k) de la gréfica de una funcién cuadritica se llama también
punto de inflexion de la gréfica de f.

Il Objeto en caida libre En términos generales, una ecuacién o una funcién que se construye
con base en ciertos supuestos sobre alguna situacién o fendmeno del mundo real con la
intencion de describir dicho fenémeno se denomina modelo matematico. Supongamos que
un objeto, como una pelota, se lanza ya sea directamente hacia arriba (hacia abajo) o simple-
mente se deja caer desde una altura inicial s,. Entonces, si la direccion positiva se toma hacia
arriba, la altura s(f) del objeto sobre el suelo se determina con la funcién cuadrética

s(t) = %th + vot + 5, (10)

donde g es la aceleracién debida a la gravedad (—32 pies/s? 0 —9.8 m/s%); v, es la velocidad
inicial que se imparte al objeto, y t es el tiempo, expresado en segundos (FIGURA 5.3.11). Si se
deja caer el objeto, entonces v, = 0. Para deducir la ecuacién (10) se supone que el movimiento
se efectda cerca de la superficie terrestre, y entonces no se tiene en cuenta los efectos de
retardo debidos a la resistencia del aire. También, la velocidad del objeto cuando estd en el
aire se determina con la funcién lineal

v(t) = gt + . (11)

(Véanse los problemas 59 a 62, en los ejercicios 5.3.)

ﬁ Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-12.

En los problemas 1 y 2, halle una funcién lineal (3) que satis-

faga las dos condiciones dadas.

1. (-1 =5/Hf1)=6

2. fi=D =1+ f2),A3) = 4f1)

En los problemas 3 a 6, halle el punto de interseccion de

8 f(x) =3x—5

9. f(x) = - +x

10. f(x) = 5x* — 7x

M. fx) =x>—4x +2
12. f(x) = -2 +5x—3

las graficas de las funciones lineales dadas. Dibuje las dos

rectas.

En los problemas 13 a 18, trace la grafica de la funcién findi-

3. fx) = —2x+ 1,glx) =4x + 6 cada.

4 f(x) =2x+5,g(x) =3 +5 13. f(x) = 2x?

5. f(x) =4x + 7,8(x) = 3x + ¥ W f(x) = -2

6. f(x) =2x — 10,g(x) = —3x 15. f(x) =222 —2
En los problemas 7 a 12, para la funcién dada, calcule el 16. f(x) =2x>+5

. fxth) —f)

cociente A , donde 4 es una constante. 17. f(x) = —2x*+ 1

1 f(x) = 9% + 12 18. f(x) =—-2x"-3
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En los problemas 19 a 30, en el caso de la funcién cuadra-
tica f:
a) Determine todas las intersecciones con los ejes de la
gréfica de f.
b) Exprese la funcion fen la forma normal.
¢) Determine el vértice y el eje de simetria.
d) Trace la graficadef.

19. f(x) =x(x+5)

20. f(x) = —x*+ 4x

2. f(x) =B —-x)(x+1)
2. f(x)=(x—-2)(x—06)
23 f(x)=x*—3x+2

2. f(x)=-x*+6x—5
25 f(x) =4x*—4x+3
2. f(x)=—x*+6x—10
21. f(x)=—3sx*+x+1
28 f(x)=x>—2x—17
29. f(x) =x*—10x + 25
3. f(x)=—-x*+6x—9

En los problemas 31 y 32, calcule el valor maximo o el valor
minimo de la funcién f. Indique cuadl es el rango de la fun-
cion f.

N, f(x) = 322 — 8x + 1

32. f(x)=-2x>—6x+3

En los problemas 33 a 36, determine el intervalo més grande
en el que la funcion f sea creciente, y el intervalo més
grande en el que la funcién f'sea decreciente.

3. f(x) =4x*—25

3. f(x) = —(x + 10)?

3. f(x) = —2x* — 12x

3. f(x)=x2+8x—1

En los problemas 37 a 42, describa, en palabras, como se
puede obtener la grafica de la funcién indicada a partir de la

grifica de y = x°, mediante transformaciones rigidas o no
rigidas.

3. f(x) = (x — 10)?

8. f(x) =(x+6)

39. f(x)=—-3(x+4)2+9
4. f(x)=10(x —2)>—1

53

flx

)=(~x—6)>—4
2. f(x) =

—(1—=x)*+1
En los problemas 43 a 48, la grafica que se ve es y = x?, des-

plazada y/o reflejada en el plano xy. Escriba la ecuacién de la
gréfica.

43. y

FIGURA 5.3.12 Grifica
para el problema 43

4.

FIGURA 5.3.13 Grifica para
el problema 44

45. v

FIGURA 5.3.14 Grifica
para el problema 45

4. A

FIGURA 5.3.15 Grifica
para el problema 46
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t —F— X

FIGURA 5.3.16 Grifica
para el problema 47

48. vA

FIGURA 5.3.17 Grifica
para el problema 48

En los problemas 49 y 50, deduzca la funcién cuadratica
f(x) = ax* + bx + ¢ que satisfaga las condiciones dadas.

49. ftiene los valores f(0) = 5,f(1) = 10y f(—1) =4
50. Su grifica pasa por (2, —1)y los ceros de fson 1 y 3

En los problemas 51 y 52, deduzca las funciones cuadrati-
cas en su forma normal f(x) = a(x — h)* + k, que satisfaga
las condiciones indicadas.

51. El vértice de la gréfica de festd en (1, 2), y la grafica pasa
por (2, 6).

52. El valor maximo de fes 10; el eje de simetria es x = —1
y la interseccion con el eje y es (0, 8).

En los problemas 53 a 56, trace la regién del plano xy que
estd acotada entre las graficas de las funciones indicadas.
Determine los puntos de interseccién de las graficas.

53.
54,
55,
56.
57.

y=—x+4 y=x*+2x
y=2x—-2, y=1-x*
y=x*+2x+2 y=-x*—-2x+2
y=x2—6x+1, y=—x2+2x+l

a) Exprese, en funcion de x, el cuadrado de la distancia d
del punto (x, y) en la grafica de y = 2x, al punto (5, 0)
indicado en la FIGURA 5.3.18.

b) Use la funcién del inciso a) para calcular el punto (x, y)
que es el mds cercano a (3, 0).
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(5.0

FIGURA 5.3.18 Distancia para
el problema 57

= Aplicaciones diversas

58. Tiroconarco Como se ve enla FIGURA5.3.19, una flecha
disparada con un dangulo de 45° con respecto a la horizon-
tal, describe un arco parabdlico definido por la ecuacién
y = ax> + x + c. Use el hecho de que la flecha se lanza a
una altura vertical de 6 pies, y recorre una distancia hori-
zontal de 200 pies, para calcular los coeficientes a y c.
(Cuadl es la altura maxima que alcanza la flecha?

6 pies |

! - ’20'Orpnie/s S Y
FIGURA 5.3.19 Flecha para el problema 58

59. Otro tiro con arco Se dispara una flecha verticalmente
hacia arriba, con una velocidad de 64 pies/s, desde un punto
que esta a 6 pies arriba del suelo (FIGURA 5.3.20).

P

4—————————————/

Suelo

FIGURA 5.3.20 Flecha del
problema 59
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60.

61.

62.

63.

a) Calcule la altura s(f) y la velocidad v(7) de la flecha
cuando el tiempo es ¢ = 0.

b) (Cuileslaaltura maxima que alcanza la flecha? ; Cual
es la velocidad de la flecha en el momento en que
alcanza su altura maxima?

¢) (Enqué momento (tiempo) la flecharegresa al nivel de
los 6 pies? ;Cudl es su velocidad en ese momento?

Cuan altoe La altura sobre el piso a la que llega un cohete
de juguete lanzado hacia arriba desde la azotea de un edi-
ficio, se determina mediante s(f) = — 161> + 961 + 256.
a) (Cudl es la altura del edificio?

b) (Cual es la altura maxima que alcanza el cohete?

¢) Calcule el tiempo para que el cohete llegue al suelo.

Velocidad del impacto Se deja caer una pelota desde el

techo de un edificio, que estd a 122.5 metros sobre el nivel

del suelo.

a) (Cudl es la altura y la velocidad de la pelota cuando
t=1s?

b) (En qué tiempo llega la pelota al suelo?

¢) (Cudl es la velocidad de la pelota al chocar con el
suelo?

Un cuento verdadero salvo que... Hace pocos afios, un
periédico informé que un escapista planeaba saltar de
un puente en el rio Mississippi, cargado con 70 1b de cade-
nas y esposas. En el articulo se afirmaba que la altura del
puente era de 48 pies, y que la velocidad de impacto
del escapista, al llegar al agua, serfa de 85 millas por hora.
Suponiendo que sélo se dejara caer desde el puente, enton-
ces su altura (en pies) y su velocidad (en pies/segundo), a
los t segundos después de saltar del puente, se definen con
las funciones s(f) = — 167> + 48, y W(r) = —321, respecti-
vamente. Determine si la velocidad de impacto estimada
por el periddico era la correcta.

Termometros La relacion funcional entre grados Celsius

Ty grados Fahrenheit T es lineal.

a) Exprese Trcomo funcién de 7T si (0 °C, 32 °F) y (60
°C, 140 °F) estan en la gréfica de Tp.

b) Muestre que el punto de ebulliciéon de 100 °C equiva-
le en la escala Fahrenheit a 212 °F (FIGURA 5.3.21).

Fahrenheit (F)  Celsius (C) Kelvin (K)

212 -~ El -- 100 [{} - hierve - ——. Q
H| agua i i
El se

32 --agua --- ( gtcongela-273

¥ | L
FIGURA 5.3.21 Termdmetros para
los problemas 63 y 64

5.3 Funciones lineal y cuadratica

64.

65.

66.

67.

Mas de termémetros La relacion funcional entre grados

Celsius Ty temperaturas medidas en unidades kelvin Ty

es lineal.

a) Exprese Ty como funcién de T si (0 °C, 273 K) y (27
°C, 300 K) estan en la grafica de Tk.

b) Exprese el punto de ebullicién de 100 °C en unidades
kelvin (figura 5.3.21).

¢) El cero absoluto se define como 0 K. ;Cuanto es 0 K
en grados Celsius?

d) Exprese Tx como funcién lineal de 7.

e) (Cuanto es 0 K en grados Fahrenheit?

Interés simple Cuando se trata de interés simple, la can-
tidad A acumulada a través del tiempo es la funcion lineal
A = P + Prt, donde P es el capital, ¢ se mide en afios y r
es la tasa de interés anual (expresada como decimal).
Calcule A después de 20 afios si el capital es P = $1 000
y la tasa de interés anual es de 3.4%. ; Qué sucede cuando
A = $2200?

Depreciacion lineal La depreciacién en linea recta, o
lineal es cuando un objeto pierde todo su valor inicial de
A dolares a lo largo de un periodo de n afios por una can-
tidad A/n cada afo. Si un objeto que cuesta $20 000 cuando
es nuevo se deprecia linealmente a lo largo de 25 afios,
determine una funcién lineal que dé su valor V después de
x anos, donde 0 = x = 25. ;Cudl es el valor del objeto al
cabo de 10 afios?

Difusion de una enfermedad Un modelo de la difusion
de un virus catarral supone que dentro de una poblacién
de P personas, la rapidez con la que se difunde una enfer-
medad es proporcional tanto a la cantidad D de personas
que ya son portadores de ella, como a la cantidad P — D
de personas que todavia no estdn infectadas. Matematica-
mente, el modelo se define con la funcion cuadratica

R(D) = kD(P — D)
donde R(D) es la rapidez de difusién del virus del catarro

(en casos por dia) y kK > 0 es una constante de proporcio-
nalidad.

Difusion de un virus

a) Demuestre que sila poblacién P es constante, entonces
la enfermedad se extiende con mas rapidez cuando
exactamente la mitad de la poblacion es portadora del
catarro.
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b) Suponga que enun pueblo de 10 000 personas hay 125
enfermas el domingo, y que el lunes se presentan 37
casos nuevos. Estime el valor de la constante k.

¢) Use el resultado del inciso b) para estimar los casos
nuevos que se presentaran el martes. [Pista: la cantidad
de personas portadoras de catarro, el lunes, es 162 =
125 + 37].

d) Estime la cantidad de casos nuevos el miércoles, jue-
ves, viernes y sabado.

=Para la discusion

68.

69.
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Considere la funcion lineal f(x) = %x — 4. Sixcambia
1 unidad, ;cudntas unidades cambiard y? ;Y si x cambia 2
unidades o n (n es un entero positivo) unidades?
Considere el intervalo [x, x,] y la funcién lineal f{x) = ax
+ b, con a # 0. Demuestre que

10.

n.

12.

f<x1 + xz) _ f(x) + f(x)
2 2 ’

e interprete este resultado geométricamente para a > 0.

En los problemas 60y 62 ;cudl es el dominio de la funcién
s(1)? [Pista: no es (—o, ©)].

Enla Luna, la aceleracion debida a la gravedad es la sexta
parte de la que hay en la Tierra. Si se lanza verticalmente
hacia arriba una pelota desde la superficie lunar, ;alcan-
zarfa una altura mdxima seis veces mayor que la que
alcanza en la Tierra, cuando tiene la misma velocidad ini-
cial? Argumente su respuesta.

Suponga que la funcién cuadrética f(x) = ax® + bx + ¢
tiene dos ceros reales distintos. ; Cémo demostraria usted
que la abscisa del vértice es el punto medio del segmento
de recta que une a las intersecciones con el eje x? Ponga
en préctica sus ideas.

I 5.4 Funciones definidas por partes

M Introduccion Una funcién f puede contener dos o mas expresiones o férmulas, cada una
de ellas definida para diferentes partes del dominio de f. Una funcién definida de esta manera
se llama funcion definida por partes. Por ejemplo,

£(x) = {

x <0

x+1, x=0

no son dos funciones, sino una sola en la que la regla de correspondencia estd en dos partes.
En este caso, una parte se usa para los nimeros reales negativos (x < 0) y la otra para los niime-
ros no negativos (x = 0); el dominio de fes la unién de las partes (—2°, 0) U [0, %) = (=, o).
Por ejemplo, como —4 < 0, la regla indica que se eleve al cuadrado el nimero:

pero, por otra parte, como 6 = 0, se suma | al nimero:

B Funcion de importe postal

f6)=6+1="1.

La tarifa postal en Estados Unidos para cartas, tarjetas o

paquetes es un caso real de una funcién definida por partes. Cuando se escribi6 este libro, el
porte por mandar una carta en sobre tamafio normal, por correo de primera clase, depende de

Su peso en onzas:

Importe =

CAPITULO 5 Funcionesy gréficas

$0.44, 0 < peso= 1onza

$0.61, 1 < peso= 2 onzas

$0.78, 2 < peso = 3 onzas, (1)
$2.92, 12 < peso = 13 onzas.



La regla, en las ecuaciones (1), es una funcién P formada por 14 partes (las cartas con mds
de 13 onzas se envian por correo prioritario). Un valor P(w) es una de catorce constantes; la
constante cambia de acuerdo con el peso w (en onzas) de la carta.* Por ejemplo,

P(0.5) = $0.44, P(1.7) = $0.61, P(2.2) = $0.78, P(2.9) = $0.78,
y P(12.1) = $2.92.

El dominio de la funcién P es la union de las partes:

(0,17U (1,2] U (2,3] U --- U (12,13] = (0, 13].

[A]|{XeR W Grafica de una funcion definida por partes

Grafique la funcién definida por partes

-1, x <0,
f(x) =10, x =0, (2)
x+1, x>0.

Solucion  Aunque el dominio de f consiste en todos los nimeros reales (—, «), cada
parte de la funcién se define en una parte diferente de su dominio. Trazaremos

e larecta horizontal y = —1 para x <0,
* el punto (0, 0) parax = 0, y
e larectay = x + 1 parax > 0.

La gréfica se muestra en la FIGURA 5.4.1. =

El punto lleno en el origen de la figura 5.4.1 indica que la funcién (2) estd definida
en x = 0 sélo por f(0) = 0; los puntos vacios indican que las férmulas correspondientes a
x < 0yax>0nodefinen fen x = 0. Como estamos construyendo funciones, vamos a con-
siderar la definicidn:

x=0,

x> 0. @)

g(x) = {;r 1,

La grafica de g que se ve en la FIGURA 5.4.2 se parece mucho a la gréfica de la funcién (2),
pero (2) y (3) no son la misma funcién porque f(0) = 0, pero g(0) = —1.

B Funcion maximo entero A continuacién describiremos una funcién definida en interva-
los, que se parece a la funcién (1), de “importe postal”, porque ambas son ejemplos de fun-
ciones escalon: cada funcién es constante en un intervalo, y a continuacién salta a otro valor
constante en el siguiente intervalo vecino. Esta nueva funcion, que tiene muchas notaciones,
se representa aqui con f(x) = [x] y se define mediante la regla

[x] = n, donde n es un entero que satisface n = x < n + 1. (4)
La funcién f se llama funcién maximo entero (o funcién entero mayor) porque (4), traducida

en palabras, quiere decir que:

fx) es el entero mayor n que es menor o igual a x.

* En (1) no se muestra el hecho de que el franqueo de una carta cuyo peso se sitia en el intervalo (3, 4] queda de-
terminado por si el peso se sitda en (3, 3.5] o (3.5, 4]. Este es el dnico intervalo que se divide de este modo.

5.4 Funciones definidas por partes

'\‘:!1,.\‘<0_

FIGURA 5.4.1 Gréfica de la funcién

definida en partes del ejemplo 1

FIGURA 5.4.2 Griéfica de la funcién

g definida en (3)

229



y

il =

3+ —o

2+ *—o0

1+ e—o
—+—t———t—F—+—+>X
-2 -1 1 2 3 4 5

@
—o0 +

FIGURA 5.4.3 Funcién maximo
entero

41
3+ y=[x-2] e—o
2+ *—0
1+ *—0

-1 1 2 3 45
+ e—o
+—o0
—
FIGURA 5.4.4 Griéfica desplazada del
ejemplo 2
230

Por ejemplo,

f(6) = 6 porque 6 = x = 6, f(=1.5) = =2 porque —2 = x = —1.5,
£(0.4) = 0porque 0 = x = 0.4, £(7.6) = Tporque 7 = x = 7.6,
f(ar) = 3 porque 3 = x =, f(=V2) = =2 porque —2 = x = —\/2,

y asi sucesivamente. El dominio de f'es el conjunto de los niimeros reales, y consiste en la
unién de una cantidad infinita de intervalos disjuntos; en otras palabras, f(x) = [x]es una
funcién definida por partes, expresada por

-2, 2=x<-1

-1, —-1=x<0
fx)=[x]=¢ 0 o0=x<1 (5)
1, 1l=x<2

2, 2=x<3

Elrango de fes el conjunto de los enteros. En la FIGURA 5.4.3 se muestra una parte de la gréafica
de fen el intervalo cerrado [—2, 5].

En computacion, la funcién maximo entero f(x) = [x] se llama funcién piso, y se repre-
senta con f(x) = |xJ. (Véanse los problemas 47, 48 y 53, en los ejercicios 5.4.)

(H]\" /Moy Grafica desplazada

Grafique y = [x — 2].

Solucion La funcién es y = f(x — 2), donde f(x) = [x]. Entonces, la gréfica de la
figura 5.3.3 se desplaza a la derecha 2 unidades horizontalmente. Nétese, en la figura
5.4.3, que si n es un entero, entonces f(n) = [n] = n.Pero en la FIGURA5.4.4, para x = n,
y=n-—2. =

M Funciones continuas La grifica de una funcién continua no tiene agujeros, espacios
vacios finitos ni interrupciones infinitas. Si bien la definicién formal de continuidad de una
funcién es un tema importante de discusién en célculo, en este curso basta imaginarla en
términos informales. Con frecuencia, una funcién continua se caracteriza al decir que su
grafica puede trazarse “‘sin levantar el lapiz del papel”. Los incisos a) a c¢) de la FIGURA 5.4.5
ilustran funciones que no son continuas, es decir, son discontinuas, en x = 2. La funcién

4
2=x+2, conx # 2,

de la figura 5.4.5a) tiene un agujero en la grifica (no estd el punto (2, f(2)); la funcién

£(x) :|x7—2\

5 de la figura 5.4.5b) tiene un hueco o salto finito en su gréifica, en x = 2; la

funcién f(x) = en la figura 5.4.5¢) tiene una interrupcion infinita en su gréfica,

x—=2
en x = 2. La funcién f(x) = x> — 3x + 2 es continua; su gréfica se ve en la figura 5.4.5d); no
tiene agujeros, huecos ni interrupciones infinitas.

El lector debe tener en cuenta que las funciones constantes, lineales y cuadréticas son
continuas. Las funciones definidas por partes pueden ser continuas o discontinuas. Las fun-
ciones en (2), (3) y (4) son discontinuas.
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a) Hueco en la grafica

FIGURA 5.4.5 Funciones discontinuas a) a ¢); funcién continua d)

b) Hueco finito en la grafica

¢) Salto infinito en la grafica

d) Sin agujeros, huecos ni saltos

M Funcion valor absoluto A la funcién y = | x| se le llama funcién valor absoluto. Para
obtener su gréfica se trazan sus dos partes, que consisten en semirrectas perpendiculares

[FIGURA 5.4.6a)]:

.
y=l|x| =
x’

six <0
six = 0.

(6)

Como y = 0 para toda x, otra forma de graficar (6) es tan sélo trazar la recta y = x y reflejar
en el eje x la parte de la recta que estd debajo de él [figura 5.4.6b)]. El dominio de (6) es el
conjunto de los nimeros reales (—%, %), y como se ve en la figura 5.4.64), la funcién valor
absoluto es una funcién par, decreciente en el intervalo (—, 0) y creciente en el intervalo

(0, 0); ademds, es continua.

En algunas aplicaciones interesa la grafica de valor absoluto de una funcién arbitraria
y = f(x). En otras palabras, de y = |f(x)|. Como | f(x)| es no negativa para todos los nimeros
x en el dominio de f, la grfica de y = |f(x)|no se prolonga abajo del eje x. Ademds, la definicion

de valor absoluto de f(x) es

7l = {75

f(x),

sif(x) <
sif(x) =

0
07

(7)

demuestra que se debe negar f(x) cuando f(x) sea negativa. No hay necesidad de preocuparse
por resolver las desigualdades en (7); para obtener la gréfica de y = | f(x) | se puede proceder
igual que hicimos en la figura 5.4.6b): con cuidado trazar la gréfica de y = f{(x) y a continua-
cion reflejar en el eje x todas las partes de la grafica que estén abajo de ese eje.

y y
y=-x,x<0 y=x,x20 y=x
. :
%
’
a)y = lxl 7
’
’
’
%
’
b) Se refleja esta
parte de y = x
en el eje x

FIGURA 5.4.6 Funci6n valor absoluto, ecuacion (6)
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y (A]Y[JMeXkY Valor absoluto de una funcidn

Grafique y = | —3x + 2|

Solucién  Primero trazaremos la gréfica de la funcién lineal f(x) = —3x + 2. Nétese que,
como la pendiente es negativa, fes decreciente, y su grafica interseca el eje x en (%, 0). Se
traza con linea de puntos la grafica para x > %, porque esa parte estd abajo del eje x. Por
ultimo, reflejamos hacia arriba la parte sobre el eje x para obtener la grafica en forma de
v con linea azul continua, de la FIGURA 5.4.7. Como f(x) = x es una funcién lineal simple,

T \ T
i ‘\ | | ) no debe sorprender que la grafica del valor absoluto de toda funcién lineal f(x) = ax + b,
\ Serefleja a # 0, dé como resultado una gréfica parecida a la de la funcién valor absoluto de la figura
1\ estaparte, 5.4.6a). =

\para x > %

FIGURA 5.4.7 Grifica de la funcién
del ejemplo 3

(H]Y[Ne¥'Y Valor absoluto de una funcidn

Grafique y = | —x* + 2x + 3|.

Solucion Lo mismo que en el ejemplo 3, comenzaremos trazando la gréfica de la funcién

flx) = —x* + 2x + 3, calculando las intersecciones con los ejes: (—1, 0), (3,0), (0, 3), y
como fes una funcién cuadrdtica, su vértice, que estd en (1, 4). Observe que, en la FIGURA
5.4.8a),y < 0 parax <—1yparax > 3. Esas partes de la grafica de f se reflejan en el eje x,
para obtener la grificade y = | —xX*+2x+3 | que vemos en la figura 5.4.8b).

y y=-—x2+2x+3 y y =122 +2x+3l

a) b)
FIGURA 5.4.8 Grificas de las funciones del ejemplo 4

Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-13.

En los problemas 1 a 4 determine los valores indicados de la

4 _
funcién f definida por partes: 5 1, x#F +1
2y 2. f(x) = s
L0 a %2 3, = -1
1 f(x) = x—(Z) ; 5 x=1
4’ _7 X = 2
f(=1), £(1), F(3)

£(0), £(2), £(=7)
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x>+ 2x, x=1

s 0= {7

—x3, x<1
£(1), £(0), £(=2), F(V2)
0, x<0

. f(x) =4x, 0<x<l1;
x+1, x=1

F(=2), £(3), f(4), £(6.2)

. Si la funcién f definida por partes es

f(x) =

1, x es ndmero racional
0, x es numero irracional,

halle cada uno de los valores siguientes.

En los problemas 9 a 34, trace la gréfica de la funcion defi-
nida por partes que se indique. Halle todas las intersecciones
con los ejes de la gréfica. Indique todos los niimeros para los

cuales la funcién es discontinua.

9 mx o x=1
Y x> 1

1, x<O

10.
I, x=0

{x
y:
X
1. y{
21, x<0

—X

12. y = 0 x=0
X+ 1, x>0
[

—3=x=3

1
+
3, x<-3
X,
3, x>3

1
a) fG)
b) f(—1) 13. y =[x+ 2]
¢) f(\@_) 14 y=2+[x]
d 1.12
) S ) 15. y = —[x]
e) f(5.72)
16. y=|—
n fm v =174
. ¢Cudl es la interseccion con el eje y de la gréfica de la 17. y = |x + 3
funcién f del problema 5? 18. y= —|x — 4]
. Determine los valores de x para los cuales la funcién defi- 19. y=2— |x|
nida por partes
2. y=—1-—|x
B X+1, x<0
flx) = -2 x=0, 2. y= -2+ |x + 1|
-1 1, _
es igual al nimero indicado. 2 y=1-3x-2|
a 7 2. y=—|5—3x|
b) 0 24, y = |2x — 5|
o -l 5 y=|x - 1
d -2
) 2. y= 14— x|
e) 1 ,
n -7 27. y = |x* — 2x]
. Determine los valores de x para los cuales la funcién defi- 28 y=|-x*—4x+5]|
nida por partes 29. y=||x| — 2
x+1, x<0 30 y=|Vx — 2|
f(x) =42, x=0 3
N y=|x"—-1
X2, x>0, Y | |
. o 32. y=|[x]
es igual al nimero indicado.
a) 1 1, x <0
0) 4 1, x>2
d) % —X, x <0
e) 2 B y=q1—|x—1], 0=x=2
fH —4 x — 2, x>2

5.4 Funciones definidas por partes
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