62. Esfera Elradio r de una esfera con volumen V estd dado fica de la particula. Halle la velocidad critica que se nece-
por r = (3V/4m)'. Use una calculadora para hallar el radio sita para empezar a mover un grano de feldespato que tiene
de una esfera que tiene de volumen 100 cm?. una gravedad especifica de 2.56 y un didmetro de 3 mm.
63. Velocidad del sonido La velocidad del sonido v medida
en pies por segundo a través del aire de temperatura 7 gra-
dos Celsius estd dada por = Para la discusion
1 087 12 En los problemas 65 a 74, responda falso o verdadero.
_ 273 + 1)
V= 1652 : 65 (Z2 + 25)1/2 =z + 5

66. 36x'> = 6\Vx

Use una calculadora para hallar la velocidad del sonido a

través del aire cuando la temperatura es de 20 °C. 6. (—)'"P=4__
64. Agua corriente Un arroyo de corriente rapida puede 68 [(—4)"P=—-4__

transportar particulas mas grandes que uno de corriente 69. (1) H'=-1

lenta. Los estudios de laboratorio han demostrado que la 70 (- (=) =1

velocidad critica v, del agua que se necesita para que una

particula arranque en la cuenca de un arroyo estd dada por M. 2= R

la férmula P

72. x2/3y*2/3 =1
73. (b4/3)3/4 =p

. . 3/2
donde v, se mide en metros por segundo, d es el didmetro a 2

1B —5=a
de la particula en milimetros y G es la gravedad especi-

v, = 0.1524¥°(G — )%,

a3 _—

2.6 Polinomios y productos notables

M Introduccion Ya hemos encontrado prictico usar letras como x 0 y para representar
ndmeros; cada simbolo se llama variable. Una expresion algebraica es el resultado de llevar
a cabo un ndmero finito de sumas, restas, multiplicaciones, divisiones o raices en un grupo
de variables y nimeros reales. Los siguientes son ejemplos de expresiones algebraicas:

4xy — [ Ty —3
X =22+ Vx—m, R A y 375}:2 .
x+y xy “+z

A veces una expresion algebraica representa un nimero real sélo para ciertos valores de
una variable. Al considerar la expresion V/x, encontramos que debemos tener x = 0 para que
Vi represente un nimero real. Cuando trabajamos con expresiones algebraicas, suponemos
que las variables estdn restringidas para que la expresion represente un nimero real. El con-
junto de valores permisibles para la variable se llama dominio de la variable. Por tanto, el
dominio de la variable en Vi es el conjunto de todos los niimeros reales no negativos {x|x
= 0}, y para 3/(x + 1) el dominio es el conjunto de todos los nimeros reales excepto x =
—1; es decir, {x|x # 1}

Si se sustituyen nimeros especificos por las variables en una expresion algebraica, el
nimero real que resulta se llama valor de la expresién. Por ejemplo, el valor de x> + 2y
cuandox = 1yy =2es (1) + 2(2) = 5.
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B Polinomios Ciertas expresiones algebraicas tienen nombres especiales. Un monomio en
una variable es cualquier expresion algebraica de la forma

ax",
donde a es un niimero real, x es una variable y n es un entero no negativo. El nimero a se
llama coeficiente del monomio y n se denomina el grado. Por ejemplo, 17x° es un monomio
de grado 5 con coeficiente 17 y la constante —5 es un monomio de grado 0. La suma de dos
monomios recibe el nombre de binomio. La suma de tres monomios se llama trinomio. Por
ejemplo,

3x—2 y X+ 6x
son binomios, en tanto que
4 —2x — 1 y 8x* + x% — 4x

son trinomios.
Un polinomio es cualquier suma finita de monomios. Mds formalmente tenemos la
definicién siguiente.

Definicion 2.6.1 Polinomio

Un polinomio de grado n en la variable x es cualquier expresion algebraica de la forma
X" + a, X"+ o+ apx® + apx + ay, cona, # 0, (1)

donde n es un entero no negativoy a; i = 0, 1..., n son nimeros reales.

La expresion (1) se llama forma estandar de un polinomio; es decir, el polinomio se
escribe en las potencias decrecientes de x. Por supuesto, no es necesario que todas las poten-
cias estén presentes en un polinomio; algunos de los coeficientes a;, i = 0, 1,..., n podrian
ser 0.

Puesto que un polinomio en x representa un niimero real para cualquier nimero real x,
el dominio de un polinomio es el conjunto de todos los niimeros reales R. Los monomios a;x’
en el polinomio se llaman términos del polinomio, y el coeficiente a,, de la potencia mas alta
de x se llama coeficiente principal. Por ejemplo, 6x° — 7x° + 3x*> — 1 es un polinomio de
grado 5 con coeficiente principal 6. Los términos de este polinomio son 6x°, —7x°, 3x>y —1.
El nimero a se llama término constante del polinomio. Puede ser 0, como en el polinomio
6x> — x. Si todos los coeficientes de un polinomio son cero, entonces el polinomio se llama
polinomio cero y se representa con 0.

Los polinomios pueden clasificarse segtin sus grados, aunque al polinomio cero no se le
ha asignado ningtin grado. Se usan nombres especiales para describir los polinomios de menor
grado, seglin se presenta en la tabla siguiente.

Polinomio Grado Forma estandar Ejemplo
Constante 0 a, (con ag # 0) 5
Lineal 1 ax + ay (cona; # 0) 3x—=5
Cuadritico 2 ax* + ayx + ay (con a, # 0) 2 4x-2
Ctbico 3 ax® + ax> + a;x + ay (con az # 0) 2 —6x+V3
n-ésimo grado n a X" + a,_ ;X" '+ -+ + a;x + ay (con a, # 0) 7 =1
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En cada término en un polinomio, el exponente de la variable debe ser un entero no
negativo. Por ejemplo,

entero negativo no entero

2 4
x'+x—1 y ¥ -2 +6

no son polinomios. Sin embargo,
%x2+4 y 0.5 +V6x>*—mx+9

son polinomios, pues los coeficientes pueden ser cualesquiera nimeros reales.

A3\ [JXe}k W Reconocimiento de un polinomio

Determine cudles de las expresiones algebraicas siguientes son polinomios. Si la expresion
es un polinomio, indique su grado y su coeficiente principal.

a) 24+ V-1
b) V2 —x+ 3% — 1748
c) 7x5—x2+%x+x72

d x*—x°

Solucion  Como la variable en cada término debe ser elevada a una potencia entera no
negativa, @) y ¢) no son polinomios. Los polinomios en ») y en d) son del grado 8 y del grado
4, respectivamente. Al escribir ») en la forma estandar (1), — 173 + 3% —x + \fZ, vemos
que el coeficiente principal es —17. Ya que d) estd en la forma estdndar, el coeficiente

principal es 1. =

M El algebra de los polinomios Como cada simbolo en un polinomio representa un nimero
real, podemos usar las propiedades del sistema de los nimeros reales expuestas en la seccién
2.1 para sumar, restar y multiplicar polinomios. En otras palabras, la suma, diferencia y
producto de dos polinomios es un polinomio.

(R[S [JXeFR Suma de dos polinomios

Halle la suma de los polinomios x* — 3x* + 7x — 8 y 2x* + x> + 3x.

Solucion Al reorganizar los términos y usar las propiedades distributivas, tenemos

(=32 +7x — 8) + (2x* + X2 + 3x)
=x*+ 2 =32+ 2+ Tx+3x— 8
=0+ + (-3+Dx*+ T +3)x—8
= 3x* — 2x% + 10x — 8. =

El ejemplo 2 indica que podemos sumar dos polinomios en x mediante la suma de los
coeficientes de potencias iguales. Algunos estudiantes encuentran que es mas facil sumar
polinomios por la alineacién de los términos con potencias iguales de x en un formato verti-
cal, como se muestra a continuacion:

=32+ 7x—38
2+ 2+ 3x
3x* — 242 + 10x — 8.

La eleccion del formato que se desea usar es simplemente un asunto de preferencia personal.
Por lo general, el formato vertical requiere mas espacio; por tanto, después de esta seccién
usaremos el formato horizontal.

Como se muestra en el ejemplo siguiente, la resta de polinomios se lleva a cabo de una
manera similar a la suma.

2.6 Polinomiosy productos notables
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(A]J|JXe)kY Diferencia de dos polinomios

Reste 2x° — 3x — 4 de x*> + 5x% — 10x + 6.

Solucién Al restar términos con potencias iguales de x, tenemos
X452 —10x+ 6
—(2x —3x —4)
—x> 4+ 5 — 7Tx + 10.

Para llevar a cabo esta resta usando un formato horizontal, procedemos asi:

(X +5x = 10x + 6) — (2x° — 3x — 4) < use lapropiedad distributiva aqui
=X +52-10x+6—2x +3x+ 4
= (x3 — 2x3) + 5x% + (—10x + 3x) + (6 + 4) <« agrupe términos iguales
= —x +5¢ — 7x + 10. =
Para hallar el producto de dos polinomios usamos las propiedades distributivas y las
leyes de los exponentes, como se muestra en el ejemplo que sigue.

[H]\|/Xe¥'Y Producto de dos polinomios

Multiplique x* + 3x — 1y 2x® — 4x + 5.

Solucién  Para empezar, utilizamos la ley distributiva varias veces:

O +3x— DX —4x +53)
=@ +3x— D)+ (F +3x— D(—4x) + (X + 3x — 1)(5)
= (2X° + 6x° — 2x%) 4+ (—4x* — 1222 + 4x) + (52° + 15x — 9).

Combinando términos semejantes encontramos el producto

O+ 3x— DH2x* — 4x + 3)
=20 —4x* + (6X° + 55°) + (=232 — 12x%) + (4x + 15x) — 5
=2 —4x* + 11x° — 14 + 19x — 5. =

Como en el ejemplo 4, cuando se multiplican dos polinomios debemos multiplicar cada
término del primer polinomio por cada término del segundo. Se puede usar un formato ver-
tical (con tal que conservemos los términos semejantes alineados), de esta manera:

X+ 3x—1
22— 4x+5
553 + 15x — 5 —5(3+3x—1)
— 4x* — 12x% + 4x — —dx(x* +3x— 1)
2x° + 6x — 247 <22 +3%x—1)

2% — 4x* + 115 — 14%% + 19x — 5.

M Productos notables Ciertos productos de binomios se presentan con tanta frecuencia

que debe aprender a reconocerlos. Empezamos con el producto de dos binomios ax + by
cx + d:

(ax + b)(cx + d) = acx* + (ad + bc)x + bd. (2)

Algunos polinomios pueden expresarse como una potencia entera positiva de un binomio.
El cuadrado y el cubo de un binomio x + a son, respectivamente:

(x + a)? =2+ 2ax + & (3)
y (x + a) =2+ 3ax* + 3% + a’. (4)
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Se observa de inmediato que el producto de un binomio x + a y su conjugado x — a
produce la diferencia de dos cuadrados:

(x+ a)x —a) =x* — d°. (5)
Un clédsico de memorizacidn para realizar la multiplicacién en (2) es el llamado método

PEIU. La idea se describe en forma esquematica en la FIGURA 2.6.1; las letras p, E, I y U son,
respectivamente, las primeras letras de las palabras primero, exterior, interior y dltimo.

P E I U
l’ll\iﬂ_lﬂs multiplique multiplique multiplique multiplique
minos los primtros los términos los términos los tltimos
—+ términos exteriores interiores términos
— — — —

(ax+b)(cx+d) ax-cx+ax-d+b-cx+b-d
primeros = acx? + [adx + bcx] + bd

térr mmm
lclmmm

extriores = acx? + (ad + bc)x + bd
FIGURA 2.6.1 El método PEIU para multiplicar dos binomios

][N Uso del método PEIU

Obtenga el producto (% x —2)(x — %).

L, o 2 1 . c
Solucién Identificamosa =%,b = —2,¢ = 1 yd = —3. Aplicamos el método PEIU para
3 y 3- Ap p
obtener
primero exteriores interiores ultimo
/—A—\ /—A—\

(Gx = 2)(x = 3) =3(xF + [()(=3)x + (=2 (Dx] + (=2)(—3)
=3+ (=5 —2)x +3

2 20 2 =
=§x2—jx+§. =

A primera vista, algunos productos parecen no ser de la forma (2) cuando, de hecho, si
lo son. Sin embargo, con la prictica cualquiera llega a adquirir habilidad para reconocerlos.

[SH]\Y[XeX:] Uso del método PEIU

Obtenga el producto (5x% + 3)(4x> — 6).

Solucién  En (2) simplemente sustituimos ax por 5x° y cx por 4x*:

primero exteriores interiores ultimo
(5% + 3)(4x* — 6) = 5(4) (XD + [5(—6)x* + 3(4)x°] + 3(—6)

= 200" + (=30 + 12)2* — 18
= 200" — 18x% — 18. =

También en cada uno de los productos notables (3), (4) y (5), tenga presente que los
simbolos x y a pueden sustituirse con otra variable, un nimero o una expresién mas compli-
cada.

[A]\Y[{Xe}yM Cuadrados

Obtenga cada uno de los productos siguientes.

a) (Bx+7)? b) (5x — 4)?

2.6 Polinomiosy productos notables
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Solucién @) Con base en (3), sustituimos x con 3x y a con 7 y tenemos:

Gx + 7)* = 3x)> + 23x)(7) + (7)?
= 0x? + 42x + 49

b) Con base en (3), sustituimos x con 5x y a con —4 y tenemos:

(5x — 4)> = (5x)* + 2(5x)(—4) + (—4)*
= 25x> — 40x + 16.

EJEMPLO 8 J®IL

Obtenga cada uno de los productos siguientes.

3
a) Gx+27° b) (4x - 12>

X

Solucién @) x se sustituye con %x, a con 2 y se usan las leyes de los exponentes para
resolver (4):

(3x +2)* = (5x)° + 3(3x)°2) + 3(3x)(2) + (2)°
=%x3+%x2+3x+8.

b) Antes de continuar, hacemos notar que la respuesta que obtendremos no serd un poli-

nomio, puesto que la expresién de dos términos 4x — 1/x* no es, en términos estrictos,

un binomio. No obstante, podemos usar (4) y sustituir el simbolo x por 4x y el simbolo a
2

por —1/x~:

(4 - 1>3 = (40)° + 3(4 )2<—1> +3(4 )(—1)2 + <—1>3
X _x2 = -X -X x2 -X _x2 x2

_ eadt — 2_1
64 — 48 + & — —
X X

(H]S\Y[JNeE:} Diferencia de dos cuadrados

Obtenga el producto (6y + \/i)(6y -V2).

Solucién  Si sustituimos x por 6y y a por V2, la férmula del producto (5) da:

6y + V2)(6y — V2) = (6y)* — (V2)? = 36y> — 2.

M Polinomios en dos variables Hasta el momento hemos considerado, sobre todo, polino-
mios en una variable. Podemos tener polinomios en x o en otras variables, como 2y> — y = 5
0V2z> — 17, o polinomios en dos o mds variables. Un polinomio en dos variables x y y es
una suma de monomios (o términos) de la forma ax"y™, donde a es un nimero real, x y y son
variables, y n y m son enteros no negativos. Por ejemplo,

S5x — 2y, X+ xy—y* y 8x3y+xy2—x+%.
Asimismo, un polinomio en tres variables x, y y z es la suma de monomios de la forma
ax"y"z*, donde n, m y k son enteros no negativos. Por ejemplo, xy’z® — 2xy + z — 1 es un

polinomio en tres variables. Los polinomios de cuatro o mds variables se definen de manera
semejante. Por ejemplo, xy + 5y — 3yz® + 6xy’z°w* es un polinomio en cuatro variables.
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Sumamos, restamos y multiplicamos polinomios de varias variables usando las propie-
dades de los niimeros reales, como hicimos con los polinomios en una variable.

[A]J|JXeR (M Suma de dos polinomios en xy y

Obtenga la suma de xy® + x*y — 3y x> — y* + 3xy° — x¥y.

Solucién  Simplemente sumamos los términos semejantes que se indican con el mismo
color:

(xy* + 2%y —3) + (> =y + 3x° — 2y)

=x* =y +4x + 0’y — 3
=x—y +4xy - 3.

][N REW Producto de dos polinomios en xy y
Multiplique x + y y x> — xy + y%.

Solucion  Como en el ejemplo 4, aplicamos la ley distributiva varias veces y luego com-
binamos los términos semejantes:

x4+ —xy+y) =x( —xy + ) +y( —xy +y)
=)c3—xzy-f-)cyz-i-xzy—xyz-|—y3

=x3+y3. =

En el ejemplo 11 hemos comprobado una de las dltimas dos férmulas de los productos
notables. La diferencia de dos cubos es:

x—a)+ax+d)=x—d°, (6)
en tanto que la suma de dos cubos es:
x+a) —ax+d¥)=x>+ . (7)
Las férmulas (6) y (7) son probablemente mas importantes en la factorizacién de polinomios
que como férmulas que deben recordarse para realizar una multiplicacion.
La divisién entre un monomio usa las propiedades de las fracciones y las leyes de los

exponentes, como se muestra en el ejemplo 12. La divisién de dos polinomios es mas com-
plicada y se explica en el capitulo 6.

(]S [JXe PR Division de dos polinomios

Divida 15xy® + 25x*y* — 5xy” entre Sxy°.

Solucién  Usamos la propiedad del comitn denominador:

a b ¢ a+b+c

—+-—+—=—
d d d d

leyendo de derecha a izquierda. Con la identificacién d = 5xy*y las leyes de los exponen-

tes obtenemos:

15xy* + 25x%% — 5xy° B 15xy°  25x%*  5xy?
2 - >t 2 Sxy?

Sxy Sxy Sxy

3y + 5x — 1.

2.6 Polinomiosy productos notables
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Uso de una férmula de producto dos veces
Obtenga el producto (2x + y)(2x — y)(4x? + y?).

Soluciéon  Usamos (5) dos veces consecutivas:

use (5) con x sustituida
por 2xy a por y

(2x + y)(2x = y) (47 + y°) = [(2x + y)(2x = )] (4 + )

use (5) otra vez con x sustituida
por 4x2 y a por y?2

(46" = ) (4x" + )
= 16x* — y*. =

Cuanto mds se familiarice con los productos notables (2) a (5), mas fécil le serd entender
la factorizacién, que examinaremos en la préxima seccion.

Notas del aula

© © 0 0 0 0000000000000 0000 0000000000000 0000000000000 00000000 00 o

Un error muy comtn cuando se restan polinomios en el formato horizontal consiste en no
aplicar la propiedad distributiva. Es necesario cambiar el signo de cada término del poli-
nomio que se resta.

-2 = 3x—4) = (—1)(2x —3x — 4)

= (=D + (=D(=3x) + (=D(=4)
=20 +3x+4# -2 - 3x— 4

ﬁ Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-6.

|

En los problemas 1 a 8, halle el valor del polinomio para 1n. Yy =y +y"B—7
1
a)x=-=3;b)x=3yc)x=0. 12 AP+l -
1. X —5x+6 13. 7100 — 4499 4 265101 — 5
2
2. V222 +3x — 4V2 183+ 26 — VTP + Ax 10
3. x— 3%+ 6x° 15 Vr—4
4. )C4_)C3+)C2_)C+1 16. Z2(5Z3_4Z+18)
5. %x -1
6. (x— 12+ (x— 1) En los problemas 17 a 30, realice la operacion indicada y
exprese el resultado como un polinomio en forma estandar.
7. 0.1x* — 0.5x + 0.2
s 17. B =52 +4x -1+ =32+ 2x+ 1)
8 (2x+1)

18 Ux'—7°+D+GB+22—-Tx+ 1)

En los problemas 9 a 16, determine si la expresion algebraica 3 ) ;3 )
19. 0" =3y +7Ty =8+ Gy +4” =99+ 1)

es un polinomio. Si lo es, indique su grado y su coeficiente

principal. 20. (V27 — 623 + 172+ V6) + (&* + 162 — 52 + V6)
9. V3 + 8x 2. (% + 20— 1) — Gx* — 4% + 20)
10. 0.5x0 — 1.7x° + 3.4x — 7.2 22. (3y* — 2y* + 8y — 16) — (6y* + 5y* + 10y — 11)
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2. 3x — 70+ —14) — (& — 2x% + 8)
24, (4s10 — 58 + %) — (slo + %SS — s+ %)
2. 32 — 42 + 61— 3) + 5(—F + 22 — 9t + 11)
2. 6(2x* — 5x° — 10x% + 4x — 8) — 4(—5x* + 7x> + 9x?
—3x—13)
21. 2v + (v — 6v)
28. (W? —w+ DHw* — wd)
29. V+ 2y — 40> —y+5)
30. (z3 + 4z — 3)(223 —T7z+ 1)
En los problemas 31 a 38, realice las operaciones indicadas y
simplifique.
31. 8a* + 7a*b? +6b™ + (7a* — ’b + a°b?
— 8ab® + 5b%
32. (\f2xy3 - \/gyz) — ()c3 + y3 - \@xy3 + 6\/§y2 - \6)
33. (2a — b)(3a* — ab + b?)
38. (x> — xy + y)(5x — 3y?)
2 _ 2
35, 5s5°(2rs — 8rs”)
2rs3
3.3 2.5
LA e A
Pq
37, 4x%y* — (2x%y)? + 8x%y?
4xzy2
28 3a*b*c* — 2ab*c + \V5abe

abc

En los problemas 39 a 80, halle el producto.

39.
40.
a.
42.
43.
44,
45,
46.
4.
48.
49,
50.
51.
52,
53.
54.
55,

(x— Dx+2)
(4x — 5)(x + 3)

Qr+ D=7

0+ 3)(* = 5)

(5t — 7)(2t + 8)

Bz —5)(Tz+ 1)

AVx + D(6Vx — 2)
2Vx — 3)(5Vx + 8)
(0.3x + 0.7)(10x + 2.1)
(1.2x + 0.4)(2x — 1.3)
(Gr — HRx + )

Gx + 5@ + 1)

(1 + 5b)?

Q2c — 4)

(5x + 2)(10x + 4)
(—3x* + 9)(x* — 3)

2 +V3x)(2 — V3x)

56.
57.
58.
59.
60.
61.

[4x + 1) + 3][4(x + 1) — 3]
o' =2007 + 2x)

2 + 227 —2)

2x — 3)}

(x +5)°

oy +2)°

)C2 _ 1 3
62.
<x2>

63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
10.
n.
72,
13.
14.
15.
76.

(@ + Y+ 2xy +y7)
2a*> — D)(4a* — 4a*> + 1)
(a —3)a*+ 3a+9)
2=y +2y +y)
9+ yE1 =9y +y)
x+ zz)()c2 —xz? + z4)
5x — y)(5x + y)(25x2 + yz)
Q-—x+y2—-—x—y
(x+y+1)?

x+ X2+ )c3)2
x+y+1)°

x+ 2+ )63)3

(x2/3 _ xl/S)(x2/3 4 x1/3)

Vx—y+DVx+y—1)

1 1 1 1 1

8. (Vx+ Vy)x — Vay + )

79 (° —x)x— 1)

80. (2x'? — x)(x + 5)

81. Escriba polinomios de forma estdndar para a) el volumen
y b) la superficie del objeto sélido que se muestra en la
FIGURA 2.6.2.

xX+2

10
X
X
10

FIGURA 2.6.2 Objeto sélido para el problema 81

82,

Escriba un polinomio en las variables ry s para el drea de
la regién (un rectangulo con extremos semicirculares) que
se muestra en la FIGURA 2.6.3.
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T T 8. 4P +3r— 22 + 1+ ) =22 +4r+ 7.
r ! r
/," §=— \ 88. El valor de z* — 3z + 1 cuando z = V2 es 5 — 3V2.

FIGURA 2.6.3 Region del problema 82

En los problemas 89 y 90, los polinomios son de una sola
= Para la discusion variable x.

En los problemas 83 a 88, responda falso o verdadero. 89. Si se suman un polinomio de grado 2 y uno de grado 3,
8. (1P =F+ 1 (cudl es el grado del polinomio resultante? ;Cudl es el
. (2 =T _

grado de su producto?
84. El grado del polinomio x* — 3x% + x° es 4.

90. ;Qué se puede decir acerca del grado de la suma de dos
85. El coeficiente principal de 2y* — y® + 4 es —1.

polinomios de grado n? ;De su producto? ;De su diferen-
86. Laexpresion 37 — V/2r + 7 es un polinomio en la varia- cia?
ble r.

I 2.7 Factorizacion de polinomios

M Introduccién En la seccién anterior multiplicamos polinomios. Ahora, invertimos el
procedimiento y tratamos de escribir un polinomio como producto de otros polinomios. Este
proceso se llama factorizacion, y cada polinomio en el producto se llama factor del polino-
mio original. Por ejemplo, 3x° y x> + 2 son factores de 3x* + 6x? porque

3xt + 6x% = 3% + 2).

Generalmente, buscamos factores polinomiales de grado 1 o mayores.

Al factorizar, a veces podemos sustituir una expresion complicada por un producto de
factores lineales. Un ejemplo es:

56+ 6x2 —29x — 6 = (5x + 1)(x — 2)(x + 3).

Por tanto, la factorizacién resulta muy util para simplificar expresiones. Como veremos en
el capitulo 3, es particularmente titil para resolver ecuaciones. Estudiaremos la factorizacién
de polinomios con mayor detenimiento en la seccién 6.3.

En general, el primer paso en la factorizacion de cualquier expresion algebraica es deter-
minar si los términos tienen un factor comin.

(N[ [Nl Factorizacion

Factorice 6x*y* — 4x%y* + 10V2xy® — 2xy%.

Solucion Como 2xy2 es un factor comtn de los términos, tenemos que

6)c4y4 - 4xzy2 + 10\6)6)73 — ny2
= 20y’ (3x°y%) — 2x0%(2x) + 2xy*(5V2y) — 2x9%(1)
= 2xy*(3x%y* — 2x + 5V2y — 1).

Cuando los términos de una expresion no tienen un factor comun, atin podrian factorizarse
agrupando los términos de manera apropiada.
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[H]SV[We¥R Agrupacion

Factorice x> + 2xy — x — 2y.

Solucién Al agrupar los dos primeros términos y los dos dltimos queda
X+ 20y —x—2y=(>+2xy) + (—x — 2y)
=x(x + 2y) + (= D(x + 2y).
Observamos el factor comtin x + 2y y completamos como
x2+2xy—x—2y=(x—l)(x+2y) =
M Factorizacion de polinomios cuadraticos A veces es posible factorizar los polinomios
cuadraticos ax®> + bx + ¢, donde a, b y ¢ son enteros, como
(Ax + B)(Cx + D),

donde A, B, C'y D son también enteros.

Inicialmente, para simplificar nuestra exposicion suponemos que el polinomio cuadratico
tiene como coeficiente principal a = 1. Si x> + bx + ¢ tiene una factorizacién usando coefi-
cientes enteros, entonces sera de la forma

(x + B)(x + D),

donde By D son enteros. Al hallar el producto y al comparar los coeficientes,

B+D=b

7 1
(x +B)(x + D) =x>+ (B+ D)x+ BD=x*+ bx + c,
1 1

BD=c
vemos que

B+D=b 'y BD=c

Asf, para factorizar x> + bx + ¢ con coeficientes enteros hacemos una lista de todas las fac-
torizaciones posibles de ¢ como producto de dos enteros By D. Luego comprobamos cudl de
las sumas de B + D es igual a b.

[A]V[JWeER Factorizacion de un polinomio

Factorice x> — 9x + 18.

Solucion Con b = —9 y ¢ = 18, buscamos los enteros By D tales que
B+D=-9 y BD =18
Podemos escribir 18 como un producto BD en las formas siguientes:
1(18),  2(9), 3(6), (=D(=18), (=2)(=9) o (=3)(—6).
Como —9 eslasuma B + D cuando B = —3 y D = —6, la factorizacién es
X =9%+18=(x—3)x—6) =

Observe que siempre es posible comprobar una factorizacién mediante la multiplicacién
de los factores.

[N] || {XeX'Q Factorizacion de un polinomio

Factorice x> + 3x — 1.

Solucién  Se puede escribir el nimero —1 como producto de dos enteros BD solamente
en una forma: (— 1)(1). Con B = —1y D = 1, se concluye de

B+D=-1+1+#3

que x> + 3x — 1 no puede factorizarse usando coeficientes enteros. =

2.7 Factorizacion de polinomios
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Es mds complicado factorizar el polinomio cuadritico general ax® + bx + ¢, cona # 1,
pues debemos considerar tanto los factores de a como los de ¢. Al hallar el producto y com-
parar los coeficientes

AC=a BD = ¢

v N 1
(Ax + B)(Cx + D) = ACx* + (AD JrTBC)x + BD = ax® + l%x + ¢,

AD + BC=b

vemos que ax> + bx + ¢ se factoriza como (Ax + b)(Cx + D) si hallamos enteros A, B yC
que satisfagan

AC=a, AD+BC=b, BD=c

[A]F\Y|JXe}Y Factorizacion de un polinomio

Factorice 2x* + 11x — 6.

Solucion Los factores serdn
x+__ H(dx+___ ),

donde los espacios en blanco deben llenarse con un par de enteros B y D cuyo producto
BD sea igual a —6. Los pares posibles son:

ly—6, —1y6, 3y—2, —3y2.

Ahora debemos comprobar para ver si uno de los pares da 11 como valor de AD + BC (el
coeficiente del término medio), donde A = 2 y C = 1. Encontramos que:

2(6) + 1(—1) = 11;
por tanto,
22+ 1lx — 6 = 2x — D(x + 6). =
Este método general se puede aplicar a polinomios de dos variables x y y de la forma
ax® + bxy + ¢y?,

donde a, b y c son enteros.

(N[ [ZNeX:H Factorizacion

Factorice 15x% + 17xy + 4y°.

Solucion  Los factores podrian tener la forma

Gx+ _»G@x+__y) o (I5x + __y(x+ __y) (1)

No se necesita considerar los casos

(=5x+_y(=3x+__Yy) y (—15x + __y)(—x+ __y).

(¢Por qué?) Los espacios en blanco en (1) se deben llenar con un par de enteros cuyo
producto sea 4. Los pares posibles son:

lyd4, —1ly—4, 2y2, —2y-2

Comprobamos cada par con las formas posibles en (1) para ver cudl combinacidn, si es
que hay alguna, resulta en un coeficiente de 17 para el término medio. Encontramos que

15x% + 17xy + 4y* = (5x + 4y)(3x + y) =
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[ A] | {Xely A Factorizacion de un polinomio

Factorice 2¢* + 117 + 12.

Solucién  Si x = £, podemos considerar esta expresién como un polinomio cuadritico
en la variable x,

2% + 1lx + 12,
Entonces, factorizamos este polinomio cuadratico. Los factores tendran la forma
(x+_)2x+__), (2)

donde los espacios en blanco deben llenarse con un par de enteros cuyo producto sea 12.
Los posibles pares son

lyl12, -1y —12, 2y6, -2y —6, 3y4, —3y—4

Comprobamos cada par con (2) para ver qué combinacion, si la hay, resulta en un coefi-
ciente de 11 para el término medio. Encontramos que

22+ 1lx + 12 = (x + 4)(2x + 3).
La sustitucién de 7 por x nos da la factorizacién deseada

28+ 112+ 12 = (P + 4924 + 3) =

En el ejemplo anterior se debe comprobar que > + 4 ni 272 + 3 se pueden factorizar

usando coeficientes enteros; ni con numeros reales, en todo caso.

M Factorizacion de formulas Si invertimos las formulas de los productos notables de la
seccion 2.6 obtenemos las siguientes formulas de factorizacién importantes. Estas formulas

son simplemente (3), (5), (6) y (7) de la seccién 2.6 escritas a la inversa.

Cuadrado perfecto: X+ 2ax + d® = (x + a)?
Diferencia de dos cuadrados: x> — a’> = (x + a)(x — a)
Diferencia de dos cubos: ©-d=x—-a0®+ax+dd)
Suma de dos cubos: C+d =0+ ) — ax + ).

Como se sefialé en la seccidn 2.6, los simbolos x y a pueden sustituirse por otra variable,

un nimero o una expresién mas complicada.

] [{XeXk:-Q Cuadrado perfecto

Factorice y> — 6y + 9.

Solucion  En este caso, el simbolo y desempeiia el papel de x y a = —3 y, por la férmu-
la (3), vemos que

¥ =6y +9=y"+2(=3)y+ (=3*=(y — 3> =

(H]H\Y[MeX: ) Diferencia de dos cuadrados

Factorice 16x*? — 25.
Solucién  Si reescribimos la expresién asi:
16x*y? — 25 = (4xy*)* — 5°

reconocemos la diferencia de dos cuadrados. Por tanto, por la férmula (4), el simbolo x se
sustituye con la expresién 4x%y y a = 5, tenemos que

16x*y? — 25 = (4x%y)* — (5)°
= (4x%y — 5)(@x%y + 5)

2.7 Factorizacion de polinomios
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(A]S[HeR [ Suma de dos cubos

Factorice 8a> + 27b°.

Solucion  Como podemos escribir la expresién dada como la suma de dos cubos,
84> + 27b° = (2a)* + (3b%)?
factorizamos usando la férmula (6). Si sustituimos x por 2a y a por 3b?, se desprende de

la férmula (6) que

8a> + 27b° = (2a)* + (3b%)°
= (2a + 3b»)[(2a)* — (2a)(3b*) + (3b*)?]
= (2a + 3b*)(4d®> — 6ab> + 9b*)

Observe que las formulas (4) a (6) indican que la diferencia de dos cuadrados y la suma
y diferencia de dos cubos siempre se pueden factorizar, en tanto no limitemos los coeficien-
tes a enteros. Por ejemplo, usando la férmula (4) para factorizar x> — 5, identificamos que
a =\/5, por lo que

2
X=-5=x- ( \f5)
= (x = V5)(x + V5).
Ahora consideramos un ejemplo en el que una primera factorizacién produce expresiones
que pueden factorizarse otra vez. En general, necesitamos que una expresion sea factorizada

totalmente, es decir, hasta que ninguno de los factores se puedan factorizar en polinomios
de grado 1 o mayor con coeficientes enteros.

N[N}kl Dos métodos

Factorice completamente x® — °.

Solucién  Podemos considerar la expresién x® — y® de dos maneras: como diferencia de
dos cuadrados o como diferencia de dos cubos. Al usar la diferencia de dos cubos, férmu-
la (5), escribimos

xé _ y6 — (x2)3 _ (y2)3
= (@ =)+ A+ Y (7)
= (x = x + )+ A+ .

A partir de lo anterior podriamos concluir que la factorizacion estd completa. Sin embargo,
tratar la expresion x® — y® como una diferencia de dos cuadrados es mas revelador, pues

)C6 _ yﬁ — (x3)2 _ (y3)2 . e .
3 iferencia de dos cubos

= (x3 B yS)(“X} + ‘) y suma de dos cubos
= (x = +xy+ Y0+ 07—y + ) (8)
= (= VEFNE +ay+ Y xy + ).

En el ejemplo 11, si comparamos los resultados en las dltimas lineas de las factorizacio-
nes en (7) y (8), descubrimos la factorizacién adicional:

O+ x2y2 + y4 = ()c2 +xy + yz)()c2 —xy + yz).

Compruebe que ninguna de las expresiones del lado derecho de la igualdad pueda factorizarse
mas.
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ﬁ Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-6.

En los problemas 1 a 10, factorice el polinomio hallando un
factor comtin o agrupando.

12x* + 2x% + 6x

6x’y* — 3V3x%? — 3x%y + 3xy
2y* — yz + 6y — 3z

6x°y° + V2x2y* + 14xy’

15at + 3bt + Sas + bs

3a’b® — 3V2a*h* + 9a’b

xyz? = xy’z + xyz

P+ +2

2P —pP+2p—1

2uv — Swz + 2uz — Swv

© 0 NS R W=

-
S

En los problemas 11 a 22, use las férmulas de factorizacion
(3) a (6) para factorizar el polinomio.

1. 36x* — 25
12. o* — 4b*
13. 4%° — 1
14. 49x° — 64y?
15. x* — y4

16. 1%+ y°

17. 2 — y8

18. ® — 64b°
19. 8x%y° + 27
2. y* + 125
21 0 — 1

2 1-x

En los problemas 23 a 42, use técnicas para factorizar polino-
mios cuadréticos para factorizar el polinomio dado, si es posi-
ble.

2. x> —5x+6
2. x> — 10x + 24
25, y2+ 7y + 10
2. y*+ 10y* + 21
27. X =324
28 x>+ 4x — 12
29. 2 +2r+1

30. 2+ 55 — 14
3. X2 — xy — 2y?
32. x> — 4xy + 3y?
33. 2%+ 10x + 25
38 4>+ 12x+ 9

35. 5% — 8st + 16¢*

36. 9m® — 6my +1*

3. 2p°+7p+5

38. 847 +2¢—3

39. 6a* + 13a” — 15

0. 106" — 23b% + 12

M. 2x* — Txy + 3y?

42. —3x% — 5xy + 12)?

En los problemas 43 a 60, use cualquier método para factori-
zar el polinomio.

3.+ 17+ (- 1)
M (4-xy—@-yy
45. x(x —y) + y(y — x)
46. x(x —y) — y(y — x)
47. (1 — 2% — (1 —y?»?
48. (x> — 4P + 4 —y*?
49. 1 —256/%

50. s* — 6561

51 2+ 7 — 8

52. 70 -5 -6

53. s’ — 8

54, 25¢°d> — x°y?

5. @ + a*h — b® — ab?
5. p° —pq’ +pq—q
57. 472 + Tzy — 2y2

58. 36x° + 12xy + y?

59. 16a*> — 24ab + 9b*
60. 4m> + 2mn — 12n?

En los problemas 61 a 70, use las férmulas de factorizacién
(3) y (4) para factorizar la expresion en factores lineales.
[Pista: algunos coeficientes no seran enteros].

61. x> —3

62. 21> — 1

63. 5y> — 1

64. 3a° — b
65. o’ +a+3
66. 2 — 3 + 5
67. o> — 2b°
68. 3u® — 4y?
69. 24 — x*

70. x* — 2\f2xy + 2y?
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= Para la discusion
En los problemas 71 a 74, responda falso o verdadero.

n. x2+y2=(x+y)(x+y)_

72. &+ b= (a+b)°

B.r—Dr—D=r+1
74. r3—s3=(r—s)(r2+rs+sz)

En los problemas 75 a 77 se tratan en términos geométricos

)
|<—w—>|

varias de las féormulas de factorizacion.

En el libro II de Elementos, de Euclides (c. 300 a.C.), los pro-

blemas algebraicos se tratan y se resuelven en t€rminos
geométricos, pues los griegos carecian de notacién alge-
braica. Por ejemplo, el producto de dos niimeros positivos a y
b se representa como el drea de un rectangulo cuyos lados

ia_b

—b—> a !

tienen longitudes a y b, respectivamente.

FIGURA 2.7.2 Rectingulos para el problema 76

75. Explique cédmo justifica la FIGURA 2.7.1 la férmula de fac-

torizacién a® + 2ab + b* = (a + b)? para los nimeros
positivos a y b.

e ———a—
—T_

b ab b?

v

‘(E a2 ab

FIGURA 2.7.1 Rectingulos para el problema 75

71. LaFIGURA 2.7.3 indica que la férmula de factorizacién para
la diferencia de dos cubos, @® — b*> = (a — b)(d® + ab + b?)
para a > b > 0, se puede justificar geométricamente.
Complete la demostracion. [Pista: marque las cuatro cajas
que hay dentro del cubo y calcule el volumen de cada
una].

76. Explique cédmo justifica la FIGURA 2.7.2 1a férmula de fac-

torizacién a*> — b> = (a — b)(a + b), donde a > b > 0.

98

FIGURA 2.7.3 Cubo para el problema 77

2.8 Expresiones racionales

M Introduccion Cuando un polinomio se divide entre otro, el resultado no es necesariamente
un polinomio. El cociente de dos polinomios se llama expresiéon racional. Por ejemplo,

22+ 5 3
x+ 1 y 2 —x + 8

son expresiones racionales. El dominio de la variable en una expresion racional consta de
todos los ndmeros reales para los que el valor del denominador es diferente de cero. Por
ejemplo, en (2x> + 5)/(x + 1) el dominio de la variable es {x|x # —1}.

Para resolver problemas, con frecuencia debemos combinar expresiones racionales y
luego simplificar el resultado. Como una expresién racional representa un nimero real,
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podemos aplicar las propiedades del sistema de los niimeros reales para combinar y simpli-
ficar las expresiones racionales. Las propiedades de las fracciones de la seccién 2.1 son
particularmente ttiles. A continuacién, y por conveniencia, repetimos las que se usan més a
menudo.

PROPIEDADES FRECUENTES DE LOS NUMEROS REALES

Para cualquiera de los niimeros reales a, b, c y d:

i) Cancelacion

ac a
X_9 .20
be b€

ii) Suma o resta

bbb

iii) Multiplicacién
a ¢ _ac
b'd bd

iv) Division

~ be

a ¢ a‘g ad
b d b c

siempre que cada denominador sea diferente de cero.

[A]V[JWeR M Simplificacion

2% —x— 1

Simplifique la expresién racional -
@ -

Solucién Factorizamos el numerador y el denominador y cancelamos los factores comu-
nes usando la propiedad de cancelacion i):

2x2—x—1_(2x+1)Lx/-/1’]_2x+1
-1 (x + ) (—1) x+1°

Observe que en el ejemplo 1 la cancelacién del factor comiin x — 1 es vélida solamente
para los valores de x tales que x — 1 sea diferente de cero; es decir, parax # 1. Sin embargo,
como la expresién (2x> — x — 1)/(x*> — 1) no se define para x = 1, nuestra simplificacion es
vdlida para todos los nimeros reales en el dominio de la variable x en la expresion original.
Hagamos énfasis en que la ecuacién

20 —x—1_ 2x+1
=1 x+ 1

no es vélida para x = 1, aunque el miembro derecho, (2x + 1)/(x + 1), se define parax = 1.
Las consideraciones de esta naturaleza serdn importantes en el capitulo préximo, cuando
resolvamos ecuaciones que contengan expresiones racionales.

En el resto de este capitulo supondremos sin comentarios posteriores que las variables
estan restringidas a los valores para los que todos los denominadores en una ecuacion sean
diferentes de cero.

2.8 Expresiones racionales
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Advertencia
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(R [JWe¥ A Simplificacion

S S raciona] X X =3
1mmplifique la expresion raciona 72— 5¢ — 12x2‘

Solucion

4x2+11x—3_ (4x — 1)(x + 3)
2—5x— 122 (1 —4x)(2 + 3x)
= M(x +3) « por la propiedad de cancelacion i)
—(4x—T)(2 + 3x)
x+3

2+ 3%

B Minimo comiin denominador Para sumar o restar expresiones racionales procedemos
exactamente como cuando sumamos o restamos fracciones. Primero hallamos un comtn
denominador y luego aplicamos la propiedad ii). Aunque cualquier comun denominador
servird, el trabajo serd menor si usamos el minimo comin denominador (McCD), el cual se
encuentra mediante la factorizacién completa de cada denominador y la formacién de un
producto de los diferentes factores, usando cada factor con el exponente mds alto con el cual
ocurra en cualquier denominador individual.

][N Minimo comin denominador

Encuentre el McD de

1 x+2 1
O R

Solucién Al factorizar los denominadores en las expresiones racionales, obtenemos

1 x+2 1 i )
y —. < Véanse las formulas (3) y (5) de la seccién 2.6

- Dx+1) (x+1)> x

Los diferentes factores de los denominadores son x, x — 1 y x + 1. Usamos cada factor
con el exponente mds alto con el cual ocurre en cualquier denominador individual. De esta
manera, el McD de los denominadores es x’(x — 1)(x + 1) =

A3\ [{He¥'Y Combinacion de términos

Combine

X 1
2 3
x—4 x+4x+4

y simplifique la expresidn racional resultante.

Solucién  En la forma factorizada, los denominadores son (x — 2)(x + 2) y (x + 2)>. Por
ende, el McD de los denominadores es (x — 2)(x + 2)*. Usamos la propiedad i) a la inver-
sa para volver a escribir cada expresion racional con el MCD como denominador:

primer X _ X _ x(x + 2) _ x(x +2)
@mino 52 — 4 (x = 2)(x +2)  (x—2)(x+2)(x+2) (x—2)(x+2)>
1 1 1-(x=-2) x—2

segundo término —

)62-1—4)6-1—4:()5—1—2)2 (x+2)2(x—2)_(x—2)(x+2)2'
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Entonces, usando i), sumamos y simplificamos:

x 1 B x(x + 2) x—2
P-4 PHd+4d x-2)x+2)?2 (x—2)(x+2)?
x(x +2) +x—2
o (x = 2)(x + 2)?
X+H2x+x—2
(x — 2)(x + 2)*
B XX+ 3x—2
C(x—2)(x + 2)¥

Para multiplicar o dividir expresiones racionales, aplicamos la propiedad iii) o la iv) y
luego simplificamos.

[V XY Combinacion de términos

Combine

X .25x2+10x+1
5x% + 21x + 4 3% + x

y simplifique la expresion racional resultante.

Solucion  Comenzamos por emplear la propiedad iii):

X ‘25x2 + 10x +1 x(25x* + 10x + 1)
5x2 +2lx + 4 3%+ x (5x* + 21x + 4) (35> + x)
factorice el numerador
= £Gx + D) « y el denominador y
Bx+TD(x + HAGBx + 1) cancele
5x + 1

T+ 4G+ 1)

]V [XeX: Combinacion de términos

Combine

2x2+9x+1042x+5
244 +3  x+3

y simplifique la expresion racional resultante.

Solucion  Comenzamos por escribir la expresién dada como producto:

2 +9x+10  2x+5 27+ 9% +10 x+3
P44 +3  x+3 L+4x+3 2x+5
B (2% 4+ 9x + 10)(x + 3)

B « por la propiedad iii)

(> +4x+3)2x +5)
factorice el numerador

_ M(x + 2)m « y el denominador y
3 (x + D2x+73) cancele
_x+2
x+ 1

< por la propiedad iv)

2.8 Expresiones racionales
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B Expresiones fraccionales Un cociente de dos expresiones algebraicas que no son poli-
nomios, como (\/)E - 1)/(% + 1), se llama expresion fraccionaria. Las técnicas que se
emplean para simplificar expresiones fraccionarias son semejantes a las empleadas para las
expresiones racionales.

R[S [JXeF A Simplificacion

Simplifique

X

1

x x+1
1

1+ —

X

Solucién  Primero obtenemos expresiones racionales individuales para el numerador,

1 X _1(x+1)_ XX _x+1—x2_—x2+x+l

x_x+1_x(x+1) (x+1)x_x(x+1) x(x + 1)

y el denominador,

1 X 1 x+1
1+-==+-= :
X X X X

De esta manera, la expresion es la misma que

1 X x>+ x+1

X x+1  x(x+1)

1 x+1
1+ -
X

X

Ahora aplicamos la propiedad iv) a este cociente para obtener

- +x+ 1
x(x+ 1) _—x2+x+1 x _—x2+x+1 _
x+1 Ax+1) x+1 (x+ 1) -
X

Otro método para simplificar una expresion fraccionaria compleja es multiplicar tanto
el numerador como el denominador por el MCD de los denominadores de todas las fracciones
que ocurran en la fraccién compleja. Al usar aqui este método, multiplicamos el numerador
y el denominador por x(x + 1) y simplificamos de la siguiente manera:

|
1 = (— a >xu+1)
X x+ 1 X x+1

1+% <1+)1€>'x(x+l)
B (x +1) — x?
Tx(x+ D+ (x4 1)
X +x+1l =X +x+ 1

(x+ Dx+1) (x4 1)?

Las técnicas que se tratan en esta seccion se pueden aplicar con frecuencia a expresiones que
contienen exponentes negativos, como veremos en el ejemplo que sigue.
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[A]SN[JWeX:H Simplificacion

Simplifique (¢! + b~ 171

Solucién  Primero sustituimos todos los exponentes negativos por los cocientes equiva-
lentes y luego usamos las propiedades de las fracciones para simplificar las expresiones
algebraicas que resulten:

1
-1 —1y—1 PN -1 -1
a'+b = «reciprocodea " + b
( R S
1 1 )
= = <« reciproco de a y b y MCD
1 1 b+ a
— _l’_ —
a b ab
= ab X <« propiedad iv) =
b+a
R[SV [JXeX:B Combinacion de términos
Combine
X
XLy
Vy  Vax

y simplifique la expresion fraccionaria resultante.

Solucion  Primero encontramos el McD y luego sumamos:

X n Yy xVx n y\fy _ xVx + y\fy
Vy  Vxo Vyvx  VaVy Vavy
Si deseamos racionalizar el denominador, el resultado final seria

x\/;c-l—y\[y.\/;c\[y:xz\[y-kyz\/);
VxVy  VaVy xy '

Los ejemplos 10y 11 ilustran cémo simplificar ciertos tipos de expresiones fraccionarias
que se presentan en célculo.

[A]AV[JWR A Simplificacion

1

1
. . x+h X
Simplifique N

Solucion  Comenzamos por combinar los términos en el numerador:

1 1 x—(x+h —h
x+h_;_ (x+hx  x(x+h)
h a h R
Entonces, por las propiedades i) y iv),
1 1
x+h x -k -l _
h Cx(x+ WA x(x+h) =

[H]SV[WeREM Simplificacion

Combine

2x)(x — DP+ 3)(x — DP(P)

y simplifique la expresién fraccionaria resultante.

2.8 Expresiones racionales
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Solucién  En el segundo término usamos (x — 1)~ 2 = 1/ (x — 1) y luego empleamos

2(x — 1)”> como el McD:

20 = D+ ) = DTED = @0 = D+

)C2

20x — DH'?
(@) - D+ X

B 20x — D'~

_ 4x* — dx + x°

o 2(x— D2

B S5x% — 4x

S 2(x — DA

ﬁ Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-6.

En los problemas 1 a 8, simplifique la expresion racional.

. X+ 3x+2
X+ 6x+8
v 44

P

3. 232_9
7+ 27
X2 = 2xy — 3?

& x* — dxy + 3y?

5 3x* — 7x — 20

S -5k — 12

6 4y* + 20y + 25

) 2y* + 3y2 — 5y

1 w — 9w
w — 6w? + 9w

8 a*b + ab’

LA

En los problemas 9 a 16, halle el minimo comtin denomina-
dor (McD) de las expresiones racionales.

1 4
3 XHx—2x+2
10. > 4
V24 20+ 'y =3y —4
10 1 b
" B+ b —6bb —6bb—2
1 X 1
12 X2 —10x +25 x* =25 x> + 10x + 25
13 1 c 1

CHe A+ 2e+12-1

P r 1
Cptr P 2pr AP
1 X 1
X=xx-1Uxy+27+x
y+5 1 y+5
3 — 14y =5y Y P = 5y

14

15.

16.

En los problemas 17 a 42, combine términos y simplifique la
expresion racional.

4x 5
17. +

dx +5 4x+ 5
18. 3 + 4

s—2 2—=35
19, 7z B 1

7z — 1 1 -7z
2 3 6
"a—-2 & +4
N 2x 5

x+1 -1
» b _ 2b
"2+1 b—2
n X 7

y—x y+x
u 47

X—y y—x
25 2 +—
P—-r—12 r+3

1 w w? + 1
26. + -
w+3 w1 w” + 4w + 3
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2 X 4 l_i_l
T2+ 3x—2 2x—1 x+2 st
44,
3 4z + 1 l—l
Z
28. — + N t
2z+3 472 —37-1 222 +7-3
1
g T4 LS ity
"t+3 t—2 4. 1
24+ —
30 XHx x+1 <
-1 X2 1+ r r
r +l—r
x+1
3. (P -2+ 1) . T
x —1 +
r 1 +r
2p + 8 + 4
32. P 2 X+ xy+y
p—1 2p 47. 5 5
x_y
B 6x + 5 x+ 1 y X
"3x+3 66X —T7x— 10 a a+1
g Ltz Xtx—12 PP S
" 24 x 3+ 2x — x? P
a—1
35.u+1+u+1 I
u+t?2 u+7 (x +h)? X
49.T
3w+ 1 2w+
36. w—a W 1 3 1
2x+2h+1 2x+1
37 x x+5 50. h
"x+ 4 X
51. (@2 —bH)"!
x—3 x+1 a—+b
38. + g —94to
x + 1 2x + 1 a4+ p!
| —4 uw?r—v?2
39. 26] +q 53lT
g t2g—3 gq+3 uy
-2 2
¥=3x+2 x-2 5 2 tv
4. - ot +?
x—=—Tx+12 x-—3
2-554+6 2 55 L,
s° — 5s -5 .=+t —=
al. S +Ts+10  s+2 Vi Vw
6 o
g — " Vzo Wy
"xty x+ty 1
1+ —
57 Vix
En los problemas 43 a 64, simplifique la expresién fracciona- ' 1
ria. 1+7y
1 [
i 2 5 Va
'1+ 1 1
— 4y -
© b Vb
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Lo
(x+h)? X
59,
h
22
3x +3h  3x
60. h
5 5
2x+2h—1 2x—1
61. h

respectivamente, se hallan conectadas en paralelo, enton-
ces la resistencia (en ohmios) de la combinacion estd dada

por

1
111
R R, Ry

Simplifique esta expresion fraccionaria.

66. ﬁptica En el campo de la ptica, si p es la distancia del
objeto a lalente y ¢ es la distancia de la imagen a la lente,
entonces la longitud focal de la lente estd dada por

62 (x> — D)+ 1)+ (x + 1)'P2x)

O+ D(5) ") = ') (2x)

63.
(% + 1)?

@ +8)'5(5) — (Sx)(é) (F+8) " (2x)

1

+

N |-
Q| —

Simplifique esta expresion fraccionaria.

. [+ 8)'F ]

= Aplicaciones diversas

65. Resistencia en un circuito Si tres resistencias en un cir-
cuito eléctrico con resistencias de Ry, R, y R; ohmios,

i Repaso de COﬂCGptOS Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes.

Conjunto:
subconjunto
unién
interseccion
disjunto
Numeros reales:
nimero natural
entero
nimero racional
numero irracional
ndmero negativo
ndmero no negativo
ndmero positivo
Identidad multiplicativa
Reciproco
Propiedad distributiva
Recta de los nimeros reales:
origen
coordenada

106

Expresion algebraica
Relaciones de orden:
menor que
menor o igual que
mayor que
mayor o igual que
Valor absoluto
Desigualdad triangular
Distancia en la recta numérica
Punto medio de un segmento de recta
Leyes de los exponentes
Exponente:
base
notacion cientifica
Radical:
raiz cuadrada
raiz cuibica
raiz n-ésima
Racionalizacion del denominador
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Polinomio en una variable:

monomio

binomio

trinomio

coeficiente

grado

término

coeficiente principal

término constante
Factorizacién completa
Expresion racional:

dominio

numerador

denominador
Polinomio en dos variables
Minimo comtn denominador
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CAPITULO 2 | Ejercicios de repaso

Las respuestas a los problemas impares seleccionados
comienzan en la pagina RESP-7.

= A. Verdadero/Falso

En los problemas 1 a 26, conteste verdadero o falso.

o B W=

—3.3 es mayor que —3.
Todo niimero real tiene reciproco.

0/0 es un ndmeroreal.

77 es un nimero racional.

Todo nimero real se puede escribir como cociente de dos
enteros.

Ningtin niimero irracional puede escribirse como una frac-
cién.

7. V(~10)? = —10

10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,
25.

V100 = £10

12
Para p > O’ﬁ = p.

Six'" = r, entonces ' = x.

1 1
r+22 32
(r + 3)%(r + 2)°.
Paraa > 0, m = 2 y n = 2 enteros positivos,

Var = (Na)y. __

El MmcD de

t
Para todo ¢, = = —1.

W2+ v =+

x+y .
X =y —
| —6x|=6[x|____

Siay b son nimeros reales, de modo que a < b, entonces
a® < b

Todo niimero real x posee un inverso multiplicativo.

La expresion algebraica 6x~ 2 + V/2x no es un polinomio.

La raiz cuibica de un nimero negativo es indefinida.

(xH™H = l,x #0

X
(@a+b+coa+b—c)=@+b?—c*____
2+3 2 3
4+5 4 5
() (—a+b—-—c)=a+b—c_____
La suma de dos niimeros racionales es racional.

26.

La suma de dos numeros irracionales es irracional.

=B. Llene los espacios en blanco

En los problemas 1 a 22, llene los espacios en blanco.

1.

6. Six es negativo, entonces | x| =

Los primeros tres enteros no negativos son

—10(x — y) = —10x + 10y es un ejemplo de la ley de

El cociente C/d de la circunferencia de un circulo C'y su
didmetro d es un nimero (racional o
irracional).

En la recta numérica, el
queune —1yS5Ses?2.

del segmento

En términos geométricos, a < b significa que el punto
correspondiente a a en la recta numérica se encuentra a la
del punto que corresponde a b.

1. El de x # 0 puede escribirse como 1/x

8. Parax #0,x" =

ocomox ..

9. Usando exponentes racionales, VxVx = x

10.

1.

12.

13.
14.

15.
16.

17.

18.

19.

20.

El dominio de la variable x en 3x + 1)/(x> — 1) es

La expresion 3x* — x> + 5x es un de
grado con coeficiente principal
y término constante

Cuando simplificamos x(x + 2)/((x — 2) (x + 2)) a
x/(x — 2), utilizamos la propiedad

La distancia de a a b estd dada por

En la recta numérica, el valor absoluto de un nimero mide
su distancia a

El niimero 4.2 X 1072 estd escrito en

Losntimerosrealesay bparaloscuales Va* + b* = a + b
son

Se dice que los conjuntos {1, 3, 5} y {2, 4}, que no tienen
elementos comunes, son

En la recta de los nimeros reales, si la distancia entre x y

7 es 3, entonces x es
3

En la expresion x”, x se llama y3es
el .

La expresién Vx? + y? es un de
indice
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21. Paralos ndmeros reales x y y, xy = yx es un ejemplo de la
ley de la multiplicacion.

22. Sia < b, entonces es positivo.

=C. Ejercicios de repaso

En los problemas 1 a 6, halle el conjunto indicado si A =
{1,3,5,7,9}, B={1,2,3,4,5}y C ={2,4, 6, 8}.
AUB

ANB

AUBNC

ANOCUB

AUBUC

ANBNC

A A

En los problemas 7 y 8 escriba la proposicién dada como una
desigualdad.
7. x — y es mayor o igual a 10.
8. zes no negativo.
En los problemas 9 a 12, inserte el signo apropiado: <, >
0 =.
9. —1.4,-V2
10. 0.50,
1. 3,0.67
122 -0.9, —0.8

En los problemas 13 a 18, halle el valor absoluto indicado.

13. [V8 — 3|

1. [—(V15 - 4) |
15. |22 + 5]

x|
6. ——x#0

| —x]

17. |1+ 5] sit< -5
18. | r—s|sir>s
En los problemas 19 y 20 encuentre: a) la distancia entre los

puntos dados y b) la coordenada del punto medio del segmen-
to de recta que une los puntos dados.

19. —3.5,5.8
2. V2, —\2

En los problemas 21 a 38, elimine los exponentes negativos y
cero, y simplifique. Suponga que todas las variables son posi-
tivas.

21. Gu?)(6uH?)?
4a’b?
16ab’
242y
pn V)

X0y7 1

22.

2x5y—3Z2

6x°y 37

_ 8 c3 d6 2/3
25. (C_gdlz)

1

24.

s
x1By~203
x¥By =7

28. ((81W2Z_ 1/2)—1)1/4

26.

2].

29.

[ab?c*
n
32. V125xyV5yzVxz
8. V-(p )
34 V(P4 yH)?
3. 4V — VVaA? + Vaxy

36.

b
37. 3x\/;c
w V2
VARV

En los problemas 39 y 40, escriba el niimero en notacién
cientifica.

39. 0.0000007023
40. 158 000 000 000

En los problemas 41 y 42, use notacién cientifica para deter-
minar la expresion dada.
(16 000) (5 000 000)*
0.00008
(0.0001) (480 000)
0.03

43. Seestima que en 2009 los contribuyentes estadounidenses
gastaron 52.67 miles de millones de délares en la guerra
contra las drogas. Escriba esta cifra a) en forma decimal
y b) en notacién cientifica.

44. Un nanosegundo es 0.000000001 segundo.

a) Escriba 0.000000001 segundo en notacion cientifica.
b) (A cuantos nanosegundos es igual un segundo?

En los problemas 45 a 52, realice las operaciones indicadas y
simplifique.

45. (4’ —3x* + 6x—2) — (x> — 3x + 4)

6. (3x* — V222) + x(V2x + 5)
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47. (a + 1)(a — 2)(a + 3)
cAd* = 3cd® + 56347
cd®

9. (37" — 22

50. (x> + 2y)°

51. (3x% + 5y)(3x%> — 5y)
52. (u — v)(u® + uv +1?)

48.

En los problemas 53 a 60, factorice los polinomios dados
usando coeficientes enteros.

53. 12x* — 19x — 18

54. 16a* — 81b*

55. 2xy + 3y —6x— 9

56. 4w” + 40wz + 100z

57. 8x> — 125y°

58. 2x° + 3x* — 18x — 27

59. 4r* — 4175 + 5

60. 125 + 75uv + 15u%* + v’

En los problemas 61 a 72, realice las operaciones indicadas y
simplifique.

61 1 N 2 _ 1
"x—2 x+2 -4
c-1 -1

62. P - 2

= ()

6. W 2—v v —u!

65.

S
+
S

66.

U
+
sl

“ |~
+

67.

N @
+
[}

1+¢3
1—173

4 4
(x+h? »

h

1 1

23 + h)?  2(3)?
h

T (80(5)2x + 1)) + 2x + 1D'(8)

68.

69.

10.

(x+ D73 — (D (B)(x+ 1)¥?
[+ PP

12

En los problemas 73 y 74, racionalice el denominador y sim-
plifique.

En los problemas 75 y 76, racionalice el numerador y simpli-
fique.
V2x +2h +3 — V2x + 3
75.
h
Vi +h)? =+ h) — Vi —x
76. h
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ECUACIONES Y DESIGUALDADES

En este capitulo

3.1  Ecuaciones

3.2  Traduccion de palabras en una ecuacion

3.3  Ecuaciones cuadriticas

3.4 Numeros complejos

3.5 Desigualdades lineales

3.6  Ecuaciones y desigualdades con valor absoluto
3.7 Desigualdades polinomiales y racionales

Ejercicios de repaso

Un poco de historia Poco se sabe de la vida personal del matemaético griego
Diofanto, que vivi6 en Alejandria, Egipto, en el siglo 111 de la era cristiana. Su
trabajo, sin embargo, fue de enorme importancia para el desarrollo del dlgebra
e influy6 profundamente en los matemaéticos europeos del siglo xvir. Escribi6
varios tratados, de los cuales el mas famoso es Aritmética, obra en 13 volu-
menes. Esta serie de textos trata principalmente de tipos especiales de ecua-
ciones que en la actualidad se conocen como ecuaciones diofdnticas. Cuenta
la leyenda que sobre la tumba de Diofanto se inscribi6 este epitafio:

Diofanto vivio una sexta parte de su existencia en la nifiez, una doceava
parte en la juventud y una séptima parte estuvo soltero. Cinco aiios después
de su matrimonio nacio un hijo que murio cuatro aiios antes que su padre,
cuando tenia la mitad de afios que vivio su padre (la edad a la que Diofanto
murio).

Si x representa la edad de Diofanto al morir, la informacién anterior se repre-
senta con la ecuacion

X X X X

S+ 4+ +5+>+4=x

6 12 7 2
En este capitulo estudiaremos técnicas para resolver varios tipos de ecuaciones

(incluida la anterior) y desigualdades. Veremos también cémo aplicar los méto-
dos estudiados para dar solucién a problemas précticos.

capitulo




Consulte la seccion 2.6 para repa-
sar el concepto dominio de una
variable.

112

>

3.1 Ecuaciones

M Introduccion Una ecuacidn es una afirmacion de que dos expresiones son iguales, en
tanto que una desigualdad o inecuacién plantea que una expresion es menor que otra. Una
amplia gama de problemas de la vida real puede expresarse como ecuacién o como desigual-
dad. Para empezar, en esta seccién aprenderds cierta terminologia que describe las ecuaciones
y sus soluciones.

B Terminologia Cuando se igualan entre si dos expresiones, y al menos una de ellas contiene
una variable, entonces la proposicién matemdtica es una ecuacion en una variable. Por
ejemplo,

Vi—-1=2, xX*—-1=@x+Dx—-1) 'y |x+1|=5

son ecuaciones en la variable x. Una solucién o raiz de una ecuacion es cualquier nimero
que, sustituido en ella, la convierte en una proposicién verdadera. Se dice que un niimero satis-
face una ecuacion si es una solucion de la ecuacion. Resolver una ecuacion significa hallar
todas sus soluciones.

[ H]3\"|/Xelk W Comprobacion de una solucion

El nimero 2 es una solucién de 3x — 2 = x + 2 porque cuando se sustituye en la ecuacién
obtenemos la proposicién verdadera:

el lado izquierdo el lado derecho
es6—2=4 es2—-2=4

S
3(2) —2=2+2
Como veremos mds adelante, no hay otros valores de x que satisfagan esta ecuaciéon. =

Una ecuacion se llama identidad si todos los nimeros del dominio de la variable la
satisfacen. Si hay al menos un nimero en el dominio de la variable que no la satisfaga, enton-
ces se dice que es una ecuacion condicional.

[ A]V[JWeFY Una identidad y una ecuacion condicional

a) Laecuacion

=1

x—1

=x+1

se satisface con el conjunto de todos los nimeros reales excepto x = 1. Como 1 no estd
en el dominio de la variable, la ecuacion es una identidad.

b) El nimero 3 estd en el dominio de la variable en la ecuacion 4x — 1 = 2, pero no la

satisface porque 4(3) — 1 # 2. Asi, 4x — 1 = 2 es una ecuacién condicional. =

El conjunto de todas las soluciones de una ecuacion se llama conjunto solucion. En el
ejemplo 1, el conjunto solucién de 3x — 2 = x + 2 se escribe {2}. Lo invitamos a comprobar
que el conjunto solucién de la ecuacién |x + 1| = 5es {—6, 4}.
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M Ecuaciones equivalentes Decimos que dos ecuaciones son equivalentes si tienen
las mismas soluciones, es decir, si sus conjuntos solucién son exactamente iguales. Por
ejemplo,

2x—1=0, 2x=1 'y x=%

son ecuaciones equivalentes. Generalmente, resolvemos una ecuacién encontrando una ecua-
cion equivalente que tenga soluciones que se determinen facilmente. Las operaciones descri-
tas a continuacién producen ecuaciones equivalentes.

Teorema3.1.1  Operaciones que producen ecuaciones equivalentes

i) Sume o reste en cada miembro o lado de una ecuacién la misma expresion que repre-
sente un nimero real.

ii) Multiplique o divida cada miembro o lado de una ecuacién por la misma expresion
que represente un nimero real diferente de cero.

(A [JXekY Una ecuacion simple

Resuelva 3x — 18 = 0.

Solucion  Obtenemos esta lista de ecuaciones equivalentes:

3x—18=0

3x — 18 + 18 = 0 + 18 <« pori) del teorema 3.1.1
3x =18

%(Sx) = %(18) < por ii) del teorema 3.1.1
x =6.

El conjunto solucién de la ecuacién es {6}. =

Como no es raro cometer errores aritméticos o algebraicos cuando se resuelve una ecua-
cidn, siempre conviene comprobar cada solucién sustituyéndola en la ecuacion original. Para
comprobar la solucién del ejemplo 3, se sustituye x con 6 en 3x — 18 = 0:

3(6) — 18 = 0
18— 1820
0= 0.

M Ecuaciones lineales Una ecuacién de la forma
ax+b=0, cona#0, (1)

donde b es un nimero real, se llama ecuacion lineal. La ecuacion del ejemplo 3 es una ecua-
cion lineal. Para resolver (1) procedemos de forma similar al ejemplo 3:

ax +b=20
ax +b —b=0—Db < pori)del teorema3.1.1
ax = —b

1 1

—(ax) = —(—b) <« porii) del teorema 3.1.1
a a

b

.

x = -

Asi, la ecuacion lineal ax + b = 0, con a # 0 tiene exactamente una solucién: { —b/a}.

3.1 Ecuaciones

<

Advertencia
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Advertencia

>

]S [JXe¥'W Una ecuacion lineal

Resuelva2x — 7 = 5x + 6.

Solucién  Debe dar razones por las que las ecuaciones que siguen son equivalentes

2x—7=5%+6
2x— 7 —5x=5x+ 6 — 5x

—3x—7=6
—3x—-T7+7=6+17
—3x =13
—3(=3x) = —5(13)
x=-%

Asi, la solucién de la ecuacion original es { —13/3}. =

M Soluciones extrailas Cuando los dos miembros de una ecuacién se multiplican por una
expresion que contiene una variable, la ecuacién resultante puede no equivaler a la original,
pues excluimos la multiplicacién por 0 en la operacioén ii) del teorema 3.1.1. Por ejemplo, la
multiplicacién de la ecuacién 2x = 4 por x produce 2x> = 4x. Las dos ecuaciones no son
equivalentes, pues obviamente 0 es una solucién de la dltima pero no lo es de la primera.
Decimos entonces que 0 es una solucién extrana de la ecuacién original.

[H]3\IJMeY P Multiplicacion de una ecuacion por una variable

Resuelva

1
2 — = (2)
z+1 z+1

Solucién Al multiplicar los dos miembros de la ecuacién por z + 1 se produce una
ecuacion lineal:

1
(z + 1)(2 - +1> = (z+T)- % « cancelar a la derecha
Z

— a la izquierda: leyes distributiva
(z+ 1) 2—(z4+T)—— =7 «" /
T

y de la cancelacién
2z + 2 — 1 = 7z <« alaizquierda: ley distributiva de nuevo
1 y

z= —1.

Como multiplicamos por una expresion que contiene una variable, debemos comprobar

z = —1 sustituyéndola en la ecuacién original (2). Obtenemos
1 -1 1 -1
2+ = 0 2+ —=—
—-1+1 -1 +1 0 0
Como la division entre 0 no estd definida, z = —1 no es una solucidn de la ecuacién ori-

ginal. Asi, —1 es una solucién extrafia, y concluimos que la ecuacién (2) no tiene solucio-

nes, es decir, el conjunto solucién es el conjunto vacio J. =

Como se muestra en el ejemplo 5, es esencial comprobar una “solucién” obtenida como
resultado de multiplicar ambos miembros de una ecuacién por una expresion que puede ser
0 para algunos valores de la variable.

[R]A[JWeXH Multiplicacion de una ecuacion por una variable

Resuelva

l_,_ I 2 3
x x—4 X —4x )
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Soluciéon Para eliminar los denominadores en (3), multiplicamos ambos miembros por
el MmcD x(x — 4) de las fracciones en la ecuacion:

1 1 2
X()C - 4)|:x + x_4:| = x(x - 4)[:|

x* — 4x
1 1 _ 2 leyes distributiva
%(x -4 ; + XM ’ x—7 - M ' M H{ y de la cancelacion
(x—4)+x=2
2x =6
x=3.

Al sustituir x = 3 en (3), encontramos que este valor satisface la ecuacién original:

1 1 ? 2
— + —
3 3-4 32-4-3
2_ 2
3 3

de modo que el conjunto solucién es {3}.

M Resolucion de una variable Empecemos por indicar que a menudo a resolver una
variable se le denomina también despejar una variable. En otros cursos, en especial en
fisica, encontrard ecuaciones que contienen varias variables. Con frecuencia hay que resolver
o despejar una variable determinada en términos de las restantes. En el ejemplo siguiente se
ilustra esta idea.

[H]\Y[{Xe}yA Resolucion de otra variable

La resistencia total R de un circuito eléctrico que contiene dos resistores, de resistencia R,
y R,, conectados en paralelo (véase la figura 3.1.1) se obtiene con

1 1 1

R R Ry

Resuelva R, en términos de R y R;.

Solucion  Primero, para eliminar las fracciones de la ecuacién, multiplicamos sus dos
miembros por la cantidad RRR,, que es el minimo comiin denominador de las fracciones
de la ecuacion:

1 11
RRR,- (R> = RR.R,- (R - R)
1 2

1 1 1 es distributivz
RRle'E _ RRTRZ'? T RRle‘f - leyes distributiva
1

Rg y de la cancelacion
R\R, = RR, + RR,.

Para obtener una ecuacién equivalente con todos los términos que contengan R, del lado
izquierdo, restamos RR, de ambos miembros de la ecuacidn:

R\R, — RR, = RR;.
Puesto que R, es factor comtin de cada término del miembro izquierdo, escribimos:

Ry(R; — R) = RR,.
Dividimos ambos lados entre R; — R para obtener el resultado deseado:

RR,

Ry=—"—.
R —-R

3.1 Ecuaciones
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d Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-7.

En los problemas 1 a 6, determine si los pares dados de ecua-

ciones son equivalentes.

1. x=28; x—8=0
2. P =ux x=1
3. iy—(@y—1)=2 3y=1
4 —2z—4 =067+ 10; —4z =17
r+1 1
5 r+1=1; = —
t t

6. X2 = (x+ 1) 2x+1=0

En los problemas 7 a 48, resuelva la ecuacion dada.

7. 2x +14=0

8 3x—5=0

9. -Sw+1=2

10. 72+ 8= -6

N 7y +1)—2=5u+1)+2
12 3y —2=y+6

1B. x—2—x)=3x+1)+x
14 2x —2(x— D)5 =4 —x
15. x—1=0

16. 2x + 1= -1

17. —5t+3=4(t — 6)

18. 30— 2) +3r=2+1%

19. J(u —3) =2u—3

20 fs+3=3-3s

2. 02x+12=05

22. 2.1x—3=0.5x+0.2

23. —3.6z+13=02z—3)
24. 45x — 1.5x =032 — x)

1
25.\@)6—%:\/&
% 2 1—2vV3i-3
. — = - X
V3

2. PP+ 6p—1=p>—p+6

2. > +5=—10r—r?

29. 2t — 1)’ =47+ 1

3. w—DHw+ 1) =ww—4)

M. (x— 1P =x2(x—3) +x

32 0 +3)P+x+2=x+72%+9

1 2
B2+ -=3+=
X X

2 1
¥ - —-1=5--
t t

12
3. s—1 s+1
1 3
36. =0
x—1 4-—-x
2y + 1
C
y—2 y -4
X 5
38. =2+
x—5 x—5
2x —4
39. -2=
x—2 2 —x
3—-z Z
40. = -2
z—2 z+2
3 1 7
a1. — =
x+5 x—2 x*+3x—-10
© 3 4 2
x4+l -1 x—1
q 6
43. - =1
g—3 ¢ —-29-3
6 4
44, - =0
3w+9 2w+ 6
PR S R
Tx—2 x—2
¥+3 x+6
46. — =1
x—3 3—x
4 12
4. —( + Vx=—-— Vx
Vx Vx
o 25
"2V Vxo Vi
49. Halle a de manera que la solucién de 3x + 3a = 6x — a
sea 4.

50. Halle d de modo que la ecuacién
2x—1 x+d _ 0
x+ 2 x+2

no tenga soluciones.

51. Halle ¢ de modo que 3(y — ¢) = 3y + 7 sea una identi-

dad.

52. Halle a de manera que (x — 1)(x + a) = x> —2x — asea

una identidad.

53. Halle a de modo que 5 — z = 1y 3z + 2a = 10 sean

ecuaciones equivalentes.

54. Halle larelacién entre ay b si ax + b = 0 tiene la solucion

x=25.
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En los problemas 55 a 66, resuelva para la variable indicada

en términos de las variables restantes.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

Circunferencia de un circulo:

C=2mr, parar

Perimetro de un rectangulo:
P=2w+2l, paral
Interés simple:
I = Prt, parat
Area superficial lateral de un cilindro:

S =2mrh, parah

Cantidad acumulada por interés simple:

A =P+ Prt, paraP

Volumen de paralelepipedo rectangular:

V =1Iwh, parah

Término n-€simo de una sucesion aritmética:

a,=a+ (n—1d, paran

Suma de una serie geométrica:

S = , parar
-r

Ley de la gravitacion universal de Newton:

myim,

}"2 >

F=g para m,

Cuerpo en caida libre:

s = 1gt® + vyt, para v,

Resistencia en un circuito paralelo:

RiR,

= — ara R
R, + R, P

66.

Superficie de un cilindro:

A =2mr(r+ h), parah

= Aplicaciones diversas

67.

68.

69.

10.

n.

Temperatura Larelacion entre la temperatura medida en

grados Celsius (7¢) y en grados Fahrenheit (7F) estd dada

por T = 3(Ty — 32).

a) Resuelva la dltima ecuacion para Tp.

b) Con el resultado del inciso a), convierta las tempera-
turas —5 °C, 0 °C, 16 °C, 35 °C y 100 °C en grados
Fahrenheit.

iAlguien quiere jugar tenis? La velocidad v en pies/
segundo de una pelota de tenis ¢ segundos después de que
se lanz6 hacia arriba con una velocidad inicial de 8 pie/s
estd dada por v = —32¢ + 8. ;Cudntos segundos han trans-
currido cuando a) v = 4 pies/s y b) v = 0 pies/s?

Edad de Diofanto Al empezar el capitulo vimos que la
ecuacion

X X X X
S+ 4S5+ S+ 4=
6 12 7 2 *

indicaba la edad x de Diofanto cuando murid. Determine
cuantos aflos vivié Diofanto.

Ritmo cardiaco Como inform6 Thomas Vaughan en
Science and Sport (Boston: Little & Brown, 1970), una
serie de 4 200 medidas tomadas a 136 atletas mundiales
se convirtieron en la férmula para la velocidad maxima
del corazén [4, en latidos por minuto durante el ejerci-
cio.

Loa = 0.98115 + 5.948

donde /5 es el ritmo cardiaco tomado a los cinco segundos

posteriores a la conclusion del ejercicio.

a) Elritmo cardiaco mdximo de un campe6n de atletismo
es de 215. Halle el ritmo cardiaco inmediatamente
después del ejercicio.

b) El ritmo maximo del corazon de un ciclista interna-
cional es de 180. Halle el ritmo cardiaco inmediata-
mente después del ejercicio.

Gas ideal Para un gas ideal a baja presion, el volumen
Va T grados Celsius estd dado por

vev(1+—L—
-0 273.15 )

donde Vj es el volumen a 0° C. ;A qué temperatura es
V = 3V, para un gas ideal a baja presién?
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72. Nieve Estudios empiricos sobre la caida de nieve en Gran xx+ 1D =Gx-Dx+1)

Bretafia determinaron que el nimero de dias D en un afio
en que el suelo esta cubierto de nieve aumenta linealmente

con la altitud

D = 0.155H + 11

donde H es la altura medida en metros.

x=x—1
0= —1.

74. Considere esta serie de ecuaciones:

X—1=xX+4x-5

a) Segun esta férmula, ;cudntos dias hay una capa de

nieve en el nivel del mar?

x+Dx—-—1DH=x+5x—-1)

b) (A qué altura esta férmula predice una capa de nieve x+1l=x+5

durante un afio completo (365 dias)?

=Para la discusion

73. Seiiale el error en el razonamiento siguiente:

118

x=—1

XHx=x-1

1=25.

a) (Cudl es la solucién de la primera ecuacion de la se-
rie?

b) Halle una ecuacion en la serie que no sea equivalente
a la ecuacién que la antecede.

I 3.2

Traduccion de palabras en una ecuacion

M Introduccion El dlgebra es ttil para resolver muchos problemas précticos, por ejemplo,
de raz6n de cambio, mezclas, dinero, etcétera. Como estos problemas se expresan con pala-
bras, la idea bésica consiste en traducir éstas para construir una ecuacion algebraica apropiada.
Como no hay un procedimiento tnico para hacer esta traduccion, se requiere trabajo, practica
y paciencia para adquirir pericia en la resolucién de problemas de esta clase. Las sugerencias
siguientes resultan utiles.

SUGERENCIAS PARA CONSTRUIR UNA ECUACION

)
i)

iif)

iv)

V)

Vi)

Vii)

viii)

N

Lea el problema cuidadosamente.

Lea de nuevo el problema e identifique una cantidad desconocida que se
necesite hallar.

Si es posible, trace un diagrama.

Asigne una variable, digamos x, que represente la cantidad desconocida.
Escriba la definicion de esta variable en una hoja.

Si es posible, represente cualquier otra cantidad que haya en el problema en
términos de x.

Escriba una ecuacién que exprese con precision la relacion descrita en el pro-
blema.

Resuelva la ecuacion.

Compruebe que su respuesta concuerde con todas las condiciones planteadas
en el problema. )

M Problemas de edad El primer ejemplo se relaciona con la edad.
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]\ [{Xe} W Problema de edad

Hace dos afios John tenia cinco veces la edad de Bill. Ahora es 8 afos mayor que €l
Encuentre la edad actual de John.

Solucién La cantidad desconocida por determinar es la edad actual de John, entonces
asignamos

x = edad actual de John

Luego representamos las otras cantidades del problema en términos de x:

x — 8 = edad actual de Bill
x — 2 = edad de John hace dos afios

(x — 8) — 2 = x — 10 = edad de Bill hace dos afos

Quiza resulte ttil presentar la informacion en una tabla como ésta:

Edad actual Edad hace dos aiios
John X x—2
Bill x— 38 x— 10

Una ecuacién que expresa la relacion de sus edades hace dos afios es
x—2=>5x—10)

Resolvemos esta ecuacion:

x—2=5—-50
48 = 4x
x=12

Entonces, la edad actual de John es 12.

Comprobacion si John tiene ahora 12 afios, Bill debe tener 4. Hace dos afios John tenia
10y Bill 2. Como 10 = 5(2), la respuesta es correcta. =

H Problemas de inversion Muchos problemas de inversion utilizan la féormula del interés
simple

I=Cr, (1)

donde / es la cantidad de interés ganada por una suma de dinero C (llamada capital) invertida
a una tasa de interés simple de porcentaje » durante ¢ afios. Como se muestra el ejemplo 2,
resulta util organizar los datos en una tabla.

[A]|{Me Y Interés simple

Una empresaria planea invertir un total de 30 000 délares. Parte de esta suma se invertira
en un certificado de depdsito que paga 3% de interés simple y el resto en un fondo de
inversion que produce 5.5% de interés simple. {Cudnto debe invertir en cada uno para
obtener un rendimiento de 4% sobre su dinero después de un afo?

Solucién  En (1) identificamos r = 0.03 y r = 1. Si x representa la cantidad (en d6lares)
invertida en el depésito, entonces

30 000 — x = cantidad en ddlares invertida en el fondo de inversién

3.2 Traduccion de palabras en una ecuacion
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En la tabla siguiente se resume la informacion.

Capital Tasa de interés | Tiempo Interés ganado
c r t I=Crt

Certificado by 0.03 1 afio x(0.03)(1) = 0.03x
de depdsito
Fondo de 30 000 — x 0.055 1 afio (30 000 — x)(0.055)(1)
inversion = 0.055(30 000 — x)
Inversion 30 000 0.04 1 afio (30 000)(0.04)(1) =
equivalente 1200

Como el interés combinado procedente del certificado de depdsito y el fondo de inversién
va a igualar el de una inversion total equivalente hecha a 4% de interés simple, tenemos

0.03x + (0.055)(30 000 — x) = 1 200
Empezamos a resolver esta ecuacion multiplicandola por 100:

3x + (5.5)(30 000 — x) = 100(1 200)
3x + 165000 — 5.5x = 120 000
—2.5x= —45 000
x = 18 000

Se deben invertir 18 000 ddlares en el certificado de depdsito y 30 000 — 18 000 = 12 000
en el fondo de inversion.

Comprobacion la suma de $18 000 y $12 000 es $30 000. El interés ganado sobre el
certificado de dep6sito es de ($18 000)(0.03)(1) = $540. El interés ganado sobre el fondo
de inversion es de ($12 000)(0.055)(1) = $660. Si los $30 000 se invirtieron a 4%, el inte-
rés ganado seria ($30 000)(0.04)(1) = $1 200. Como $540 + $660 = $1 200, la respuesta
es correcta. =

M Problemas de velocidad Si un objeto se mueve a una velocidad constante r, entonces la
distancia d que recorre en f unidades de tiempo se obtiene con la férmula distancia = velo-
cidad X tiempo, que expresada en simbolos es

d=rt (2)
Otras formas de (2) que pueden ser ttiles al resolver ciertos problemas de velocidad son

d d
r—? y l‘—;. (3)

Comunmente, la parte mds dificil de resolver en un problema de distancia es determinar qué
relacién expresar como ecuacion. Puede ser util considerar las preguntas siguientes:

* ;Hay dos distancias (o tiempos o velocidades) que sean iguales?
e ;Esla suma de dos distancias (o tiempos o velocidades) una constante?
e ;Esla diferencia de dos distancias (o tiempos o velocidades) una constante?

En el ejemplo siguiente se emplea la segunda ecuacién en (3).

(H]Y[ XY Problema de velocidad

Una motociclista tarda 1 hora y 30 minutos mds en la noche que en el dia viajar entre dos
ciudades. En la noche recorre un promedio de 40 millas por hora en tanto que en el dia
puede recorrer un promedio de 55 millas por hora. Encuentre la distancia entre las dos
ciudades.

Solucion  Asignemos d a la distancia entre las dos ciudades. En la tabla siguiente se
muestra la distancia, la velocidad y el tiempo de cada viaje.
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Distancia Velocidad Tiempo
Noche d 40 d
40
Dia d 55 d
55

Como se tarda 1.5 horas mas recorrer la distancia entre las dos ciudades en la noche,
tenemos

d d
— - =15
20 5517

Multiplicamos ambos miembros de esta ecuacién por (40)(55) = 2 200 y resolvemos:

55d — 40d = 3 300
15d = 3300
d= 220
La distancia entre las dos ciudades es de 220 millas.

Comprobacion el tiempo en la noche es de 220/40 = 5.5 horas; por su parte, durante el

dia es 220/55 = 4 horas. Como 5.5 — 4 = 1.5, la respuesta es correcta. =

M Problemas de mezclas Este tipo de problemas se presentan sobre todo en quimica,
farmacologia, manufactura y situaciones de la vida diaria. Al resolver problemas de mezclas,
nos centramos en la cantidad de un elemento que hay en cada una de las diferentes combina-
ciones. De nuevo, resulta ttil organizar la informacién en una tabla, como en el ejemplo 4.

|R]J\" (XX} Problema de mezclas

Halle cudntos litros de alcohol puro deben afiadirse a 15 1 de solucién que contiene 20%
de alcohol para que la mezcla resultante sea de 30% de alcohol.

Solucién  Si x representa la cantidad de alcohol puro afiadida, entonces
15 + x = cantidad en litros en la nueva solucién

En la tabla siguiente se resume la informacion dada:

Litros de Concentracion

solucion de alcohol Litros de alcohol
Solucién original 15 0.20 0.20(15)
Alcohol puro by 1.00 1.00x
Mezcla resultante 15 +x 0.30 0.30(15 + x)

Como la cantidad de alcohol en la solucién original mds la cantidad de alcohol puro afia-
dida es igual a la cantidad de alcohol en la mezcla resultante, tenemos:

0.20(15) + 1.00x = 0.30(15 + x)
3+x=45+0.3x

La cantidad de alcohol puro afadida es 175 L

Comprobacion si se agregan % 1 de alcohol, la nueva solucién, que suma 15 + = = % 1,

contiene (0.20)(15) + 175 = % 1 de alcohol. Como % % = 0, la nueva solucién es de 30%

de alcohol y la respuesta es correcta. =

3.2 Traduccion de palabras en una ecuacion

121



122

M Problemas de trabajo  Varias personas (o maquinas) que hacen el mismo trabajo, cada
una a velocidad constante, completan la labor mas rapido que si trabajaran solas. Entonces,
para resolver problemas de trabajo utilizamos el principio bdsico siguiente:

Si un individuo puede hacer todo el trabajo en 7 unidades de tiempo, entonces en x
unidades de tiempo se termina una parte x/7 del trabajo. (4)

Por ejemplo, si una persona puede hacer un trabajo completo en 5 horas, entonces en 3 horas
termina % del trabajo.

Problema de trabajo

Trabajando sola, la bomba A llena un tanque en 2 horas y la bomba B llena el mismo tan-
que en 3. Determine la rapidez con que las bombas llenarian el tanque trabajando juntas.

Solucion  Si asignamos a x el nimero de horas que ambas bombas requieren para llenar
el tanque juntas, entonces

X
5= fraccion del trabajo completo culminado en x horas por una bomba A

X
3= fraccion de todo el trabajo culminado en x horas por una bomba B

Esta informacion se sintetiza en la tabla siguiente.

Tiempo (en horas) Fraccion de trabajo
para completar todo | completado en x horas
el trabajo

Bomba A 2 x

2
Bomba B 3 X

3
Ambas X 1

La suma de las fracciones hechas por cada bomba en x horas es 1, pues las dos bombas,
al trabajar juntas, terminan todo el trabajo en x horas. Entonces tenemos

X X

—+-=1

2 3
Comenzamos por multiplicar la ecuacién por el minimo comin denominador de las frac-
ciones. Luego, al resolver para x hallamos que

3x+2x=6
S5x=26
6

= g.
Juntas, ambas bombas tardan % horas = 1.2 h (o 1 hora y 12 minutos) en llenar el tanque.
Comprobacion En % horas la bomba A llena 2/2 = % de tanque, en tanto que la bomba B
llena 2/3 = %de tanque. Como% + % = 1, la solucion es correcta. =
M Problemas diversos Ademads de los problemas de edad, inversién, velocidad, mezclas y

trabajo que acabamos de considerar, hay una gran variedad de problemas que se expresan en
palabras. Terminamos esta seccién con dos ejemplos adicionales.
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[A]F\Y[XeX: Problema de lindes

Un campo rectangular 20 m mds largo que ancho esté circundado por exactamente 100 m
de cerca. ;Cudles son las dimensiones del campo?

Solucién  La descripcién geométrica de este problema nos obliga a trazar un diagrama P —————: 4
(figura 3.2.1). Si asignamos w al ancho del campo en metros, entonces
w + 20 = largo del campo en metros / L /
Como el perimetro del campo es de 100 m, tenemos . w +U20 S
dos anchos dos largos FIGURA 3.2.1 Campo del ejemplo 6

S T~
100=w+w + (w+20)+ (w+ 20)

o bien,
100 = 2w + 2(w + 20)

Despejamos w y encontramos que

100 = 4w + 40
60 = 4w
15=w

Asi, el anchoesw = 15myellargoesw + 20 = 35 m.

Comprobacion  El largo es de 20 m mas que el ancho, pues 35 — 15 = 20, y la cantidad
de cercado requerida es 2(35) + 2(15) = 70 + 30 = 100. Entonces, la respuesta es co-

rrecta. =

[A]V[JXeW A Mejora del promedio de calificaciones

Un estudiante obtiene 75 y 82 puntos en sus dos primeros examenes. ;Qué puntaje en el
préximo examen elevard a 85 su promedio?

Solucién  Empezamos por hacer que x represente el puntaje en el futuro tercer examen.
Luego, el promedio de los tres exdmenes es

75 + 82 + x
— s

Como este promedio debe igualarse a 85, tenemos que

75 + 82 + x

= 8§85.
3

Multiplicamos cada miembro de esta dltima ecuacién por 3 y despejamos x:

75 + 82 + x = 3(85)
157 + x =255
x =98
Por tanto, un puntaje de 98 en el tercer examen elevard a 85 el promedio del estudiante.

Comprobacion  Sila puntuacion obtenida en los tres exdamenes es de 75, 82 y 98, respec-
tivamente, el promedio del estudiante serd

75 + 82 + 98
3

85.

Por tanto, la respuesta es correcta. =
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ﬁ Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-7.
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Cuando empiece a hacer los ejercicios 3.2, recuerde las sugerencias dadas en la pigina
118. Leer y profundizar en los ejemplos de esta seccién puede ayudarle y ofrecer pasos
faltantes en las soluciones. Examine como seguimos nosotros las sugerencias. Y, sobre

En los problemas 1 a 46, construya y resuelva una ecuacion a
partir de las palabras dadas.

=Problemas de niimeros

1.

Encuentre dos nimeros enteros cuya suma sea 50 y cuya
diferencia sea 26.

El cociente de dos nimeros es 4. Un nimero es 39 menos
que el otro. Halle los dos nimeros.

Encuentre tres nimeros enteros consecutivos cuya suma
sea 48.

La diferencia de los cuadrados de dos nimeros pares con-
secutivos es 92. Halle los dos ntiimeros.

= Problemas de edad

5.

En 5 afios Bryan tendra tres veces la edad que tenia hace
7 afios. ;Cudntos afios tiene?

. La firma sanitaria Papik e Hijo anuncia “30 afios de expe-

riencia” en higiene sanitaria. Si el padre tiene 16 afios mas
de experiencia en higiene sanitaria que su hijo, ;cudnto
tiempo de experiencia en higiene sanitaria tiene cada
cual?

=Problemas de inversion

1.

124

Una pareja tiene 40 000 ddlares para invertir. Si invierte
$16 000 a 12% y $14 000 a 8%, ;a qué porcentaje debe
invertir el resto para tener un ingreso de 4 000 proveniente
de sus inversiones?

Janette tiene tres inversiones, de las que recibe un ingreso
anual de 2 780 ddlares. Una inversién de $7 000 estd a una

10.

tasa de interés anual de 8%. Otra inversion de $10 000 estd
a una tasa de interés anual de 9%. ;Cuadl es la tasa de inte-
rés anual que recibe sobre la tercera inversioén de 12 000
dolares?

La sefiora Beecham invirti6 parte de 10 000 délares en un
certificado de ahorros a 7% de interés simple. El resto lo
invirtié en un titulo que producia 12%. Si recibid un total
de 900 de interés por el primer afio, ¢cudnto dinero invir-
ti6 en el titulo?

Los Wilson tienen 30 000 ddlares invertidos a 12% y otra
suma invertida a 8.5%. Si el ingreso anual sobre la cantidad
total invertida equivale a un porcentaje de 10% sobre
el total, ;cudnto invirtieron a 8.5%?

=Problemas de velocidad

1.

12.

13.

14.

Un auto viaja de A a B a una velocidad promedio de 55
mph, y regresa a una velocidad de 50 mph. En todo el viaje
se lleva 7 horas. Halle la distancia entre A y B.

Un jet vuela con el viento a favor entre Los Angeles y
Chicago en 3.5 h, y contra el viento de Chicago a Los
Angeles en 4 h. La velocidad del avién sin viento es de
600 mi/h. Calcule la velocidad del viento. ;Qué distancia
hay entre Los Angeles y Chicago?

Una mujer puede caminar al trabajo a una velocidad de 3
mph, o ir en bicicleta a 12 mph. Demora una hora mas
caminando que yendo en bicicleta. Encuentre el tiempo
que se tarda en llegar al trabajo caminando.

Un nifio sale del punto P en bicicleta y avanza a una velo-
cidad de 15 km/h. Al cabo de treinta minutos otro nifio
sale del punto P en una bicicleta y avanza a diferente velo-
cidad. Alcanza al primer ciclista 2% horas después. Calcule
la velocidad del segundo ciclista.

CAPITULO 3 Ecuaciones y desigualdades



15.

16.

Un hombre recorre 280 km en automdévil y luego recorre
otros 50 km en bicicleta. El tiempo total del viaje fue de
12 hy la velocidad en la bicicleta fue de % de la velocidad
en automdvil. Calcule cada velocidad.

Un cohete llevé una capsula a la atmdsfera. La cdpsula
aterrizé 72 minutos mads tarde, después de hacer un con-
trolado descenso con una velocidad vertical promedio de
420 km/h. Si el cohete tenia una velocidad vertical prome-
dio de 1 010 km/h desde el despegue hasta que se lanzé la
cépsula, ;a qué altura se lanz6 la cdpsula?

= Problemas de mezclas

17.

18.

19.

20.

21.

31.

El radiador de un automévil contiene 10 cuartos [de galon]
de una mezcla de agua y 20% de anticongelante. ;Qué
cantidad de esta mezcla debe vaciarse y reemplazarse por
anticongelante puro para obtener una mezcla de 50% en
el radiador?

Una podadora de césped funciona con una mezcla de com-
bustible compuesta por 23 partes de gasolina y 1 parte de
petréleo.  Cudnta gasolina debe afiadirse a un litro de una
mezcla compuesta por 5 partes de gasolina y 1 parte de
petrdleo para obtener la mezcla correcta?

Cierta marca de tierra para macetas contiene 10% de humus
y otra marca contiene 30%. ;Cudnto de cada tierra debe
mezclarse para producir 2 pies ctbicos de tierra para mace-
tas compuesta por 25% de humus?

El jefe de una estacién de servicio compré 15 000 galones
de gasolina corriente y de primera calidad por 37 000 déla-
res. El precio mayorista fue de $2.40 por galén para la
gasolina corriente y $2.60 por galén para la gasolina de
primera calidad. Determine cudntos galones de cada clase
de gasolina se compraron.

Un carnicero vende carne molida de res de cierta calidad
a $3.95 la libra y de otra calidad a $4.20 la libra. Quiere
mezclar las dos calidades para obtener una mezcla que se
venda a $4.15 la libra. ; Qué porcentaje de carne de cada
calidad debe usar?

= Problemas de trabajo

22,

23.

24.

25,

26.

Si Meagan puede completar una tarea en 50 minutos tra-
bajando sola y Colleen puede hacerlo en 25 min, ;cudnto
tiempo tardardn trabajando juntas?

Si Karen puede recoger un sembradio de frambuesas en 6
horas y Stan puede hacerlo en 8 horas, {cudn rapido pueden
recoger el sembradio juntos?

Con dos mangueras de distinto didmetro se llena una tina
en 40 minutos. Una manguera llena la tina en 90 minutos.
Determine en cudnto tiempo la llenaria la otra manguera.

Margot limpia su habitacién en 50 minutos ella sola. Si
Jeremy la ayuda, tarda 30 minutos. ;Cudnto tiempo tardard
Jeremy en limpiar la habitacion €l solo?

Un tubo de escape puede vaciar un tanque en 4 horas. El
tubo estuvo abierto durante 1.5 horas y luego fue cerrado.
En ese momento se abri6 un segundo tubo y tardé 2 horas
en terminar de vaciar el tanque. ;Cudnto tiempo le habria
tomado al segundo tubo solo vaciar el tanque?

= Problemas de dimensiones

21.

28.

29.

30.

El perimetro de un rectangulo es de 50 cm y el ancho es %
de la longitud. Encuentre las dimensiones del rectan-
gulo.

El drea de un trapecio es de 250 pies cuadrados y la altura
es de 10 pies. ;Cuadl es la longitud de la base mayor si la
base menor mide 20 pies?

El lado mayor de un tridngulo es 2 cm mads largo que el
lado menor. El tercer lado tiene 5 cm menos que el doble
de la longitud del lado menor. Si el perimetro es 21 cm,
(cudl es la longitud de cada lado?

Un granjero desea encerrar un campo rectangular y divi-
dirlo en tres partes iguales con cercado (véase la figura
3.2.2). Sila longitud del campo es tres veces el ancho y se
requieren 1 000 metros de cercado, ;cudles son las dimen-
siones del campo?

/ B —— T / T ——t i / T ——t T /
= i i i i i e i i i i i e i i i i i1
—tr—t—t Tt Tttt Tt Tttt Tt u

FIGURA 3.2.2 Campo cercado del problema 30

El drea de un circulo es 8077 cm® menor que el drea de uno

cuyo radio es 4 cm mayor. Encuentre el radio del circulo
mads pequefio.

= Problemas diversos

32.

Dosis de un medicamento La regla de Friend para con-
vertir la dosis para adulto de un medicamento en una dosis

3.2 Traduccion de palabras en una ecuacion

infantil supone una relacién entre la edad y la dosis y se
emplea para niflos menores de 2 afios:

edad en meses

150 X dosis para adultos = dosis infantil.

(A qué edad la dosis para adultos es 10 veces la dosis
infantil?
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33.

34.

35.

36.

31.

38.

39.

40.

a.

42.

43.

126

Joshua se esfuerza por pasar de afio  Joshua present6 un
examen. Si debe obtener 99 puntos en un segundo examen
para tener un promedio de 73 en ambos exdmenes, /cuanto
obtuvo en el primero?

Intento para obtener 80 Antes del examen final un estu-
diante tiene calificaciones en las pruebas parciales de 72y
86. Si el examen final representa la mitad de la calificacion
final, ;qué calificacién debe obtener en el examen este
estudiante para terminar el curso con un promedio de 80?

Politica de clase Judy vencié a John en una rigurosa
eleccion de presidente del salén de los de dltimo afo,
donde se registraron 211 votos. Si cinco estudiantes hubie-
ran votado por John en vez de Judy, John habria ganado
por un voto; ;cudntos estudiantes votaron por Judy?

iCuantos...? En la escuela de la avenida Cayley, 40
alumnos més de la mitad son nifios. Si la cantidad de nifias
que van a la escuela es dos menos la mitad del nimero de
nifios, ¢cudntos alumnos asisten en total a la escuela?

Problema monetario Kurt tiene cuatro monedas mas de
10 centavos que de 5 centavos. Si el valor total de estas
monedas es de $2.35, halle cudntas monedas de 10 y de 5
centavos tiene Kurt.

Otro problema monetario Heidi tiene $4.65 en monedas
de cinco, diez y veinticinco centavos. Tiene cuatro mone-
das mds de veinticinco centavos que de diez centavos y
cinco monedas mas de cinco centavos que de veinticinco
centavos. ;Cudntas monedas de cada tipo tiene Heidi?

Juego de nimeros El digito correspondiente a las uni-
dades de un nimero de dos digitos es cinco mas que el
digito que corresponde a las decenas. Si el niimero original
se divide por el nimero que se forma al invertir los digitos
del primero, el resultado es %. Halle el nimero original.

Mas juegos de niimeros  El denominador de una fraccién
es dos mds que el numerador. Si tanto el numerador como
el denominador se aumentan en una unidad, la fraccion
resultante es igual a % Encuentre el nimero original.

iSoborno? El sefior Chaney y su hijo Ryan acordaron
que el seior Chaney darfa a Ryan 5 ddlares por cada pro-
blema de palabras que Ryan resolviera correctamente, pero
que éste pagaria a su padre 5 ddlares por cada solucién
incorrecta. Después de que Ryan hubo completado 70 pro-
blemas, ninguno le debia nada al otro. ; Cudntos problemas
resolvi6 correctamente Ryan?

Obtener un aumento Un trabajador obtuvo 6% de
aumento, lo que representa 480 ddlares. ;Cudl era el anti-
guo salario? ;Cual es el nuevo salario?

iSe paga solo? Una empresa de gas vende una manta
aislante para un calentador de agua en $20. Asegura que
la manta reduce los costos de combustible en 10%. Si el
costo promedio mensual de combustible que consume el
calentador de agua es de $20, ;cudndo se “pagard sola” la
manta?

44.

45,

46.

Pago de impuestos En un banquete, el administrador de
un restaurante alquila un bar con bebidas valuadas en cifras
redondas para simplificar las transacciones. Se incluye 5%
del impuesto de ventas en los precios redondeados. Al
final del banquete, el administrador encuentra exactamente
200 ddlares en la registradora. Sabe que 10 délares son
mucho dinero para el impuesto, pero es incapaz de deducir
la cantidad correcta que se debe pagar.

a) Explique por qué 10 délares son demasiado impuesto.
b) Halle la cantidad correcta de impuesto de venta (has-

ta el dltimo centavo).

Empleado necesita mas capacitacion Para un descuento
de 25% en las ventas, un tendero siempre calcula primero
el descuento y luego afiade 6% del impuesto de ventas.
Otro empleado en el mismo almacén siempre aflade pri-
mero el impuesto de ventas y luego aplica el descuento.
a) (Hay alguna diferencia?
b) (Puede demostrar que éste siempre es el caso para
cualquier descuento d% y cualquier impuesto de ven-
ta t%?

Plantas competidoras Dos plantas industriales que pro-
ducen componentes idénticos de maquinaria estan locali-
zadas a 100 millas sobre el rio Watchacallit (figura 3.2.3).
Ambas plantas venden componentes al mismo precio, $150
ddlares. Sin embargo, como una planta esta rio arriba, sus
costos de embarque son mds bajos para los clientes ubica-
dos en medio de las dos plantas: 30 centavos por milla por
componente en vez de 75 centavos por milla.

/ Planta
I|| i rio arriba

100 mi

Plant FIGURA3.23
A ‘\a/’ riﬁ;aj 5 Plantas industriales
. del problema 46

a) Supdn que un cliente comprard a la planta que ofrezca
el costo total mas bajo. ;A qué distancia rio arriba
tendré clientes la planta de rio abajo?

b) (Coémo cambia su respuesta del inciso a) si las dos
plantas elevan el precio de sus componentes de 150 a
160 ddlares?

¢) (Como cambia su respuesta del inciso a) si los costos
de embarque se duplican?

d) (Qué precio de venta tendria que ofrecer la planta de
rio abajo para recuperar la mitad del territorio entre
las dos plantas?
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3.3 Ecuaciones cuadraticas

M Introduccion Enlaseccion 3.1 vimos que una ecuacion lineal es la que puede escribirse
en la forma estandar ax + b = 0, con a # 0. La ecuacién ax + b = 0, con a #0, es un tipo
especial de ecuacion polinomial. Una ecuaciéon polinomial de grado n es una ecuacion de
la forma

axX" + a,_ X" '+ -+ ax® + ax + ay = 0, cona, # 0, (1)

donde n es un niimero entero no negativoy a;, i = 0, 1... n, son nimeros reales. Una ecuacion
lineal corresponde al grado n = 1 en la ecuacién (1). Salvo por los simbolos, que son dife-
rentes, ax + b es lo mismo que a;x + a,.

La solucion de una ecuacion polinomial se llama raiz de la ecuacién. Por ejemplo,
sabemos que —b/a es la Unica raiz de la ecuacién polinomial lineal de primer grado
ax +b=0.

En esta seccién examinamos las ecuaciones polinomiales de segundo grado o ecuaciones
cuadraticas. Una ecuacién cuadritica es una ecuacion polinomial que puede escribirse en la
forma estandar:

ax>+bx+c¢=0, cona#0 (2)

Las ecuaciones polinomiales de mds alto grado se estudiardn en el capitulo 6.

Muchos problemas sobre objetos en movimiento implican ecuaciones cuadraticas. Por
ejemplo, si se lanza un globo de agua con una velocidad inicial de 48 pies/s directamente
hacia abajo desde una ventana de un dormitorio 64 pies arriba del suelo, la altura s (en pies)
arriba del suelo después de 7 segundos estd dada por

s = —16/ — 48t + 64

Cuando el globo golpea el suelo, su altura s es igual a 0, por lo que hallamos el tiempo trans-
currido al solucionar

—167 — 48t + 64 =0
Al dividir entre — 16, esta ecuacién equivale a
P+3t—4=0 (3)

B Método de factorizacion Como veremos, la ecuacién (3) se resuelve facilmente por
medio del método de factorizacion. Este método se basa en la propiedad de la multiplica-
cién por cero que se expuso en la seccién 2.1. Recuerde: si a y b representan nimeros reales
ya-b=0,entoncesa = 00 b = 0. La técnica se ilustra en el ejemplo que sigue.

(R[S IJXeKB Solucion por factorizacion

Resuelva 2x% + 5x — 3 = 0.

Solucion La ecuacién ya estd en la forma estdndar. Al factorizar su miembro izquierdo
obtenemos la ecuacién equivalente

x+3)2x—-1)=0
Si aplicamos la propiedad de la multiplicacién por cero concluimos que
x+3=0 o 2x—1=0

. . . 1 .
Las soluciones de estas ecuaciones lineales son x = —3 y x = 3, respectivamente. El hecho
de que éstas sean raices de la ecuacién dada puede comprobarse por sustitucion. El conjunto

solucion es {—3, %}. =

3.3 Ecuaciones cuadraticas

<

<
<

Repase la definicién de polinomio

en la seccion 2.6.

Véase la seccién 2.7.

Véase la propiedad 8ii) en la sec-

cion 2.1.
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Como se ve en el ejemplo del
globo de agua, no todas las solu-
ciones de una ecuacion necesaria-
mente satisfardn las condiciones
que requiere el problema.

128

>

Ahora podemos resolver ficilmente la ecuacion (3) para hallar el tiempo que tarda el
globo en llegar al suelo. Primero escribimos #* + 37 — 4 = 0 en su forma factorizada:

t+Hr—1)=0

Segtin la propiedad de la multiplicacién por cero, debemos resolvert + 4 =0yt — 1 = 0.
Las soluciones de estas ecuaciones son t = —4 y ¢t = 1. Por sustitucién, podemos comprobar
que tanto = —4 como ¢ = 1 satisfacen la ecuacién cuadratica — 16> — 48¢ + 64 = 0. Como
t = 1 segundo es la Unica respuesta positiva, es la tnica solucién significativa al problema
fisico.

[A]\"|{Xe}q Solucidn por factorizacion

Resuelva 12x% + 15x = 18.

Solucién  Como planeamos usar el método de factorizacién, debemos empezar por es-
cribir la ecuacién en la forma estindar ax®> + bx + ¢ = 0:

123 + 15x — 18 =0

Al eliminar el factor comtin 3 por division se simplifica la ecuacién
34x* +5x —6) =0

a 4> +5x—6=0

Asi, la factorizacion da
dx—3)(x+2)=0

Mediante la propiedad de la multiplicacién por cero, igualamos cada factor a cero para obte-

ner4x — 3 = 0y x + 2 = 0. Al resolver cada una de estas dos ecuaciones resulta x = %

y x = —2. Las raices de la ecuacién cuadritica son % y —2; el conjunto solucién es
3

{=2,3}

[A]3\|{Me)P Solucidn por factorizacion

Resuelva 4x> + 4x + 1 = 0.

Solucién  El miembro izquierdo de la ecuacién se factoriza facilmente asi:
2x+DH2x+1)=0
Por tanto, x = — %o x=— % El conjunto solucién es {—%}. =
En el ejemplo 3 decimos que x = — % es una raiz repetida o una raiz de multiplicidad
2. Al contar las raices, dichas raices deben contarse dos veces.

B Método de la raiz cuadrada Si una ecuacion cuadrética tiene la forma especial

X*=d, cond=0, (4)
la resolvemos factorizando:
) _ diferencia de dos cuadrados;
X —d= Hvéasc la seccion 2.7.
(x — Vd)(x + Vd) =0,
lo que da por resultado x = Vd 0 x = —Vd. Otro método para resolver la ecuacion (4) es

obtener la raiz cuadrada de ambos miembros de la ecuacién. Esto se resume como el método
de raiz cuadrada:

e Six?=d, cond =0, entonces x = +Vd.
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[A]3|{XeX'Q Solucion por el método de raiz cuadrada

Utilice el método de rafz cuadrada para resolver a) 2x*> = 6y b) (y — 3)* = 5.

Soluciéon @) Multiplicamos ambos miembros de 2x> = 6 por % para obtener la forma
especial (4):

3(2x%) = 5(6)
¥=3
x = *+V3.
En la dltima linea vemos que el conjunto solucién es { —V/3, V/3}.

b) Observamos que parax = y — 3y d = 5, la ecuacién (y — 3)*> = 5 tiene la forma es-
pecial (4). Entonces, obtenemos la raiz cuadrada de ambos miembros de la ecuacidn:

(y—37=5
y—3=i\f5

Esto produce dos ecuaciones lineales, y — 3 = —V/5yy — 3 = /5. Al resolver cada una
de ellas encontramos y = 3 +V/5 y y = 3 —V/3, respectivamente. Entonces, el conjunto
solucién es {3 — V5,3 + V/5}. =

M Metodo de completar el cuadrado  Cuando una expresion cuadratica no puede factorizarse
facilmente y la ecuacién no tiene la forma especial (4), podemos hallar las raices completando
el cuadrado. Esta técnica se aplica a la expresién cuadritica de la forma x*> + Bx + C; es
decir, la expresion cuadratica debe tener 1 como su coeficiente principal. Reescribimos la
ecuacion

XH+Bx+C=0 (5)

de modo que los términos que tengan la variable x queden en el miembro izquierdo de la
ecuacion:

¥+ Bx=-C

Luego agregamos (B/2)> a ambos miembros de esta tltima ecuacién:

2 2
x2+Bx+(B>=—C+<B),
2 2
Ahora, el miembro izquierdo de la ecuacién resultante es un cuadrado perfecto:

(-

Ahora es fécil despejar x con el método de la raiz cuadrada. Este procedimiento se ilustra en
el ejemplo 5.

R[SV IJHER Solucion con el método de completar el cuadrado

Resuelva 2x* + 2x — 1 = 0 completando el cuadrado.

Solucion  Comenzamos por dividir ambos lados de la ecuacién entre 2, el coeficiente de
X2, para obtener la forma (5):

3.3 Ecuaciones cuadraticas
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Ahora escribimos esta ecuacién como

1
2t x=—
X X B

y sumamos el cuadrado de la mitad del coeficiente de x (en este caso es 1) a ambos miem-

bros de la ecuacion:
) 1Y 1 1Y
x+tx+t|=-) =+
2 2 2

(-
T2 T

Al obtener la raiz cuadrada de ambos miembros de la ecuacién queda:

1 V3 11
+—=+— = ——=* /3
X ) ) o X > 2\f

Entonces, tenemos

. . 11 1,1 .
Las dos soluciones o raices son entonces —5 — 5V3 y —5 + 5V/3, respectivamente. El

. . - 11 1,1
conjunto solucién de la ecuacién es {—3 — 53, —5 + 3V3}.

M Laformula cuadratica La técnica de completar el cuadrado en una expresion cuadrética
es muy Util en otras situaciones. La veremos de nuevo en los capitulos 4, 5 y 11. Por ahora,
nos ayudard a deducir una férmula que exprese las raices de ax*+ bx + ¢ = 0,cona # 0, en

términos de los coeficientes a, b y c. Primero escribimos la ecuacién de modo que su coefi-
ciente principal sea 1:

, , b c
X +—x+—-—=0
a a

Luego completamos el cuadrado y despejamos x:

a
2 c b 2
JR— _|,_ JE—
a 2a
2 b — dac , P ,
x + =—F « ahora usamos el método de raiz cuadrada
2a 4a

b i\/b2—4ac
2a 4a®
b
2a

A/ 12 . .
+ b° — 4ac  laraiz cuadrada de un cociente es
e —— i

4 5 el cociente de las raices cuadradas
a

Sia > 0, entonces V 4a*> = |2a| = 2a y tenemos

_ —bx \V/'b* — 4ac

2a

El resultado se llama férmula cuadratica. Si a < 0, entonces V 4a” = [2a| = — 2a 'y, después
de simplificar, vemos que el resultado en (6) atin es valido.

X

(6)
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Teorema 3.3.1 Raices de una ecuacion cuadratica

—b — V> — dac

= 2a

y X

Si a # 0, entonces las raices x, y x, de ax® + bx + ¢ = 0 estdn dadas por

2a

_ —b+ \/b* — 4dac

(7)

M El discriminante Las raices x; y x, de una ecuacién cuadritica ax® + bx + ¢ = 0 estén
determinadas por el radicando b* — 4ac en la férmula cuadritica (6). La cantidad b* — 4ac
se llama discriminante de la ecuacion cuadratica. El discriminante debe ser positivo, cero o

negativo. Estos tres posibles casos se sintetizan en la tabla siguiente.

Discriminante

Raices

i) b> —4ac >0

Dos raices reales diferentes

ii) b* — 4ac =0

Raices reales pero iguales

iii) b* — 4ac <0

No hay raices reales

[A]J|{XeXq Solucion por la formula cuadratica

Resuelva 3x% — 2x — 4 = 0.

Solucién En este caso, identificamos a = 3, b = —2y ¢ = —4. El discriminante positi-
vo b* — 4ac = 13 implica que la ecuacién dada tiene dos raices reales. De la férmula

cuadratica (6) tenemos

LT V(=2 - 4B) (=)

2(3)
S 2xWV52 2x2VI3
6 6
_1+=V13
—3

Entonces, las raices son% - %\/ 13 y% + %\/ 13.

[A]|{Xely A Raices repetidas

Resuelva 9x> + 16 = 24x.

Soluciéon Para utilizar la férmula cuadratica primero debemos escribir la ecuacién en la

forma 9x> — 24x + 16 = 0. La férmula cuadratica

_—(—24) = V(—24)” — 4(9)(16)

2(9)
_ 24 = V576 — 576 « ¢l radicando es 0
18
_24_4
18 3

4 , . . Lo
muestra que 3 es una raiz repetida o una raiz de multiplicidad 2.

3.3 Ecuaciones cuadraticas

131



De vez en cuando incluso nos
topamos con ecuaciones no polino-
miales que pueden resolverse con
la formula cuadratica.

. 2 2z
Si t = x°, entonces la ecuacion >
tiene la forma cuadratica
)
r—2t—2=0.

La raiz cuadrada de cualquier }
niimero real es no negativa.

Area = 138 cm?

3a+5

FIGURA 3.3.1 Rectangulo del ejem-
plo 10
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A[SY[JNeX: Y Sin raices reales

Resuelva3x> —x +2 = 0.

Soluciéon  Como el discriminante
b* — dac = (—1)* — 4(3)(2) = —23
es negativo, concluimos que la ecuacién dada no tiene raices reales. =

M Formas cuadraticas Ciertas ecuaciones polinomiales de grado mayor que 2 pueden
resolverse con la formula cuadratica. Esto nos exige reconocer que la ecuacion puede escribirse
en la forma cuadritica estdndar ar® + bt + ¢ = 0, donde el simbolo 7 representa una potencia
entera positiva de x. En el ejemplo que sigue se ilustra esta idea.

[ A]3\IXeX:Q Ecuacion polinomial de cuarto grado

Resuelva x* — 22 — 2 = 0.

Solucién  Esta ecuacién polinomial puede considerarse una ecuacién cuadratica en la
variable x2, es decir,

(=20 —-2=0
Usamos la férmula cuadritica para despejar el simbolo x*:

, 2+=VI2
X=———

=1=*= V3.
2 V3

Entonces,

X=1+V3 ) X=1-V3.

Ahora, la ecuacion cuadratica x> = 1 — V3 no tiene raices reales, ya que 1 — V3 < 0.

Pero de x*> = 1 + /3 obtenemos dos raices reales, —V1+V3 y V1 + V3 de la ecua-
cién original. =

Concluimos esta seccidn con varias aplicaciones que implican ecuaciones cuadraticas.

[A]3\[JXeR [ Problema de rectangulos

El drea de un rectangulo es de 138 cm?. El largo es 5 cm mds que 3 veces el ancho. Halle
las dimensiones del rectangulo.

Solucién  Empezamos por dibujar y marcar un rectingulo como se muestra en la FIGURA
3.3.1. Sea

a = ancho del rectangulo en centimetros.
Entonces 3a + 5 = largo del rectdngulo en centimetros
y a(Ba +5) =138
Para utilizar la férmula cuadratica reescribimos esta ecuacion en la forma estandar:
3a*> + 54— 138 =0

L fot 23
De la férmula cuadritica, encontramos que a = —3 o a = 6. Como el ancho de un rec-
. e . < 23 .
tangulo debe ser positivo, descartamos la solucién @ = —3. En consecuencia, aceptamos
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que a = 6. Asi, la longitud es 3(6) + 5 = 23, y las dimensiones del rectdngulo son 6 cm
por 23 cm.

Comprobacion  Como 23 = 3(6) + 5y 6(23) = 138, la respuesta es correcta. =

M Teorema de Pitagoras El teorema de Pitagoras es uno de los mas usados de la geome-
tria. Muchas de sus aplicaciones implican ecuaciones cuadraticas. A pesar de que se llama
asi en honor del matemadtico griego Pitagoras, que vivié alrededor de 540 antes de la era
cristiana, el resultado se conocia antes de esa época. El teorema postula que en un tridngulo
rectangulo el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de
las longitudes de los otros dos lados (catetos). Para un tridngulo rectangulo como el que se
muestra en la FIGURA 3.3.2 tenemos la féormula:

a+ b =c?

Hay un amplio repertorio de demostraciones algebraicas y geométricas de este teorema (véanse
los problemas 91 y 92 en los ejercicios 3.3).

]\ [Xo kW Problema de aceras

En un parque, dos aceras forman un dngulo recto con el patio P, el puesto de refrigerios
R y el estacionamiento E, como se muestra en la FIGURA 3.3.3. La longitud total de las
aceras es 700 m. Al caminar diagonalmente a través del pasto (linea punteada roja) direc-
tamente del estacionamiento al patio, los nifios acortan la distancia 200 m. ;/Cudl es la
longitud de cada acera?

Solucién  Si designamos
x = longitud de la acera del punto P a R
entonces 700 — x = longitud de laacerade Ra E

Como la distancia de P a E es 200 metros menor que la longitud total de las dos aceras,
tenemos

700 — 200 = 500 = distanciade P a E
Por el teorema de Pitdgoras obtenemos esta relacion:
X + (700 — x)* = (500)>

Reescribimos esta ecuacion y resolvemos por factorizacion:

2x2 — 1 400x + 240 000 = 0
x> — 700x + 120 000 = 0
(x — 400)(x — 300) = 0.

De la dltima forma de la ecuacién vemos de inmediato que x = 400 o x = 300. Si nos
remitimos a la FIGURA 3.3.3, si utilizamos x = 400 encontramos que la longitud de la acera
desde el patio hasta el puesto de refrigerio es 400 m y la longitud de la acera desde el punto
de refrigerio hasta el estacionamiento es 700 — 400 = 300 m. De x = 300, encontramos
que estas distancias estdn invertidas. Entonces, hay dos soluciones posibles a este pro-
blema.

Comprobacion La solucidn es correcta porque

700 =300 + 400 y  (500)* = (300)> + (400)> =
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Pitdgoras

hipotenusa

C

b
FIGURA 3.3.2 Tridngulo recténgulo

parque
P
.
~N
~
~
~
><_500
X N
~
~
N
~N
~
~
R 700 —x E
refrigerios estacionamiento

FIGURA 3.3.3 Aceras y atajo
diagonal del ejemplo 11
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