M Diferencia de conjuntos La diferencia entre dos conjuntos A y B o el complemento
relativo de B respecto a A es el conjunto que consiste en todos los elementos que pertenecen
a A perono a B. La diferencia entre A y B se denota por A — B. En lenguaje de la16gicaA — B
se representa como:

A-B={x|xEAA~xEB}={x|xEAAx¢ B}

El complemento de un conjunto A, que se denota por A’ o por A, es el conjunto U — A, que
puede describirse como:

Al=U-A={x€eU|~(x€A)}

La operacién de tomar complementos es similar a la operacién de negacion en 1dgica.
En las FIGURAS 1.8.11 y 1.8.12 se muestra las representaciones graficas de la diferencia de
conjuntos y la de tomar complementos.

U U
A—-B A=U—-A
FIGURA 1.8.11 Diferencia de FIGURA 1.8.12 Complemento de
conjuntos conjuntos

Los hechos siguientes son verdaderos respecto a conjuntos y sus complementos:

a) ANA'=J,VA
b) AUA =U,VA

PROPIEDADES DE LA DIFERENCIA DE CONJUNTOS

Las propiedades siguientes, llamadas leyes de De Morgan, se cumplen para conjuntos
Ay B que son subconjuntos del conjunto universal U:

a) AUBY =A'NB
b) (ANBY =A"UB.

R[N [JWeW A Diferencia de conjuntos

Dados A = {a, b, c,d, e, f} y B ={c, d, e, f, g, h), determine el conjunto A — B.

Solucién  El conjunto A — B estd formado por todos los elementos de A que no lo son de
B, asi que los elementos de A — B son a, b. Por tanto:

A—B={a,b}

(A]J\ | JXeXk:Y Diferencia de conjuntos

Dados el conjunto universal U = {0, 1,2, 3,4, 5, 6,7, 8, 9} y el conjunto A = {3, 8, 9},
determine A’.
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Solucion  El complemento de A es el conjunto formado por todos los elementos de U que
no son elementos de A:

A =1{0,1,2,4,5,6,7} =

M Diferencia simétrica de conjuntos La diferencia simétrica de dos conjuntos A y B es
el conjunto formado por los elementos de la unién de A y B, eliminando los elementos de la
interseccion de A y B. La diferencia simétrica de A y B se denota por A A B. Usando el lenguaje
16gico podemos expresar A A B como

AAB={x|xEAvB}

Note que de acuerdo con la descripcién dada para la diferencia simétrica, podemos escri-
bir:

AAB=AUB —(ANB0AAB=(A—B) U (B —A)

En la FIGURA 1.8.13 se muestra graficamente la situacién que describe A A B.

FIGURA1.8.13 AAB = (A — B)
U (B — A)

Cabe sefalar lo siguiente:

a) SiAy B sondisjuntos, entoncesaAAB =AU B.

b) SiACB,entoncesaAAB=B— A.

¢) SiA>DB,entoncesAAB=A — B.

d) AABAC)=(AAB)AC,ley asociativa para la diferencia simétrica.

e) A AB = BAA,leyconmutativa para la diferencia simétrica.

f) SiAAB=AAC,entonces B = C, ley de cancelacion para la diferencia simétrica.

g) ANBAC)=((ANB)AA N C),ley distributiva de la interseccion respecto a la dife-
renciacion simétrica.

[ A]3[{XeX:Q Diferencia simétrica de conjuntos
Dados los conjuntos A = {1, 3,5,7,9, 1, 13, 15}y B ={2,3,5,7, 11, 13, 17, 19}, deter-
mine A A B.

Solucion  Sabemos que en A A B entran todos los elementos de A y B que no son comu-
nes a Ay a B; por tanto,

AAB=11,2,9,15,17, 19}

En la FIGURA 1.8.14 se muestra grificamente este resultado.

1.8 Operaciones con conjuntos
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FIGURA18.14 AAB

Las operaciones con conjuntos cumplen las leyes del dlgebra de conjuntos, que son las
siguientes.

LEYENDAS DEL ALGEBRA DE CONJUNTOS

Leyes idemponentes

la. AUA=A 1Ib. ANA=A

Leyes asociativas

2a. AUB)UC=AUBUCO 2b. ANB)NC=ANMBNO)
Leyes conmutativas

3a. AUB=BUA 3b. ANB=BNA

Leyes distributivas
4a. AUBNO=AUBNMAUC) 4b. ANBUCO=ANBUMANOC

Leyes de identidad y absorcion

5a. AU =A S5bh. ANU=A
6a. AUU=U 6b. ANT =0
Ley involutiva
7a. (A=A
Leyes del complementario
8a. AUA=U 8b. ANA=(
9a. U= 9%. O =U
Leyes de De Morgan
10a. (A U B)"=A°N B° 10b. A N B)" = A° U B¢

J

En muchas ocasiones se presentan situaciones en las que es necesario realizar varias
operaciones simultdneamente. Para trabajar o calcular estas expresiones hay que ser cuida-
dosos al aplicar las operaciones fundamentales con conjuntos, asi como las leyes de estas
operaciones.

[A]A[JWeR W Operaciones con conjuntos

Dados los conjuntos A = {a, b, ¢, d}, B = {a, e, f, g}, C = {a, b, h, k}, determine los con-
juntos siguientes, donde U = {a, b, ¢, d, e, f, g, h, 1, j, k, 1, m}:

a) (A—B)'NC
b) AAC)UA’
Solucion a)A — B=1{b,c,d},(A — B) ={a,e, f,g h,i,j,k, 1, m}

(A—B) NC={ahk}
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b) A—C={c,d,C—A={hkLAAC={c.d hk}
A" ={e f,g hi,j k 1, m}

(AAC)UA" ={c,d,e, f, g hijk 1, m}

ﬁ Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-3.

En los problemas 1 a 20, suponga U = {a, b, ¢, d, ¢, f, g, h, i},
A={ab,c,d,e},B={d, e, f, g}, C={ef ghi,D=
{a,c,e, g, i}, E =1b, d, f, h}, F = {a, e, i}, y determine lo que
se indica.

AUB

ANB

cNbD

EUF

ANC

ANC

cCUubD

ENF

A

B

.B—A

. E'NF

.A—B

. (EUF)

. ANBUO

. (ANB)UM@AUDCQC

. (AND)—B

. (A—E)

. (CUA) —FE'

20. BUF) UA

© o NS G RE W=

O N N T e N g e Y
W 00 N O 1 B WN = O

En los problemas 21 a 30, suponga los conjuntos K = {2, 4,
6,8, L={1,2,3,4,M=1{3,4,5,6,8},U=1{1,2,3,..., 10},
y determine lo que se indica.

21. K’

2. (KUL)

23. (M'NK)

2. KAM

25 (K—-L)'AM

26. M' —K')-L

2. U -

28. UAL

29. (U)YAD

30. (KAL) — M

En los problemas 31 a 40, suponga que los conjuntos A, B, C
son cualesquiera, U el conjunto universo y (J el conjunto
vacio, y simplifique las expresiones dadas.

N AnNnOHUYI

2. A-U)NB-9)

3B. (PUANBUA)

8. ANAUB)

B. BUUNAND)

3. (ANA"

3. UNU

3. AAU

39. BAY

40. (BAU)

En los problemas 41 a 50, suponga dados los conjuntos A, B
y C no vacios; use diagramas de Venn para ilustrar los resul-
tados obtenidos al efectuar las operaciones indicadas en las
expresiones dadas.

M. AUB

2. ANB

43. A—B

4. AAB

5. A'NB)HYNC

46. B' UA’

4. A'NB

8. AUB'NAUCQ)

9. (A'AB)YNC

50. AN B’

En los problemas 51 a 56, si sabemos que un conjunto G es

subconjunto de un conjunto A no vacio, determine la veraci-
dad de los enunciados dados.

5. ANG=G
52 GUA=A
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53. (G—A)DA 60. ﬂ(A,_AM)
5. (G—A)2G i
5. GAA=AUG 61. NAAN A4,
5. A—G)NA=(A—G)

. . 62. p|N)4
En los problemas 57 a 62, considere los conjuntos =)

A =1{2,3,5}, A4, ={1,4},A; ={1,2,3}, A, = {1,3,5,7},
As={3,5,8L A ={1, 7}, U={1,2,3,4,5,6,7,8,9y
determine lo que se indica.

6
57. U4,

i=1

58. U A

i=3

6
59. N4

i=4

38

En los problemas 63 a 67, considere conjuntos A y B cuales-
quiera y realice las demostraciones propuestas.
63. Demuestre que (A U B)' = A’ N B,

64. Demuestre que (A U B)N B’ = AsiysdlosiA N B =
.

65. Demuestre que si A y B son subconjuntos de U, entonces
ANB =AsiysélosiANB={.

66. Demuestre que (A UB)UC =AU (BUCQC).

67. Demuestreque (ANB)NC=ANMBNO).

1.9 Conjuntos y técnicas de conteo

Una de las ideas mas importantes en la aplicacion de la teoria de conjuntos esta relacionada
con el proceso de contar. Se cuenta el nimero de elementos de un conjunto, el nimero de
maneras en que un proceso puede ocurrir, etcétera. En esta seccién consideramos la solucién
de estos problemas a partir de la relacién que expresa el nimero de elementos en la unién de
conjuntos. En el tratamiento del problema entran dos situaciones: primero, cuando los con-
juntos que intervienen son disjuntos, y segundo, cuando no lo son.

M Caso de pares de conjuntos disjuntos Parece razonable esperar que la cardinalidad de
A UB,|A U B|seaigual a|A|+ |B|, ya que la unién de A y B se obtiene juntando los ele-
mentos de A con los de B. Este es el caso cuando A y B son conjuntos disjuntos, ya que cuando
contamos sus elementos sabemos que cada uno viene de A o de B, pero no de los dos al mismo
tiempo. Esto desemboca en el principio de conteo siguiente.

PRINCIPIO DE CONTEOQ |: CON CONJUNTOS DISJUNTOS

Si A y B son disjuntos, entonces

|AUB|=[A[+]B]

EJEMPLO 1 M1

SeaA = {l,2} y B = {a, b, c}; determine |A U B|.

Solucién  Por ser A y B disjuntos, al contar los elementos de A U B, cada elemento se
cuenta una sola vez; por tanto,

IAUB|=|A|+|B|=2+3=5

Es claro que puesto que A U B = {1, 2, a, b, ¢}, se tiene que|A U B| = 5.

H Caso de pares de conjuntos no disjuntos  Si A y B no son disjuntos, entonces el problema
de determinar el nimero de elementos de A U B es menos sencillo. Si contamos los elemen-
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tos de A y los elementos de B, y sumamos los niimeros que resultan de estas cuentas tratando
de obtener el nimero de elementos de A U B, encontramos que algunos de los elementos han
sido contados dos veces. Los elementos de la intersecciéon de A y B se contaron dos veces,
una vez cuando contamos los de A y una segunda vez cuando contamos los de B; de ahi que
para que cada elemento de A U B sea contado una sola vez debemos restar el nimero de
elementos de A N B a la suma del nimero de elementos de A y de B.

PRINCIPIO DE CONTEO I[I: CON CONJUNTOS NO DISJUNTOS

Si Ay B son dos conjuntos cualesquiera, entonces

|[AUB|=|Al+|B|—|ANB]|

Observe que la dltima relaciéon también se cumple cuando A y B son disjuntos, es decir,
ANB =Y, yaque|J|=0.

H]3Y Je Y Conteo

SeaA ={1,2,3}y B = {3, 4, 5}, entonces

AUB=1{,2,3,45'yANB={3}

En este caso|A|= 3,|B| = 3,|A N B| = 1; por tanto | A U B|, como se puede comprobar

contando los elementos de A U B. =

A]5\Y [Nk} Conteo

Suponga que Ay Bson talesque A =5, B =8 y|A U B|= 11. Determine |A N B|.

Solucion  Si llamamos x al nimero |A N B/, entonces por la férmula sabemos que:
[AUB|=|A|+|B|—x
es decir, 11 =5 + 8 — xy de aqui se tiene
x=13-11=2

por tanto |A N B| = 2.

H]3Y Je¥'Y Conteo

De un total de 35 programadores entrevistados para un trabajo, 25 conocian Visual Basic,
28 conocian Java y dos no conocian ninguno de estos dos lenguajes; ;cudntos conocian
ambos lenguajes?

Solucién  Puesto que dos de ellos no conocian lenguaje alguno, se tiene que los que
conocian por lo menos un lenguaje eran:

35—-2=33

Ahora, si A = el conjunto de los que conocian Visual Basic, B = el conjunto de los que
conocian Java, entonces A U B = el conjunto de los que conocian por lo menos uno de
estos lenguajes, y A N B = el conjunto de los que conocian ambos lenguajes.

Puesto que

[AUB|=|A|+|B|—|ANB|

1.9 Conjuntosy técnicas de conteo
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FIGURA 1.9.1 Diagrama de Venn
para el ejemplo 4

FIGURA 1.9.2
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se tiene que
|[ANB|=|A|+|B|—]AUB|
pero|A|=25,|B| = 28,|A U B| = 33; por tanto:
|[ANB|=25+28—-33=20
20 personas conocian ambos lenguajes. =
Si en el problema anterior quisiéramos saber el nimero de personas que conocen sélo

Visual Basic, tendriamos que restarle al nimero de los que conocen Visual Basic al nlimero
de los que conocen Visual Basic y Java, es decir,

A|—|ANB|=25-20=>5

Asimismo, para conocer el nimero de personas que conocian sélo Java, tendriamos que
restar al nimero de los que conocian Java el nimero de los que conocian Visual Basic y Java,
es decir,

IB|—|ANB|=28-20=8

Si U = el conjunto de todos los entrevistados (35), entonces el diagrama de la FIGURA
1.9.1 muestra la distribucién de los conjuntos implicados en el problema.

M Caso de la union de tres conjuntos El trabajo de conteo para los casos en los que inter-
vienen tres conjuntos es tan sencillo como el trabajo con dos conjuntos. Observe que:

JAUBUC|=|AUBUC|=|A|+|BUC|-|ANBUC)|
pero

|[BUC|=|B|+|C|—|BNC]|

IAUBUC|=|ANB)|U|[ANC)|=|ANB|+|ANC|-|ANBNC]
portanto:
IAUBUC|=|A|+|B|+|C|-|BNC|-|ANB|-|ANC|+|ANBNC|

Observe cémo se utilizan las leyes asociativa para la unién de conjuntos y distributiva de la
interseccion respecto a la unién de conjuntos en la obtencién de esta tltima relacién.
Del diagrama de la FIGURA 1.9.2 podemos deducir varios hechos interesantes:

a) El niimero de elementos que sé6lo estdn en A:
[A|-|ANB|—|ANC|+|ANBNC|

b) El ntimero de elementos que estan s6lo en B:
|[B|-|ANB|—|BNC|+|ANBNC|

¢) El ntimero de elementos que estdn s6lo en C:
|ICI—]ANC|—|BNC|+|ANBNC]|

d) El niimero de elementos que estdn en A N B, pero no en C:

[ANB|—|ANBNC|
e) El nimero de elementos que estdn en A N C, pero no en B:

IANC|-|ANBNC]
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/) El nimero de elementos que estan en B N C, pero no en A:
[BNC|—]ANBNC|

g) El nimero de elementos que estdan en A o en B, pero no en C:
[AUB|—-|ANB|—|BNC|+|ANBNC]|

h) El nimero de elementos que estdan en A o en C, pero no en B:
[AUC|—|ANB|—|BNC|+|ANBNC|

i) El ndmero de elementos que estdn en B o en C pero no en A:
|[BUC|—|ANB|—|ANC|+|ANBNC|

J)  El ntimero de elementos de A U B U C puede ser distinto al niimero de elementos
del universo U.

[A]SV[JWeXR Aplicacion de conteo de conjuntos

Una encuesta entre 100 estudiantes arrojo lo siguiente:

e 32 estudian matematica.

e 20 estudian fisica.

e 45 estudian biologia.

e |5 estudian matematica y biologia.
e 7 estudian matematica y fisica.

e 10 estudian fisica y biologia.

¢ 30 no estudian ninguna de las tres asignaturas.

a) Encuentre el nimero de estudiantes que estudian las tres asignaturas.
b) Encuentre el nimero de estudiantes que cursan una y sélo una de las tres asigna-
turas.

Solucién  Supongamos M = el conjunto de los que estudian matemética, F = el conjun-
to de los que estudian fisica y B = el conjunto de los que estudian biologia. Entonces,

|M|=32,|F|=20,|B|=45|MNF|=7,|MNB|=15|FNB|=10

a) Esclaro que los que intervinieron en la encuesta constituyen el universo U, de aqui que
U = 100. Asimismo, los que estudian alguna de las tres asignaturas estan representados
por M U F U By los que no estudian ninguna de las asignaturas son 30 personas; de
ahi que:

MU FUB|=100— 30 =70

El ndmero de estudiantes que toman las tres asignaturas constituyen el conjunto | M N
F N BJ; de ahi que como

IMUFUB|=|M|+|F|+|B|—|IMNF|—|MNB|—|FNB|+|MNFNB|
se tiene que

IMNFNB|=|MUFUB|—|M|—|F|—|B|+|MNF|+|MNB|+/FNB|
es decir

70—-32-20—-45+7+15+10=5

1.9 Conjuntos y técnicas de conteo
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Asi que los que estudian las tres asignaturas son cinco estudiantes.

b) El nimero de los que estudian s6lo matematica estd dado por:
IM|—|MNF|—IMNB|+ I MNFNB|=32-7-15+5=15
Los que estudian sélo fisica son:
|FI-IMNF|—|FNB|+|MNFNB|=20—-7—-10+5=38
Los que estudian s6lo biologia son:
|B|—|MNB|—|FNB|+|MNFNB|=45—-15-10+5=25
Asi que los que estudian una y s6lo una de las asignaturas son:

15 +8+25=48

[A]F\Y|JXeY:J Aplicacion de conteo de conjuntos

En una encuesta sobre los medios de transporte urbano mds comunes, a cada persona se
le pregunta si el taxi, el autobus o el auto privado es el medio mas usado para ir al trabajo.
Se permite més de una respuesta. El resultado de la encuesta es el siguiente:

e () personas opinaron a favor del taxi.

e 35 personas opinaron a favor del autobts.

e 100 personas opinaron a favor del auto privado.

e 15 personas opinaron a favor del taxi y del autobus.

e 15 personas opinaron a favor del taxi y del auto privado.

e 20 personas opinaron a favor del autobus y del carro privado.

e 5 personas opinaron a favor de los tres medios de transporte.
(Cudntas personas respondieron a la encuesta?

Solucion  Supongamos A = los que opinaron a favor del taxi, B = los que opinaron a
favor del autobiis y C = los que opinaron a favor del auto privado. Entonces, si suponemos
que todos los encuestados respondieron la entrevista, se tiene que A U B U C es el con-
junto de los que respondieron y es a la vez el conjunto universo U. Asimismo, |A N B| =
15,|]ANC|=15|BN C|=20,]ANBNC|=15. Ahora,

IAUBUC|=|A|+|B|+|C|-|ANB|—|ANC|-|BNC|+|ANBNC]
=30+35+100—-15—-15—-20+5=120

Por tanto, 120 personas respondieron a la encuesta.

ﬁ Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-3.

En los problemas 1 a 6, suponga que |B| = 12,|C| = 11, 4. |BND|

|[D|=8,|BUC|=20,]BUD|=20y|D N C|= 3y deter- 5. |[B—C|

mine lo que se indica. 6. [BAD|

1 [BNC| En los problemas 7 a 10, suponga que |A | = 35,| B| = 23,

2. |B-D| |IC|=28,]JANB|=15]ANC|=13,[BNC|=11,|AUB
3. |DUC| U C| = 52,y determine lo que se indica.
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1. |ANBNC]|

8 [(ANC) — B

9. [(ANB) — C|

0. |[(ANC)—A]

11. En una encuesta de 60 personas se encontré que 25

12.
13.

14.

15.

i RepaSO de CONCEPtOS Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes.

leen revistas politicas, 26 leen revistas cientificas y 26 leen

revistas de entretenimiento. Se determind, ademads, que

nueve personas leen revistas politicas y de entretenimiento,

once leen revistas politicas y cientificas, ocho leen revistas

cientificas y de entretenimiento y ocho no leen revista

alguna.

a) Determine el nimero de personas que leen los tres
tipos de revistas.

b) Determine el nimero de personas que leen exactamen-
te un tipo de revistas.

Una encuesta hecha a 100 musicos populares mostré que
40 de ellos usaban guantes en la mano izquierda y 39 usa-
ban guantes en la mano derecha. Si 60 de ellos no usaban
guantes, ;cudntos usaban guantes en la mano derecha sola-
mente?, ;cudntos usaban guantes en la mano izquierda
solamente?, ;cudntos usaban guantes en ambas manos?

En la clase de educacién fisica se inscribieron 200 estu-
diantes; se les pregunto si querian trotar o nadar como
tnicas dos alternativas. Decidieron trotar 85 de ellos, 60
también aceptaron nadar. En total, ;cudntos tomaron nata-
cién?, ;cudntos tomaron natacidon pero no aceptaron tro-
tar?

De 30 estudiantes en una clase de matematica, 26 aproba-
ron el primer examen parcial y 21 aprobaron el segundo
examen parcial. Si dos estudiantes reprobaron ambos exa-
menes, jcuantos aprobaron ambos exdmenes?

Un total de 60 clientes potenciales visitaron una tienda de
articulos para computadoras. De ellos, 52 compraron algtin
articulo; 20 compraron papel, 36 compraron discos com-

16.

17.

18.

19.

pactos y doce compraron téner para impresoras. Si seis
compraron papel y discos, nueve compraron discos y cin-
tas y cinco compraron papel y toner, ;cudntos compraron
los tres articulos?

Un total de 35 sastres fueron entrevistados para un trabajo;
25 sabfan hacer trajes, 28 sabian hacer camisas, y dos no
sabfan hacer ninguna de las dos cosas. ;Cudntos sabian
hacer trajes y camisas?

A principios de la década de 1960 se hizo una encuesta a
120 residentes de una ciudad latinoamericana sobre su
interés en los tres equipos del drea mds cercana a la ciudad.
De éstos, 40 seguian al equipo A, 28 seguian al equipo B
y 31 al equipo C; 23 seguian al A y al B; 19 seguian al
equipo B y al equipo C, 25 seguian al equipo A y al equipo
C y 18 personas seguian a los tres equipos. ;Cudntas de
estas personas no segufan a equipo alguno?, ;cudntos
seguian al equipo A y al equipo C, pero no al equipo B?
De 1 200 estudiantes de primer afio en una universidad,
582 tomaron educacion fisica, 627 tomaron espafiol, 543
tomaron matemadtica, 217 tomaron educacion fisica y espa-
nol, 307 tomaron educacién fisica y matemadtica, 250 toma-
ron matemdtica y espafol, 122 tomaron los tres cursos.
(Cudntos no tomaron ninguno de los tres cursos?

En una encuesta aplicada a 260 estudiantes se obtuvieron

los datos siguientes: 64 toman un curso de matemadtica, 94

toman un curso de computacién, 58 toman un curso de

administracién, 28 toman cursos de matematica y admi-

nistracion, 26 toman cursos de matemadtica y computacion,

22 toman cursos de administracién y computacion, y 14

toman los tres cursos.

a) (Cudntos de los estudiantes de la encuesta no toman
ninguno de los tres cursos?

b) (Cuantos de los estudiantes de la encuesta toman s6lo
el curso de computacién?

Postulados o axiomas Bicondicional

Teoremas Tabla de verdad

Proposiciones Cuantificadores
Simples Universal
Compuestas Existencial

Conectivos l6gicos

Enunciado abierto
Negacion
Conjuncion
Disyuncién inclusiva
Disyuncidn exclusiva
Condicional

Cardinalidad

Conjunto potencia

Familias de conjuntos

Conjuntos y elementos

Operaciones con conjuntos
Unidén
Interseccion
Complemento
Diferencia
Diferencia simétrica
Diagramas de Venn
Técnicas de conteo
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maercicios de repaso

Las respuestas a los problemas impares seleccionados
comienzan en la pagina RESP-4.

En los problemas 1 y 2, establezca la proposicion reciproca
inversa y la contrapositiva de cada una de las proposiciones
dadas.
1. “Si2 + 2 = 4, entonces no soy el rey de Inglaterra.”
2. “Si tengo tiempo y no estoy cansado, iré a la tienda.”

En los problemas 3 y 4, considere que la proposicion “estu-
diaré matemadtica” se representa por la letra p, la proposicién
“iré al cine” por la letra ¢ y la proposicion “estoy de buen
humor” por la letra r, y escriba en lenguaje simbdlico los
enunciados siguientes:

3. “Sino estoy de buen humor, entonces iré al cine.”
4. “No ir¢ al cine y estudiaré matematica.”

En los problemas 5 al 8, clasifique las proposiciones siguien-
tes como contingencias, contradicciones o tautologias.

5 pAp

6. gV (gAp)

1. pAg¥Yr—gq

8 (prg) e (gVv~q)
En los problemas 9 y 10, determine en cada caso si el par de
proposiciones son légicamente equivalentes.

9. pvgnan,pvgArpvr
10. pv(pArg),p
En los problemas 11y 12, suponga que el universo de dis-
curso estd formado por todos los nimeros enteros; diga cudl
es el valor de verdad de cada una de las proposiciones dadas,
escriba su negacién en cada caso, asi como su valor de verdad.
11. Vx, x dividido por 2 es un entero.
12. dx,dy, xy =1

En los problemas 13 y 14, construya la tabla de verdad para
cada una de las proposiciones dadas.

13. [(pvrA(@VvDIA(=pV~r)
W [poq—>rlepa~g —r]
En los problemas 15 y 16, diga si los pares de proposiciones

dadas estan formados por proposiciones l6gicamente equiva-
lentes.

15. pvrAl@—onr,p—q —r
16. ~¢.(pVq)—>p
En los problemas 17 y 18, diga si el argumento dado en cada

caso es valido o es una falacia.

17. Si llegu€ en auto al trabajo, entonces llegué cansado a él.
Llegué cansado al trabajo. Por tanto, manejé camino al
trabajo.

18. Si trabajo duro y tengo talento, entonces seré un musico.
Si soy miisico, entonces seré feliz. Por tanto, si no seré
feliz, entonces no trabajé duro o no tuve talento.

En los problemas 19 a 21, considere la proposicién Vx, Yy,
x<y—->dz,x<z<y
19. Escriba su negacion.

20. Determine su valor de verdad cuando el universo del dis-
curso estd formado por los nimeros reales o los racio-
nales.

21. Determine su valor de verdad cuando el universo del dis-
curso estd formado por los nimeros enteros positivos o los
numeros enteros.

22. Describa los métodos que ha usado para hacer demostra-
ciones y dé algunos ejemplos.

En los problemas 23 y 24, construya la tabla de verdad de
cada una de las proposiciones dadas.

8 p—o>qg9—>Ipvey —>pPnrg)]
2 [(p>q9vp—>nl—>(@rp)

En los problemas 25 y 26, discuta (analice y opine) cada uno
de los argumentos dados.

25. Siobtengo el puesto y trabajo duro, entonces me ascende-
ran. Si me ascienden seré feliz. No seré feliz. Por tanto, no
obtendré el puesto o no trabajaré duro.

26. Un l6gico dice a su hijo: “Si no terminas la cena, te irds
directo a dormir y no veras television”. Terminé la cena 'y
fue enviado directamente a la cama.

En los problemas 27 y 28, demuestre los teoremas dados por
el método que considere apropiado.

2]. Sip—>(qvr),qg—>syr—t,entonces p — (s V1)
28. Sip—>(gAar),(gvs)—typVs,entonces t.

En los problemas 29 a 31, escriba el significado de los enuncia-
dos dados si se considera un universo de discurso A; que
consta de los miembros de un club y un universo A, de lineas
aéreas. Sea P(x, y) el predicado “x ha sido pasajero de y”;
escriba el significado de cada uno de los enunciados siguientes.

29. Vx, Vy, P(x,y) < Vy, Vx P(x, y)
30. dx, dy, P(x, y) <>y, Ix, P(x, y)
31. dx, Vy, P(x, y) = Yy, dx, P(x, y)

En los problemas 32 y 33, pruebe los enunciados dados por el
modo de demostracion que considere apropiado en cada caso.

32. “Si x es un nimero primo, entonces x + 7 es un nimero
compuesto”.

33. “Para todo nimero irracional ¢, t — 8 es irracional.”
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En los problemas 34 a 36, complete.

34. Si A C B, entonces

AUB= ANB= A—B=
35. Si Ay B son disjuntos, entonces

A—B= ANB= B—A=
36. Si A = ), entonces

AUB= ANB= AAB=

En los problemas 37 a 40, determine la cardinalidad de cada
uno de los conjuntos dados.

3. A={x|x=5n+2,n €N}

38 B={x+3|2<x<12,xEN}

39. C={2n-3|nEN}

0. D={x—-1/6<x<10,x EN}

En los problemas 41 a 46, dé el valor de verdad de las propo-
siciones dadas.

n. 33

42. 5={5}

#. {6} C {{6}}

4. {2,3}={3,2}

4. JE {2}

46. {2} {2}

En los problemas 47 a 52, considere A = {1, 3, 5, 7, 9},
B={24,6,8},C=1{1,23,4,56},U={0,1,2,3,4,5,6,
7, 8, 9} y efectde las operaciones de conjuntos indicadas.
4. A'—B)NC

48. (BAO)'UB

49. (BBUA)AC

50. (C' NA)UB

51. 0(A) N P(C)

5. AUBNC

En los problemas 53 y 54 demuestre que:

53. AAA =, VA
5. AN(BAC)=(ANB)A(A N C), VA, B, C
En los problemas 55 a 58, considere U = {0, 1, 2,3}, A; =

{1,2}, A, ={0, 1}, A; = {0, 3}, A4, = {1, 2, 3}, As = {0, 2, 3}
y determine lo que se indica.

3 4
B5. UAANA,

i=1 i=1

56. NA U (u A>

" ofs )31

5. (4 -4)

En los problemas 59 a 62, trace una representacion en
diagrama de Venn del resultado de las operaciones en cada
caso.

5. (AUB) — (AN B)
60. A— (B — C)

61. A’ U(B'— C)

62. (A'UB')N(CN B)

En los problemas 63 a 66, considere conjuntos A, B, C de un
cierto conjunto universal Uy diga cudles de las afirmaciones
dadas son verdaderas y cudles son falsas. En caso de que una
afirmacion sea falsa, dé un ejemplo en el cual la afirmacion
no se cumpla.

63. (AU B)CA N BimplicaqueA =B
6. AUD)UB=B VA, B
65. AN (D U B) = A siempre que ACB
6. AUB=A"UB' VA, B

67. Un pueblo pequeno posee 300 automdviles para el trans-
porte puiblico de sus habitantes. Se sabe que 110 de estos
autos tienen mds de 20 afios de edad, que 120 son de la
Nissan y que 50 son de la Nissan con mds de 20 afios de
edad. Determine el nimero de carros que:

a) No son de la Nissan.

b) No son de la Nissan y tienen mds de 20 afios.
¢) Son de la Nissan con 20 o menos afios.

d) No son de la Nissan y tienen 20 o menos afios.
e) Tienen 20 o0 menos afos.

68. En un grupo de 150 personas, 45 nadan, 40 montan bici-
cletay 50 corren. Se sabe que 20 personas nadan y montan
bicicleta, que 32 corren pero no montan bicicleta y 10
personas realizan las tres actividades.

a) (Cudntas personas montan bicicleta pero no nadan ni
corren?

b) Si 21 personas corren y nadan, ;cudntas no realizan
ninguna de las tres actividades?

69. Alinterrogar a una delegacién deportiva formada por 250
atletas sobre su aficion respecto al teatro, la danza o la
poesia, se encontré que 125 prefieren el teatro, 180 pre-
fieren la danza, 65 la poesia, 100 teatro y danza, 25 teatro
y poesia, 40 danza y poesia y 20 tenfan las tres preferen-
cias. Determine cudntos de estos 250 atletas tienen:

a) Al menos una de estas tres preferencias.

b) Ninguna de estas tres preferencias.

¢) Soélo una de estas tres preferencias.

d) Cuando mucho una de estas tres preferencias.
e) Exactamente dos de estas preferencias.
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70. Una agencia de automdviles vendié durante un afio 180
unidades con las caracteristicas siguientes:

46

57 tenian transmisién mecénica.

77 tenian aire acondicionado.

45 tenfan transmisién mecdnica y aire acondicionado.
10 tenfan transmisién mecdnica, pero no tenian aire
acondicionado ni equipo de musica.

CAPITULO 1 Légicay conjuntos

e  28tenian transmisién mecdnica y aire acondicionado,
pero no tenian equipo de musica.

e 90 no tenian ninguna de las tres caracteristicas men-
cionadas.

e 19 tenian aire acondicionado y equipo de musica.

(Cuantas de estas unidades tenfan equipo de musica?



CONCEPTOS FUNDAMENTALES

DE ALGEBRA

En este capitulo

2.1 El sistema de los nimeros reales

2.2 Larecta de los nimeros reales

2.3  Exponentes enteros 2 3

2.4 Radicales

2.5 Exponentes racionales 8
2.6 Polinomios y productos notables 25 "44'
2.7  Factorizacion de polinomios 3077

2.8 Expresiones racionales

Ejercicios de repaso

Un poco de historia La mayoria de los estudiantes no se dan cuenta de que
gran parte de la notacion algebraica que se usa en los textos de dlgebra tiene
menos de 400 afios.

El mas grande matematico francés del siglo xv1 fue Francois Viete (1540-
1603), abogado y miembro del Parlamento, quien dedicé la mayor parte de su
tiempo libre a las matematicas. Escribié muchas obras sobre dlgebra, geome-
tria y trigonometria, la mayoria de las cuales imprimi6 y distribuy6 por su
propia cuenta. La obra mas famosa de Viete, In Artem, hizo avanzar en forma
significativa la notacion algebraica. Antes del trabajo de Viete era una practica
comun utilizar diferentes simbolos para representar varias potencias como Xx,
X2, X2, etcétera. Viete, que sabia escribir en latin, utiliz6 la misma letra calificada
en forma apropiada para estas potencias: x, x guadratum (cuadrado), x cubum
(cubo), etcétera. Ademas, extendio el uso de las letras del alfabeto para repre-
sentar no sélo las variables sino también los coeficientes constantes. La nueva
notacién de Viete aclaré las operaciones que emplearon para construir una
serie completa de términos.

Este capitulo ofrece un repaso de conceptos fundamentales, como teoria de
conjuntos, sistema de nimeros reales y notacion algebraica. Este material
constituye los fundamentos del resto del libro y de cualquier estudio mas
profundo de matematicas.
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En este texto debe interpretarse
que la palabra o significa que por
lo menos una de las propiedades es
verdadera. Esto abre la posibilidad
de que ambas sean verdaderas.
Asi, en el caso de la union, si

Xx € A U B, entonces x puede estar
tanto en A como en B.
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2.1 El sistema de los nimeros reales

M Introduccion La teorfa de conjuntos permite describir de manera muy precisa grupos de
nimeros que tienen una propiedad comun, lo que resulta muy ttil para plantear las soluciones
de ciertos tipos de problemas. Sin duda, el lector estara familiarizado con la mayoria de los
conceptos de la teoria basica de conjuntos (se estudiaron en el capitulo anterior). En esta
seccién de repaso nos centraremos en el conjunto de los niimeros reales.

B Terminologia de conjuntos Un conjunto es una coleccién de objetos distintos. Cada
objeto de un conjunto se llama elemento. En general, un conjunto se designa con una letra
mayuscula, como A o B, y un elemento con una letra mintscula, como x. Para indicar que x
es elemento del conjunto A escribimos x € A.

Un conjunto puede especificarse de dos formas: se enumeran los elementos del con-
junto o se expresa una propiedad que los determina. En cada caso se usan llaves { }. Por
ejemplo, el conjunto compuesto por los nimeros 5, 10y 15 puede representarse de las formas
siguientes:

{5,10,15} o {x|x=5nn=1,2,3} (1)

La primera notacion de (1), donde los elementos del conjunto se enumeran, se conoce como
notacion por extension. La segunda notacion de (1) se llama notacién por comprension y,
en este caso, se lee: “el conjunto de todos los nimeros x tal que x = 5n, donde n = 1, 2, 3”.

Si cada elemento del conjunto B también es elemento del conjunto A, decimos que B es
un subconjunto de A y escribimos:

BCA.

Se desprende que cada conjunto es un subconjunto de si mismo.

Se dice que un conjunto que no contiene elementos es un conjunto vacio y se denota con
el simbolo .

La unién de dos conjuntos A y B es el conjunto de elementos que pertenecen por lo
menos a uno de los conjuntos, A o B. En notacién de conjuntos, escribimos

AUB={x|x€EA o x€EB}

La interseccion de dos conjuntos A y B es el conjunto de elementos comunes a ambos con-
juntos A 'y By se escribe:

ANB={x|x€EA y x€EB}

Si A 'y B no tienen elementos comunes, es decir, si A N B = J, se dice que los conjuntos son
disjuntos o ajenos.

(A]F\[JXe kW Union e interseccion
SiA ={1,2,3,4,5}, B={1,3,5}, C={2,4, 6}, tenemos que B C A, porque los nimeros
1,3 y 5 son elementos de A. Ademds,

AUC=1{1,2,3,4,56}
ANC={24}
BNC=. <« Los conjuntos By C no

tienen elementos comunes.

B Nameros Recordemos que el conjunto de los niimeros naturales o enteros positivos
consta de

N={1,234..}

CAPITULO 2 Conceptos fundamentales de algebra



El conjunto N es un subconjunto del conjunto de los enteros:
z=4.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Los tres puntos (...) que aparecen en los conjuntos Ny Z se llaman elipsis e indican que los
elementos siguen indefinidamente el mismo patrén que el que siguen los elementos dados.
El conjunto Z incluye tanto los enteros positivos como los negativos y el nimero cero, el cual
no es negativo ni positivo. A su vez, el conjunto de enteros Z es un subconjunto del conjunto
de los niimeros racionales:

0= {Z ‘p y ¢ son nimeros enteros, g # 0}~

El conjunto Q estd compuesto por todos los niimeros que son cocientes de dos enteros, siem-
pre que el denominador sea diferente de cero; por ejemplo,

11710

2 36 0
= =SS =9, =0,
27 50 -2 C7 4 8

Se dice que el cociente p/q es indefinido si ¢ = 0. Por ejemplo, 8/0 y 0/0 son indefinidos.
El conjunto de nimeros racionales no es suficiente para resolver ciertos problemas ele-
mentales algebraicos y geométricos. Por ejemplo, no hay un nimero racional p/g para el

que
2
(-
q

Véase el problema 69 de los ejercicios de este capitulo. Asi, no podemos utilizar niimeros
racionales para describir la longitud de la diagonal de un cuadrado unitario (FIGURA 2.1.1). Por
el teorema de Pitdgoras sabemos que la longitud de la diagonal d debe cumplir

& =07+ 072 =2.

Escribimos d = V2 y llamamos a d “la raiz cuadrada de 2”. Como acabamos de indicar, V2
no es un nimero racional. Pertenece al conjunto de los niimeros irracionales, es decir, el
conjunto de nimeros que no pueden expresarse como cociente de dos enteros. Otros ejemplos
de ndmeros irracionales son 7, —\f3, \% y 75.

Si simbolizamos con H el conjunto de los niimeros irracionales, entonces el conjunto de

los niimeros reales R puede describirse como la unién de dos conjuntos disjuntos:
R=QUH.

También debemos observar que el conjunto de niimeros reales R puede describirse como la
unién de tres conjuntos disjuntos: R = R~ U {0} U R, donde R™ es el conjunto de los nime-
ros reales negativos y R™ el de los niimeros reales positivos. Los elementos del conjunto
{0} U R" se llaman nimeros reales no negativos.

El diagrama de la FIGURA 2.1.2 resume la relacion entre algunos conjuntos principales de
los niimeros reales.

| Numeros reales |

Y Y

| Numeros racionales | | Numeros irracionales |
| No enteros | | Enteros

Y

| Enteros negativos| |Cero| | Enteros positivos |

FIGURA 2.1.2 Los nimeros reales son racionales o irracionales

2.1 El sistema de los nimeros reales

4 Advertencia

1
FIGURA 2.1.1 Cuadrado unitario
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El niimero 7 es un decimal no finito
y no periddico

50

M Decimales Todo nimero real puede expresarse en forma decimal. Por ejemplo,

= 0.25, 275 = 3.571428571428. . .,

= 2.3333..., m = 3.14159265. . ..

Se dice que nimeros como 0.25 y 1.6 son decimales finitos, en tanto que nimeros como

se repite se repite
~ "
1.323232. .. y 3.571428571428. . . (2)

se llaman decimales periddicos o recurrentes. Un decimal periédico como 1.323232... con
frecuencia se escribe 1.32, donde la barra indica el nimero o nimeros que se repiten. Puede
demostrarse que cada nimero racional posee una representacién decimal periddica o finita.
Y viceversa, todo decimal periédico o finito es un niimero racional. Asi, los dos nimeros en
(2) son racionales. También es un hecho bésico que todo nimero decimal es un nimero real.
Tenemos entonces que el conjunto de los nimeros irracionales se compone de todos los
decimales que no son finitos ni periédicos. Asi, 7 y V2 tienen representaciones decimales
no periédicas y no finitas.

M Porcentaje Los fraccionarios o decimales algunas veces se expresan como porcentajes;

por ejemplo, 8% quiere decir 0 0.08. En general, b% significa “b partes de 1007, y es

100
simplemente otra forma de escribir W Por ejemplo, 42% significa 32 i 00 ; entonces, 42% =
0.42. De igual manera, 0.005% = 01885 = (0.00005.

Un modo sencillo de convertir un niimero decimal en porcentaje es multiplicar el decimal
por 1 escrito en forma de 100%. Por ejemplo,

0.35=0.35X1=0.35X100% = 35%

De igual manera, 0.001 = 0.001 X 100% = 0.1%.

Los porcentajes se utilizan con frecuencia para describir los incrementos o reducciones
en cantidades como poblaciodn, salarios y precios. Cuando una cantidad aumenta, el porcen-
taje de incremento se da por

cantidad de aumento

cantidad original x100% @)

De igual forma, cuando una cantidad disminuye, el porcentaje de decrecimiento esta dado
por

cantidad de decrecimiento

cantidad original x100% @)

[R]IV[JWeFY Porcentaje

La poblacién de un pequefio pueblo disminuy6 de 1 750 a 1 700 habitantes. ;Cudl es el
porcentaje de decrecimiento?

Solucion
La cantidad de decrecimiento es 1 750 — 1 700 = 50, y la cantidad original es 1 750. Si
usamos la férmula (4) encontramos que

W =0.0285714 = 0.0285714 x 100% = 2.86%

Luego, el porcentaje de decrecimiento es de aproximadamente 2.86%. =

Notemos que en el ejemplo 2 utilizamos el simbolo = en lugar de = para indicar que el
nimero es s6lo una aproximacion.

CAPITULO 2 Conceptos fundamentales de algebra



]3| {Xe)Y Porcentaje

El salario por hora de trabajo de un estudiante se elev6 de 5.25 ddlares a 5.75. ;Cudl es el
porcentaje de incremento?

Solucién
El monto del incremento es $5.75 — $5.25 = $0.50, y la cantidad original es de $5.25. Si
usamos la ecuacién (3) tenemos que el porcentaje de incremento es

US$0.50 _ _ ~
US$5.25 =~ 0.952381 =0.952381 x 100% = 9.52%

[N]|{XeX'Y Porcentaje

(Cudl es el precio de oferta de un bal6n de volibol si el precio normal es de $28.60 y hay
25% de descuento?

Solucién
Como se ofrece 25% de descuento, el precio de oferta serd de 75% del precio normal, o

(0.75)($28.60) = $21.45
De otra forma, podemos calcular 25% de descuento y restarlo al precio normal, asi:

$28.60 — (0.25)($28.60) = $28.60 — $7.15 = $21.45 =

M Sistema de los niameros reales  El conjunto de nimeros reales R junto con las operacio-
nes de adicion y multiplicacion se llama sistema de los nimeros reales. Las reglas basicas
del algebra para este sistema permiten expresar hechos matematicos en formas simples y
concisas, y resolver ecuaciones para dar respuestas a preguntas matemadticas. Las propieda-
des basicas del sistema de los nimeros reales respecto de las operaciones de adicion (sim-
bolizada con +) y multiplicacion (simbolizada con los signos - o X) se presentan en el
cuadro siguiente, donde a, b y ¢ representan nimeros reales.

PROPIEDADES BASICAS DE LOS NUMEROS REALES

Adicion Multiplicacion

1. Propiedades de cerradura

i) a + b es un numero real ii) a - b es un nimero real
2. Propiedades conmutativas
a+b=b+a ii)a-b=b-a
3. Propiedades asociativas
HDa+b+c)=(@+b)+c ii)a-(b-¢c)=(a-b)-c
4. Propiedades de identidad
HDa+0=0+a=a i)a-1=1-a=a
5. Propiedades del inverso 11
a+(—a)=(—a)+a=0 ii)a—=—a=1
a a /

En la propiedad 4i), el nimero O se denomina identidad aditiva del sistema de los
nimeros reales; en la propiedad 4ii), el niimero 1 se conoce como identidad multiplicativa
del mismo sistema. En la propiedad 5i), el nimero —a es el inverso aditivo o el negativo del
nimero a. Todo nimero real tiene un inverso aditivo, pero en la propiedad 5ii), todo nimero
a que no es cero tiene un inverso multiplicativo 1/a, con a # 0. El inverso multiplicativo
del ndmero a diferente de cero también se conoce como el reciproco de a.

2.1 El sistema de los nimeros reales
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A]SY[JNe XY Inversos

a) Elinverso aditivo de 10 es —10.
b) Elinverso aditivo de —% es %
¢) Elinverso multiplicativo, o reciproco, de 7 es %

p—

. S . 2 —
d) El inverso multiplicativo, o reciproco de 5 es 5 = % =

@[

La propiedad distributiva de los nimeros reales combina las dos operaciones de adicién
y multiplicacion. El producto a - b de dos nimeros reales a y b se escribe por lo general sin
el punto de multiplicacidn, es decir, se escribe ab.

PROPIEDADES BASICAS DE LOS NUMEROS REALES (CONTINUA)

6. Propiedades distributivas:
i) alb+ c)=ab + ac ii) (a + b)c = ac + bc

La propiedad distributiva se puede extender para incluir mas de dos nimeros en la suma.
Por ejemplo,

alb+c+d)=ab + ac + ad
y (a+b+c+de=ae+ be+ ce+de

[A]\|XeXF Reconocimiento de las propiedades

Exprese una propiedad algebraica basica del sistema de los niimeros reales para justificar
cada uno de los enunciados siguientes, donde x, y y z son niimeros reales.

a) (6+ 8)y=y(6 + 8) b) B3+5+2=3+(B+2)

¢c) x+3)y+2=(xy+3y +2 d x+y-1=x+y

e) x+2)+[-(x+2)]=0 H 6+2 ! =lsiy+z#0
ytz

Solucion

a) Propiedad conmutativa de la multiplicacién <« propiedad 2ii)

b) Propiedad asociativa de la adicién < propiedad 3/)

¢) Propiedad distributiva < propiedad 6ii)

d) Propiedad de identidad de la multiplicacién < propiedad 4i)

e) Propiedad del inverso de la adiciébn < propiedad 5i)

f) Propiedad del inverso de la multiplicacién < propiedad 5ii) =

Es posible definir las operaciones de sustraccion y divisién en términos de la adicién y
multiplicacién, respectivamente.

Definicion 2.1.1 Diferencia y cociente

Para los nimeros reales a y b, la diferencia, a — b, se define como
a—b=a+ (—b).

Si b # 0, entonces el cociente, a + b, se define como

1 a
+b=a'|7|=—.
‘ (;) :
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En el cociente a/b, a se llama numerador y » denominador. Con frecuencia, el cociente
de dos niimeros reales a/b se denomina fraccion. Tenga en cuenta que a + b o a/b no esta
definido cuando b = 0. Por tanto, a/0 no estd definido para ningin nimero real a. Como se
muestra en el ejemplo 7, no todas las propiedades de la adicidn y la multiplicacién son vali-
das para la sustraccién y la division.

H]\Y Mo}y La sustraccion no es asociativa

Puestoque 1 — (2 —3) =2y (1 —2) — 3 = —4, observamos que

1-Q2-3)#(1-2)—3.

Por consiguiente, la sustraccién no es asociativa. =

Muchas propiedades adicionales de los nimeros reales pueden derivarse de las propie-
dades basicas. Las propiedades siguientes también se usardn en este texto.

PROPIEDADES ADICIONALES

7. Propiedades de igualdad:
i) Sia = b, entonces a + ¢ = b + ¢ para todo niimero real c.
ii) Sia = b, entonces ac = bc para todo nimero real c.

8. Propiedades de la multiplicacion por cero:
HDa-0=0-a=0
iif) Sia-b = 0,entonces a = 0, b = 0, o ambas.
9. Propiedades de cancelacion:

i) Siac = bc,y c # 0, entonces a = b.

i) = =2 g OB =@
if) -, - = - siempre que ¢ y L

. J

Como veremos en el capitulo 3, la propiedad 8ii) es sumamente importante para resolver
ciertos tipos de ecuaciones. Por ejemplo, si x(x + 1) = 0, podemos concluir que x = 0 o bien,
x+1=0.

(A]SY [JMeX:Y Cancelacion

a) Si2x =2y,entonces x =y < por la propiedad 9i)

36 49 4
3-9

(I P

<« por la propiedad 9ii) =

PROPIEDADES ADICIONALES (CONTINUA)

10. Propiedades de la sustraccion y negativos:

i) —(—a)=a
it) —(ab) = (—a)(b) = a(—=b)
i) —a=(—1)a

iv) (—a)(—b) = ab

2.1 El sistema de los nimeros reales

<

Las barras inclinadas rojas que

atraviesan un simbolo indican que

éste se cancela.
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[RANJHeX:N Simplificacion

Simplifique —(4 + x — y)

Solucién  En vista de la propiedad 10iii), escribimos
—@tx—y=CDhH@d@+x—y

Entonces, por la ley distributiva, propiedad 6i),
—@Gt+tx—y=(CEhHéd+x—y

(=14 + (—Dx + (—=1)(—y) <« porlas propiedades 10iii) y 10iv)
= —4—-x+y =

Ya debe estar familiarizado con la siguiente lista de propiedades de las fracciones a/b y
¢/b,donde b # 0y d # 0.

PROPIEDADES ADICIONALES (CONTINUA)

11. Fracciones equivalentes:

2 =Ssiysolosiad=b
b dslySOOSI(l = bc

12. Regla de los signos:

a —a a

b b —b
13. Adicion o sustraccion con denominadores comunes:

a ¢ a*xc

b b b

14. Multiplicacion:
a . c_ac
b d bd

15. Division:

[A]AV[JXeR[M Reconsideracion del ejemplo 2a)

por la

propiedad 15
"
. C e . , 1 3_3
El inverso multiplicativo, o reciproco, de 3es 5 = 1 - 5 = 3, puesto que
3
por la

propiedad 14

N

23 6 ! _

32 6 -
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PROPIEDADES ADICIONALES (CONTINUA)

16. Division de cero y divisién por cero

00+b:%=0,b¢0

i) a=0= ges indefinida, @ # 0

i) 0 ~ 0 = %es indefinida

[A] | {XeR KM Productosy cocientes

Evalie cada una de las expresiones siguientes:

—(—a) 2(u + v
a) (=x)(=y) b) — ¢ 2tV
b 2v
Y 0 w
d) e) 7~ f) —————
143 5 2—-(5-3)
Solucion
a) (—x)(—y) = xy < por lapropiedad 10iv)
b) —Ca a4 - las propiedades 10i) y 12
b b b <« por las propiedades 10i) y 12
2w +v) wu+v , .
c) = <« por la propiedad 9ii)
2v v

d) Para evaluar y/(1/4 + 3/5), primero evaluamos el denominador:

13 _ (G +®6) 17

— TS — <« comiin denominador

4 5 (4)(5) 20
Entonces tenemos que
y 20 _ 20y

117 17

Y
+

<« por la propiedad 15

o‘:‘%

FNE
w|w

0
e) Z: g =7z:0=0 <« por la propiedad 8i)

f) Laexpresion w/[2 — (5 — 3)] es indefinida, ya que su denominador es cero; es decir,

2 — (5 —3) =2 — 2 =0 [véase la propiedad 16ii)]. =

Notas del aula

© © ¢ 0 0 0000000000000 00000 0000000000000 0000000000000 000000000 o

En Ia solucién del inciso ¢) del ejemplo 11, un error comiin (sobre todo en tareas y exa-
menes de los alumnos) es cancelar las letras v en el numerador y el denominador:

u+v_

¥ = Uu. <— INCORRECTO

: ; . e 2w+v) u-tvy
No se puede realizar ninguna cancelacion en la simplificacion de 5 = ,
v v

pues v no es factor multiplicativo tanto del numerador como del denominador, como lo
requiere la ley de cancelacion 9ii).
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d Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-5.

En los problemas 1 a 8, halle el conjunto indicado si A =
{1,4,6,8,10, 15}, B={3,9, 11,12, 14}y C ={1,2,5,7, 8,
13, 14}.

AUB

AUC

BUC

ANB

ANC

BNC

(ANB)UB

AUBUO

O NSO R wWwDN =

En los problemas 9 a 12, enumere los elementos del conjunto
dado.

9. {rlr=plg,p=1,2,q=—1,1}
10. {{|t=4+2z2z=-1,-3, -5}
M {x|lx=2,y= %,%

12. {y|ly—-5=2}

En los problemas 13 a 16, use la notacién de conjuntos para
expresar el conjunto dado.

13. El conjunto de los enteros negativos mayores que —3.
14. El conjunto de los nimeros reales cuyo cuadrado es 9.
15. El conjunto de los enteros pares.

16. El conjunto de los enteros impares.

En los problemas 17 a 32, exprese una de las propiedades
basicas del sistema de los nimeros reales (propiedades 1 a 6)
para justificar cada una de las expresiones dadas.

17. 2+3)+5=2+3+5)

18. [(D@2)]A3) = [)(DI3)

9. 0+y)+3=@F+tx)+3

2 ag+2)+m=7+(@a+?2)
2. (2012 = —2(0)@)]

22. (1 +2)(—3) = 1(=3) + 2(—3)

2. 1-(V2)=V2
2 B+HG+2)=@+4)5+3+4)2
%5 H-5=1

%. ;+(—H=0

2. xy +0)+z=xy + ¢

8. B+~ +4=3+ (-5} +4
29. [(w+ 3)2]z = 2w + 3)]z

0. (—13+2Q)+7=[z+ (—13)]2) +7

N (a—b)+[—(a—D]=0
32. (x—y)<xiy> =lLx#y

En los problemas 33 a 44, exprese una de las propiedades del
sistema de los nimeros reales (propiedades 7 a 16) para justi-
ficar cada una de las expresiones dadas.

33 (—5)(—x) = 5x

B —(—17H=17

35. Six + 3 =y + 3, entonces x = y.

36. Siy+z=5+ z,entoncesy = 5.

37. Si(x + 2)(3) = 4(3), entonces x + 2 = 4.

38. Siz*> = 0, entonces z = 0.

3. Si(x+ I)(x —2)=0,entoncesx + 1 =0o0x —2=0.

0. (a+b+c¢)-0=0

o, # =0

a + 1

2(x* + 1) B
241

x+ty x

2 2
-x

V+9 Y49

42. 2

Y

43. + =
2
X

44,

En los problemas 45 a 50, simplifique la expresion dada.
45. —(—a)2 — 3]
—(=b)

—bc
4(3 + ¢)

4c

8. [(DG)(- DI~ 2) +z
(14)(0) (x)
V2 -V3
50. (m —mMx+y—3)

46.

47.

49.

= Aplicaciones diversas

51. Matematicas antiguas El papiro Rhind (c. 1650 a.C.),
adquirido por el egiptélogo escocés Alexander Henry
Rhind en 1858, se considera uno de los mejores ejemplos
de las matematicas egipcias. En €I, los egipcios utilizaron
(19—6)2 como valor de 7.
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El papiro Rhind

a) (Eslaaproximacién mayor o menor que 7?
b) Demuestre que el error al utilizar esta aproximacion
es menor que 1% de 7.

Estudio de la Biblia Partiendo del hecho de que la cir-
cunferencia de un circulo es igual a 7 por el didmetro,
determine qué valor de 77 implica esta cita biblica: “Hizo
una gran pileta de metal fundido, llamado el mar, de
diez codos de borde a borde, enteramente redondo y
de cinco codos de alto. Un cordén de treinta codos media
su contorno”. (Esta cita estd tomada de 2 Crénicas 4:2y 1
Reyes 7:23, que datan del siglo x a.C.)

= Para la discusion

En los problemas 53 a 68, responda verdadero o falso.

53.
54.
55,
56.
57.
58.
59
60.
61.

62.
63.
64.
65.
66.

67.

68.

69.

% es elemento de Z.

—% es elemento de Q.

V3eselementode R. __

/2 es un niimero racional. -

0.1333... es un nimero irracional.

1.5 es un ndmero racional.

0.121212... es un ndmero racional.

% es elemento de Q.

—4 es elemento de Z, pero —4 no es elemento de N.

7 es elemento de R, pero 7 no es elementode Q.
Todo nimero irracional es un nimero real.

Todo entero es un nimero racional.

Todo nimero decimal es un nimero real.

La interseccion del conjunto de los nimeros racionales y
el conjunto de los nimeros irracionales es el conjunto
vacio.

Sic # 0, entonces (a + b) ~c=(a +c¢)+ (b + o).

Sia#0,b#0ya+ b+ 0,entonces ¢c +~ (a + b) =
(¢ +a)+ (c ~Db).
Demuestre que V2 no puede escribirse como un cociente
de enteros. [Pista: suponga que hay una fraccion p/q redu-

10.

n.

72.

13.

14.

15.

76.

cida a sus términos minimos, de modo que (p/g)*> = 2. Esto
se simplifica a p> = 24, lo que implica que p?; por tanto,
p es un entero par, por ejemplo, p = 2r. Realice esta sus-
titucién y considere que (2r/¢g)> = 2. Debe llegar a una
contradiccién del hecho de que p/g se redujo a sus términos
minimos].

Explique: la suma de un niimero irracional y un nimero
racional debe ser irracional. [Pista: si la suma de los dos
nimeros fuera racional, podria escribirse como cociente
de los enteros p/q. Por qué conduce esto a una contradic-
cién?].

Explique: ;la suma de dos nimeros irracionales es nece-
sariamente irracional?

Explique: ¢el producto de dos nimeros irracionales es
necesariamente irracional?

Explique: ;el cociente de dos nimeros irracionales es nece-
sariamente irracional?

En general, a + (—b) # b + (—a). ;Qué indica esto sobre
la operacién de sustraccion?

Algunos cédigos secretos funcionan cambiando letras del
alfabeto. La FIGURA 2.1.3 muestra un cambio de 2. Cada
letra de un mensaje puede representarse por los guarismos
de un nimero decimal. Por ejemplo, el nimero decimal
0.12121212... cifra el mensaje “STUDY MATH” en
TVVEZ OBVI. Si el uso de 9/37 produce el mensaje codi-
ficado RCWJEJQVDU PLXI1V, ;cudl fue el mensaje ori-
ginal?

FIGURA 2.1.3 Rueda del c6digo del problema 75

Suponga que los conjuntos A y B tienen un nimero finito
de elementos. n(A) y n(B) representan el nimero de ele-
mentos de los conjuntos A y B, respectivamente. Explique
por qué la férmula

n(A U B) =n(A) + n(B) — n(ANB)

da el nimero de elementos de la uniéon A U B.
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FIGURA 2.2.1 Recta numérica real
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el cero no es ni positivo
ni negativo

FIGURA 2.2.2 Direcciones positiva y
negativa en la recta numérica real

FIGURA 2.2.3 El niimero a estd a la
izquierda del nimero b
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2.2 Larecta de los nimeros reales

M Introduccion Para dos nimeros reales distintos a y b, siempre hay un tercer nimero real
entre ellos; por ejemplo, su promedio (a + b)/2 es el punto medio entre ellos. Asimismo, para
dos puntos distintos de A y B en una recta, hay siempre un tercer punto entre ellos; por ejem-
plo, el punto medio M del segmento de recta AB. Hay muchas similitudes como ésta entre el
conjunto R de nimeros reales y el conjunto de puntos en una recta que indican el uso de una
recta para “describir” el conjunto de los nimeros reales R = R~ U {0} U R*. A continuacién
se explica cémo hacer esto.

M La recta de los niimeros reales Dada cualquier recta, escogemos un punto O sobre ella
para representar el nimero 0. Este punto en particular se llama origen. Si ahora seleccionamos
un segmento de recta de longitud unitaria como se muestra en la FIGURA 2.2.1, cada nimero
real positivo x puede representarse con un punto a una distancia x a la derecha del origen. De
igual forma, cada niimero real negativo —x puede representarse con un punto a una distancia
x hacia la izquierda del origen. Esta asociacion produce una correspondencia uno a uno entre
el conjunto de nimeros reales R y el conjunto de puntos de una recta, llamada recta de los
nuimeros reales o recta numérica real. Para cualquier punto P dado en la recta numérica,
el nimero p, que corresponde a ese punto, se llama coordenada de P. Asi, el conjunto R~
de los nimeros reales negativos consiste en las coordenadas de puntos a la izquierda del
origen; por su parte, el conjunto R de nimeros reales negativos estd formado por las coor-
denadas de puntos a la derecha del origen, y el nimero O es la coordenada del origen O (FIGURA
222).

En general, no diferenciamos entre un punto en la recta numérica real y su coordenada. Por
ejemplo, a veces nos referimos al punto en la recta con coordenada 5 como “el punto 5”.

H Menor que y mayor que Dos ndmeros reales a y b, con a # b, pueden compararse
mediante la relacién de orden menor que. Tenemos la definicion siguiente.

Definicion 2.2.1 Menor que

Se dice que el ntimero real a es menor que b, lo que se escribe a < b, si y sélo si la dife-
rencia b — a es positiva.

Si a es menor que b, entonces de forma equivalente podemos decir que b es mayor que
a, lo que se escribe b > a. Por ejemplo, —7 < 5,yaque 5 — (—7) = 12 es positivo. Podemos
escribir también 5 > —7.

Una desigualdad

Usando la relacién de orden mayor que, compare los nimeros reales 7y 5.

Solucion A partir de = = 3.1415... y% = 3.1428..., tenemos que

Z ;= (3.1428...) — (3.1415...) = 0.001....

. . " . 22
Puesto que esta diferencia es positiva, concluimos que 5 > 7.

M Desigualdades Larecta de los niimeros reales es ttil para demostrar relaciones de orden
entre dos nimeros reales a y b. Como se muestra en la FIGURA 2.2.3, decimos que el nimero
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a es menor que el nimero b, y escribimos a < b, siempre que el nimero a se sitde a la
izquierda del nimero b en la recta numérica. De forma equivalente, como el nimero b se
sitda a la derecha de a en la recta numérica, decimos que b es mayor que a y escribimos
b > a. Por ejemplo, 4 < 9 es lo mismo que 9 > 4. También empleamos la notacién a = b si
el nimero a es menor o igual al nimero b. Asimismo, b = ¢ significa que b es mayor o
igual a a. Por ejemplo, 2 = 5 puesto que 2 < 5. Ademads, 4 = 4 porque 4 = 4.

Para dos ntimeros reales cualesquiera a y b, s6lo una de las tres expresiones siguientes
es verdadera:

a<b, a=b o a>b (1)

La propiedad dada en (1) se llama ley de tricotomia.

M Terminologia Los simbolos <, >, = y = se llaman simbolos de desigualdad y las
expresiones como a < b 0 b = a se denominan desigualdades. Una desigualdad a < b a
menudo se conoce como desigualdad estricta, en tanto que una desigualdad como b = a se
designa desigualdad no estricta. La desigualdad a > 0 significa que el nimero a estd a la
derecha del niimero O en la recta numérica y, en consecuencia, a es positivo. Indicamos que
un ndmero a es negativo por medio de la desigualdad a < 0. Como la desigualdad a = 0
significa que a es mayor que 0 (positivo) o igual a O (que no es positivo ni negativo), decimos
que a es no negativo. De manera semejante, si a = 0, decimos que a es no positivo.
Las desigualdades también tienen la propiedad transitiva siguiente.

Teorema 2.2.1 Propiedad transitiva

Sia<byb < c,entonces a < c.

Por ejemplo, si x < 12y 12 < y, concluimos de la propiedad transitiva que x < y. El
teorema 2.2.1 puede visualizarse facilmente en la recta numérica si a se coloca en cualquier
punto en la recta, b a la derecha de a y el nimero c a la derecha de b.

M Valor absoluto También podemos utilizar la recta de los nimeros reales para presentar
la distancia. Como se muestra en la FIGURA 2.2.4, 1a distancia del punto 3 al origen es de 3
unidades, y la distancia del punto —3 al origen es de 3, 0 —(—3), unidades. De nuestra expli-
cacion sobre la recta de los niimeros reales resulta que, en general, la distancia de cualquier
nimero al origen es el “valor sin signo” de ese niimero.

De forma mds precisa, como se muestra en la FIGURA 2.2.5, para cualquier niimero real
positivo x, la distancia del punto x al origen es x, pero para cualquier nimero negativo y, la
distancia del punto y al origen es —y. Por supuesto, para x = 0 la distancia al origen es 0. El
concepto de distancia de un punto en la recta numérica al origen se describe mediante la
nocidn del valor absoluto de un nimero real.

Definicion 2.2.2 Valor absoluto

Para cualquier niimero real g, el valor absoluto de a, denotado por|a |, es

4=0
la| = {“’ na=- (2)
—a, sia < 0.

2.2 Larectade los nameros reales

FIGURA 2.2.4 Distancia en la recta
de los nimeros reales

<
k]

[
[
=0~

FIGURA 2.2.5 La distanciade O a x
es x; la distanciade Oayes —y
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Advertencia

>

(]S [MepY Valores absolutos

Como 3 y V2 son niimeros positivos,

3]=3 y |V2]=V2

Pero como —3y —V/2 son nimeros negativos, es decir, =3 <0y V2 < 0, deducimos
de (2) que

[SBl==H=3 vy |SV2=-VD=V2

Valores absolutos
a) [2—=2|=]0|=0 <« de2.0=0
b) 2—-6|=|—4|=—(—4)=4 < de(2),-4<0
o) [2]=]-5|=2-[-(-5]=2-5=-3 «de(2).-5<0

A]S\Y[JNeX'W Valor absoluto

Halle| V2 — 3.

Solucién  Para hallar | V2 — 3 | primero debemos determinar si V2 — 3 es positivo o
negativo. Como V2 = 1.4, vemos que V2 — 3 es un nimero negativo. Por tanto,

|\@ -3 | = —(\/i —-3)= -V2+3 Aqui se usa la ley distributiva
=3-V2. =
Es un error comun pensar que —y representa un nimero negativo porque la literal y va
precedida de un signo menos. Hemos de destacar que si y representa un nimero negativo,

entonces el negativo de y, es decir, —y es un nimero positivo. Por tanto, si y es negativo,
entonces |y| = —y.

[ A]3\[JXeXY Valor de una expresion de valor absoluto
Halle|x — 6|sia) x> 6,b)x = 6yc) x <6.

Solucion

a) Six > 6, entonces x — 6 es positivo. Luego, de la definicién de valor absoluto en (2)
concluimos que |x — 6| = x — 6.

b) Six = 6, entonces x — 6 = 0; luego, |x — 6|=|0|= 0.

¢) Six < 6, entonces x — 6 es negativo y tenemos que|x — 6|= —(x — 6) =6 — x. =

Para cualquier nimero real x y su negativo, —x, la distancia al origen es la misma. Es
decir, | x| = | —x|. Esta es una de las propiedades especiales del valor absoluto, las cuales
describimos en el teorema siguiente.

Teorema2.2.2  Propiedades del valor absoluto

Sean x y y nimeros reales. Entonces

i |x]=0 ii) |x| = 0siysélosix =0
iii) [x[=[—x]| w) |xy|=|x[|y]

x
V) g =:,cony¢0 vi) |[x +y|=|x]|+]|y|

y
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Definir estas propiedades con palabras es una forma de comprenderlas cabalmente. Por
ejemplo, la propiedad i) dice que el valor absoluto de una cantidad es siempre no negativa.
La propiedad iv) dice que el valor absoluto de un producto es igual al producto de los valores
absolutos de los dos factores. El inciso vi) del teorema 2.2.2 es una propiedad importante del
valor absoluto llamada desigualdad triangular.

M Distancia entre puntos El concepto de valor absoluto no sélo describe la distancia de un
punto al origen; también es util para hallar la distancia que hay entre dos puntos en la recta
numérica. Puesto que deseamos describir la distancia como una cantidad positiva, restamos
una coordenada de la otra y luego obtenemos el valor absoluto de la diferencia (FIGURA
2.2.6).

Definicion 2.2.3 Distancia en la recta de los niimeros reales

Si a y b son dos puntos en la recta de los nimeros reales, la distancia de a a b estd dada
por

d(a,b) =|b — al. (3)

]\ [IMeX:} Distancias

a) Ladistanciade —5a2es

d(=5,2) =2 -(-5)|=]7|="1.
b) Ladistanciade 3 aV2es

d(3,V?2) = |\f2 -3|=3- V2. «véase el ejemplo 4

Vemos que la distancia de a a b es la misma que la distancia de b a a, pues por la pro-
piedad iii) del teorema 2.2.2,

b — arepresenta la parte de x
en iii) del teorema 2.2.2

da,b)=|b—a|=|~(b—a)|=|a—b|=db, a).
Asf, d(a, b) = d(b, a)

M Coordenada del punto medio La definicion 2.2.3 sirve para hallar una expresién para el
punto medio de un segmento de recta. El punto medio m de un segmento de recta que une a
ay b es el promedio de los dos extremos:

a+b
5

(4)

m =

Véase la FIGURA 2.2.7.

N]\Y[Xe}yA Punto medio

Con base en la férmula (4), el punto medio del segmento de recta que une los puntos 5 y
—2es

5+(-2) 3
2 2

Véase la FIGURA 2.2.8. =

2.2 Larectade los nameros reales

d(a, b)=1b - al
[ —
a b

FIGURA 2.2.6 Distancia en la recta

de los nimeros reales

d(a, m) = d(m, b)

T

m

IS AN

S0~

FIGURA 2.2.7 La distancia de a am

es igual a la distanciade m a b

d-2,3) =

A

=d(3.5)

p
NIWe <

-2

FIGURA 2.2.8 Punto medio del
ejemplo 7

Do~
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[ A]3\[JXe¥:Q Dado el punto medio

I 1 El segmento de recta que une a a y b tiene punto medio m = 4. Si la distanciade a a b es
— v — de 7, halle a y b.
< " V: 4 1,7 Solucién  Como observamos en la FIGURA 2.2.9, como m es el punto medio,
7
FIGURA 2.2.9 Las distancias son I'= d(a, m) = d(m, b).

iguales en el ejemplo 8 7 7_1 7_15
Por tanto, 2/ = 70/ = 5. Ahoratenemos que a =4 —5=35yb =4+ 5= 3.

ﬁ Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-5.

En los problemas 1 y 2, trace una recta numérica y sittie los 20. 0.333, %
423

puntos dados en ella. 21. 1226

2. V2, 1414

1 0—11—12—2i25
. ’ 29’ s~ 737'

2.0,1,—1,V2, =3, —V2 +1

En los problemas 23 a 44, halle el valor absoluto.

23. |7]
En los problemas 3 a 10, escriba la expresion como una des- 24. |—7|
igualdad 2. 22|
3. xes positivo 22
4. y es negativo 26. ‘7
5. x + y es no negativo 97 ’ —22
6. a es menor que —3 7
1. b es mayor o igual a 100 2. | V5]
8. ¢ — 1 es menor o igual que 5 29. | _\G|
9. |t — 1]es menor que 50 30. [0.13]
10. |s + 4|es mayor o igual que 7 3. |7 — 4|
32.[2-6
En los problemas 11 a 16, compare las parejas de niimeros 3. |6 — 2]
mediante la relacién de orden “menor que”. '
s 3. 12 ~| 6|
) 9’0 3B | —6]—|—2]
12. —
5 1’33 36. |V5 - 3]
14' T 37. |3 — V5|
15’ 1;’ 14” 38. |8 — V7|
. T, 3.
3. |[V7 -8
16. 1.732,V3 V7 - 8]
4. |—(V7 —8)]
En los problemas 17 a 22, compare las parejas de nimeros M. |V5-23]
mediante la relacién de orden “mayor o igual que”. -
42. ’* - 1.57‘
17. =2, -7 2
18. —1, —0.143 43. [6.28 — 27|
19. 25,3 M. V7 — 4123
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En los problemas 45 a 56, escriba la expresion sin utilizar los
simbolos del valor absoluto.
45. | h|, si hes negativo

46. | —h|, si h es negativo
4. |x — 2] six <2

48. |[x —2|six=2

49. |x — 2| six>2

50. |5 — x| six<5

51. |5 — x| six=5

52. |5 — x| six>5

83. [x —y|—|y— x|

54. lx — y| conx #y
ly — x|
|4

5. —,conh <0
h

Z
56. |7 conz>0
-z

En los problemas 57 a 64, halle @) la distancia entre los pun-
tos dados y b) la coordenada del punto medio del segmento
de recta que une los puntos dados.

57. 7,3

58. 2,5

59. 0.6,0.8

60. —100, 255

61. —5, —8

62. 6, —4.5

63. 3, —

Bl—
EES I S0

64. —

’

En los problemas 65 a 72, m es el punto medio del segmento
de recta que une a a (el punto final a la izquierda) y b (el pun-
to final de la derecha). Utilice las condiciones dadas para ha-
llar los valores indicados.

65. m=5,dla,m)=3;a,b

66. m = —1,d(m,b) =2;a,b

67. m=2,d(a,b)="7;a,b

68. m=V2,da,b)=1;ab

69. a =4,dla,m)=m;b,m

70. a = 10,d(b, m) = 5;b, m

N b=-3,dab)=V2;a,m

2. b= —%, d(a, b) = %; a,m

En los problemas 73 a 80, determine cudl proposicion de la
ley de la tricotomia (a < b, a = b 0 a > b) se cumple para las
siguientes parejas de nimeros a, b.

73. (10)(10), 100

. V3-3,0

75. ,3.14

7. | —15),15
7. 4,063
78. 2,02

79. V2, 1.4
80. —\V2,—14

= Aplicaciones diversas

81. ;A qué distancia? Greg, Tricia, Ethan y Natalie viven
en la calle Real. Tricia vive a una milla de donde vive
Greg, y Ethan vive a una milla y media de donde vive
Tricia. Natalie vive a medio camino entre Ethan y Tricia.
(A qué distancia vive Natalie de Greg? [Pista: hay dos
soluciones].

82. Distanciade envio Una compaiiia que poseia una planta
manufacturera cerca de un rio compré dos plantas manu-
factureras adicionales, una a x millas rio arriba y la otra a
y millas rio abajo. Ahora la compaiiia desea construir
una planta procesadora ubicada de manera que la distancia
total para el embarque desde la planta procesadora hasta
las tres plantas manufactureras sea minima. Use la des-
igualdad triangular para demostrar que la planta procesa-
dora debe construirse en el mismo sitio de la primera planta
manufacturera. [Pista: piense que las plantas estdn situa-
das en 0, x y —y en la recta numérica; FIGURA 2.2.10].
Mediante valores absolutos, halle una expresién para la
distancia total de envio si la planta procesadora se coloca
en el punto d.

planta
original
lanta planta lanta
adicional procesadora adicional
-y 0 d X

FIGURA 2.2.10 Plantas del problema 82

= Para la discusion

En los problemas 83 a 90, responda si la proposicién es ver-
dadera o falsa para cualquier nimero real a.

|a-al

83. = lal,a#0
|al

84. |a|>—1

8. —|a|=]a]

86. —a=a

81. a=|al

8. —|a|=a

89. Six<aya<gzentoncesx <<z__

90. a+ 1|<|a|+1____

91. (Para qué valores de x se cumple que x =< |x|?
92. ;Para qué valores de x se cumple que x = | x|?
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93.

94.

95.

64

Use la definicién 2.2.2 para probar que | xy| = | x|| y | para
cualesquiera nimeros reales x y y.

Use la definicién 2.2.2 para demostrar que | x/y | = |x|/|y]
para cualquier nimero real x y cualquier niimero real y que
no sea cero.

(En qué condiciones se mantiene la igualdad en la des-

igualdad triangular? En otras palabras, ;cudndo se cumple
que|a + b|=la|+|b|?

96.

97.

98.

Use la desigualdad triangular para demostrar que |a — b |
=la[+[b]

Use la desigualdad triangular para demostrar que |a — b|
=|al|—|b| [Pista: a = (a — b) + b].

Demuestre la férmula del punto medio (4).

I2.3 Exponentes enteros

H Introduccion

Creemos que es mejor escribir una suma repetida x + x + x + x de forma

4x. Asimismo, podemos escribir el producto repetido x - x - x de manera més eficiente con
exponentes. En esta seccion repasaremos las leyes de los exponentes enteros.
Comenzamos con la definicién de “x a la n potencia”.

Definicion 2.3.1

Potencia entera positiva de x

Para cualquier nimero real x y cualquier entero positivo n, el simbolo x" representa el
producto de n factores de x. Es decir,

n factores de x

n —

X" =x-x-.-x. (1)

Por ejemplo, x - x - x = x°. En el caso en que n = 1, tenemos que x

1:)6.

En la expresién x", n se llama exponente o potencia de x, y x se denomina base.

Uso de la formula (1)

a) 52=5-5=25 <« por (1) de la definicién 2.3.1 conx = 5

b) y3 =YYy <« por(l)deladefinicién 2.3.1 con x reemplazada por y

c) (2)6)3 =2x-2x-2x=8xX <« por (1) de la definicién 2.3.1 con x sustituida por 2x
d) (—3)4 =(=3)-(—=3)-(—3)-(—3) =81 <« por(1)deladefinicién 2.3.1 con x = —3.

La proposicién exponencial del inciso a) del ejemplo 1 se lee 5 al cuadrado”, en tanto
que en el inciso b) decimos ““y al cubo”.
Las potencias negativas de x se definen a continuacién.

Definicion 2.3.2 Potencias enteras negativas de x

Para cualquier niimero real x que no sea cero y cualquier entero positivo n, el simbolo x™ "
representa el reciproco del producto de n factores de x. Es decir,

x "= i
b
xn

conx # 0. (2)
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(]S [JXe )l Uso de la formula (2)

a) 273 = % = m = % <« por (2)conx =2

b (‘1 )4 = ! “— 2) =
or ,conx
) 10 ( 110)4 ’ N

1
= o = = loooo.

10 000

Finalmente, para cualquier base x diferente de cero, definimos
=1 (3)
Entonces,
=1y (V2+V3°'=1.

Véase en el problema 93 de los ejercicios 2.3 la 16gica de la definicion especial (3). Note que
0° es indefinido.

M Leyes de los exponentes Se han establecido varias reglas para combinar potencias,
llamadas leyes de los exponentes. Como ejemplo, consideremos el producto 3% - 3%, Al
contar los factores observamos que

2 factores 4 factores 6 factores
T
?.3%= (3-3)(3-3-3-3)=3-3-3-3-3-3 = 3°,
es decir 32.3% = 3274,

En general, si x es cualquier nimero y m y n son enteros positivos, entonces

m factores  n factores m+ n factores

XX =X X XX XX = XeXeeex =X

Cuando tanto m como n son negativos, los factores se cuentan de la misma forma, aunque
estén en el denominador de la fraccién resultante. Sim = 0 y n es negativo, tenemos que n =
—q, donde g > 0. Entonces,

m factores
m

e
o " X" xex.ex

X"t =Xl = — = .
x4 XXX

g factores

Después de que todos los factores posibles han sido cancelados, bien quedan en el numerador
m — q factores o ¢ — m factores en el denominador. En el primer caso,

K= X = T =

y en el segundo caso,

1
XXt = x"xT1 = =x @M = xymd =y

m+n
xq—m :

Por un argumento similar puede comprobarse que X"x" = x"*" si m es negativo y n = 0.

2.3 Exponentes enteros

<

Advertencia
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Esta y varias otras férmulas relacionadas con los exponentes se presentan a continua-
cion.

Teorema 2.3.1 Leyes de los exponentes enteros

Sean x y y nimeros reales enteros y m y n enteros. Entonces,

i) xmxn o xm+n l'l') (xm)n — xmn l'l'l‘) (xy)l’l — xnyn
. \” " K" B
iv) (y) =— V) — =x""

y X

siempre que cada expresion representa un nimero real.

Al formular estas leyes, cada vez que x o y se dan en el denominador o con un exponente
negativo, x o y deben ser diferentes de cero. Ademads, iii) del teorema 2.3.1 se extiende a mas
de dos variables; por ejemplo,

n_n. n

(xyzw)" = X"y"Z"w

En los ejemplos siguientes ilustramos cada una de las leyes de los exponentes.

A3\ IJXeR Uso de las leyes de los exponentes

a) dat =a =4 <« por i) del teorema 2.3.1
1
-2 _ -2) — 5,—6 —_ .. P
b) (ba) =P =p"= B <« por ii) del teorema 2.3.1 con x sustituida por b

c) (3)6)4 = 3%t =8Iyt o~ por iii) del teorema 2.3.1 con x sustituida por 3 y y por x

4—5

yyypor4

1
Y\ oy Yy 4 1024
d |~ == T = ; = 5 <« por iv) del teorema 2.3.1 con x sustituida por
E

e) — = a T =g2= — < por v) del teorema 2.3.1 con x sustituida por a
a

Las leyes de los exponentes son utiles para simplificar expresiones algebraicas, como
veremos en el ejemplo 4.

[ H]\|JXe¥'q Uso de las leyes de los exponentes

_6)C 2\3
Simplifique %
Py

Solucién  Por las leyes de los exponentes tenemos que

(=6x")° _ (=6)F'(")°

<« por iii) del teorema 2.3.1

x2y5 x2y5
3.6
216x°y o
= ———F%% <por i)y ii) del teorema 2.3.1
Xy
= _216x3—2y6—5 <« por v) del teorema 2.3.1
= —216xy. =
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B Notacion cientifica Los exponentes enteros con frecuencia se utilizan para escribir
nimeros muy grandes o muy pequefios de una forma practica. Cualquier nimero real positivo
puede escribirse en la forma

a %X 10",

donde 1 = a < 10 y n es un entero. Decimos que un nimero escrito asi estd en notacion
cientifica. Por ejemplo,

1000000 =1 X 10°=10% y 0.0000000537 = 5.37 X 108

La notacién cientifica es mds util en quimica y fisica, donde suelen presentarse nimeros
como

92900 000 = 9.29 X 107 'y 0.000000000251 = 2.51 X 10~1°

Estos nimeros son la distancia media de la Tierra al Sol expresada en millas y la vida media
de una particula lambda en segundos, respectivamente. Sin duda es mds facil escribir y recor-
dar nimeros como €stos cuando se dan en notacién cientifica. Ademads, las expresiones con
nimeros escritos en notacion cientifica se simplifican mas facilmente. Esto se ilustra en el
ejemplo 5.

]S\ [MeYH Uso de la notacion cientifica

Halle el valor de

(4 000)*(1 000 000)
(20 000 000)°

Solucion  Escribimos los nimeros en notacién cientifica y luego utilizamos las leyes de
los exponentes para simplificar la expresion:

(4000)*(1000000) (4 X 10%3(1 X 10°
(20 000 000)° (2 X 107)
_(4’(10%)°10°
- 25(107)5
~64(10%)(10%
O 32(10%)
=2 X 10”2 = 0.00000000000000000002.

Casi todas las calculadoras convierten automdticamente un niimero en notacion cientifica
cuando es muy grande o muy pequeflo para expresarlo en forma decimal. Por ejemplo, el
nidmero 1.234 X 10" requiere 16 digitos para su forma decimal, pero como pocas calcula-
doras expresan mas de 10 digitos, no se muestran el signo de multiplicacién y la base 10.
Entonces, el nimero 1.234 X 10" aparece como . En muchas calculadoras es
posible utilizar la notacién cientifica cuando se ingresa un niimero. Consulte el manual de su
dispositivo para mayores detalles.

M Digitos significativos La mayoria de las aplicaciones de las matemadticas en la vida real
incluyen medidas sujetas a error y, en consecuencia, se consideran aproximaciones. Podemos
describir la exactitud de una aproximacion estableciendo cuantos digitos significativos
tiene.

Supongamos que el resultado de una medida se expresa en notacién cientifica

x=a X 10", dondel = a < 10,
y se sabe que los digitos en a son exactos (excepto quizas el dltimo digito, el cual puede ser

aproximado si el nimero se redonded). Si a contiene k lugares decimales (es decir, k digitos

2.3 Exponentes enteros
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a la derecha del punto decimal), entonces se dice que x tiene k + 1 digitos significativos.
Segiin esta convencién, 2.0285 X 10% tiene cinco digitos significativos y 9.30 X 10~ tiene
tres digitos significativos.

]S\ [JNeXH Distancia de un afio luz

Un afio luz es la distancia recorrida por la luz en un afio de la Tierra (365.25 dias). La
velocidad de la luz es 3.00 X 10° kilémetros por segundo (exacto para tres digitos signi-
ficativos). Halle la distancia de un afio luz en kilémetros y en millas.

Solucion Para determinar la distancia de un afio luz en kilémetros multiplicamos la
velocidad de la luz en kilémetros por segundo por el nimero de segundos en un afio de
la Tierra. Primero hacemos la conversién de un afio de la Tierra en segundos:

h inut d
1 afio de la Tierra ~ 365.25 dfas X 24— x g0 iios Seeuncos
dia hora minuto

Entonces, la distancia de un afio luz en kilémetros esta dada por
3.00 X 10° X 365.25 X 24 X 60 X 60 =9.47 X 10'? km
Ahora bien, 1 km = 6.21 X 10~ mi y, por tanto, la distancia de un afio luz en millas es

3.00 X 10° X 6.21 X 107" X 365.25 X 24 X 60 X 60 = 5.88 X 10" mi. =

Notas del aula

Debe habituarse a dedicar un poco més de tiempo a leer expresiones matemadticas que
contengan potencias de x. Por ejemplo, la distincién entre las cantidades 5x° y (5x)° a
menudo se pasa por alto en las prisas por terminar una tarea o examen. Los paréntesis
indican que el exponente 3 se aplica a 5x, no s6lo a x. En otras palabras,

5%=5-x-x-x

mientras que (5x3) = 5x - 5x - 5x = 125x°.
Asimismo, -3*= —(3-3-3-3)= 81
mientras que (—3)* = (=3)(—3)(—3)(—3) = 8l.

Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-5.

Supongamos que en los problemas 1 a 86 todas las variables En los problemas 5 a 8, escriba la expresion con exponentes
son diferentes de cero. negativos.
En los problemas 1 a 4, escriba la expresion con exponentes 5 1
positivos. P
1 x
1. 3.3.8 6. %
2.3-3-3 . 1
3 2y-2y-2y-2y X
11 <1)2
4. - 8 {7
z z Z
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En los problemas 9 a 14, resuelva los nimeros indicados.
9. a) 3*
b) 37*
¢ —3*
10. a) (%)3
b (=37
o ()7
M. a) (—7)
b =77
o —(7?
12. a) (-3
by (=37
2
o —(=5P
13. a) (5)°
b) (=5
) —5°
1. a) (17!
by ()
¢ —(—=n!
En los problemas 15 a 20, evalte la expresion.
15. 271 — 2!
2*2
16. F
Z*I _ 3*1

P
271 + 37!

18.

19. -

En los problemas 21 a 26, encuentre el valor de la expresion
sia=2,b=—-3yc=—1.

21. —2ab + ¢

2. ab* - ¢

23. ab® + bc? + ca®

4. a b !

2. ab'+ ca!

6. a'+b '+ !

En los problemas 27 a 50, simplifique y elimine cualquier
exponente negativo.

27. x%7?

28. 2'0212

29. (7xM(—3x%)

30. (=52%")3xy )

3. —

2. —

33.

35y%%°

—21y~ ¥’

35. (5x)°

36. (—4x)°

37. (5%)°

38 (xH7?

39. (4x%y 1)}

40. (3x*yhH?

M. 2t

(%)’
(xy)?

(7a2b3)2
a’v’

(—4xy?)’
x7y—3

45. (=3xy")(cy)"!

a4b—5 -1
. ( ¢ )
37,3\ 2
47. (“’)
b*2

88, (—xAyHedy )2
VT
(022!
(3abc)?
(2a"'b7%¢)?

34.

42,

44.

50.

En los problemas 51 a 56, determine si el nimero dado es
positivo o negativo.

51. (—4)7327%
5. (—D7'(=D%-1)
53. [107°(—10)°(—10) ]

5. [(—1)7*7°
55. [—10 — 10]710F10
56. [ 2 3 4] 1

En los problemas 57 a 62, escriba una férmula para la canti-
dad dada usando exponentes.

57. El 4rea A de un cuadrado es el cuadrado de la longitud s
de un lado.

58. El volumen V de un cubo es el cubo de la longitud s de un
lado.
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59. El area A de un circulo es 7 veces el cuadrado del radio r.

60. El volumen V de una esfera es % 7 veces el cubo del ra-

dio r.

61. EI volumen V de un cilindro circular recto es 7 por el

cuadrado del radio r por la altura h.

62. El drea A de un tridngulo equildtero es \V/3/4 veces el cua-

drado de la longitud s de un lado.

En los problemas 63 a 66, escriba los numeros dados en nota-

cion cientifica.
63. a) 1050000
b) 0.0000105
64. a) 341 000 000
b) 0.00341
65. a) 1200 000 000
b) 0.000000000120
66. a) 825600
b) 0.0008256

En los problemas 67 a 70, escriba los nimeros dados en
forma decimal.

67. a) 3.25 X 10’
b) 3251077
68. a) 4.02 X 10"
by 4.02x1074
69. @) 9.87 x 107"
b) 9.87 x10"?
70. a) 1.423 X 10°

b) 1423 x10°*

En los problemas 71 a 76, use calculadora para realizar la

operacion. Escriba la respuesta en notacion cientifica usando

cinco digitos significativos.

7. (0.90324)(0.0005432)
0.2315
(5 480)°
0.143
15 000

4033
0.00000021

75. (2.75 X 10°)(3.0 X 10'%)

8.25 X 10712
3.01 X 10?

72.

13.

14.

76.

En los problemas 77 a 80, halle el valor de la expresion dada

sin ayuda de calculadora. Escriba la respuesta a) en forma
decimal y b) en notacion cientifica.

77. (3 000)%(200 000)*(0.0000000001)
78. [(1 000 000)~'(0.00001)]"!

(80 000)2

(2 000 000)(0.0001)*

(21 000)(0.00005)>
3000 000

= Aplicaciones diversas

81.

82.

83.

84.

85.

86.

Poblacién La estimacion de la poblacién de China en
2009 era de 1 335 000 000. Escriba esta cifra en notacion
cientifica.

Poblacién Si la tasa de crecimiento anual promedio de
la poblacion de China es de 1.4%, use la informacién pro-
porcionada en el problema 81 para calcular la poblacién
de China @) en 2010 y b) en 2020. Escriba sus respuestas
en notacion cientifica.

PIB El producto interno bruto (PIB) es una medida basica
de la produccién econémica total de un pais. En octubre
de 2009 se pronosticé que el pIB de Estados Unidos ascen-
deria a 14.261 billones de ddlares. Escriba este niimero a)
en forma decimal y b) en notacidn cientifica.

Lo que vendra Las computadoras futuras podrian ser
foténicas (es decir, que operan mediante sefales de luz)
mds que electrénicas. La velocidad de la luz (3 X 10
cm/s) serd un factor limitante para el tamano y la velocidad
de tales computadoras. Suponga que una sefal debe ir de
un elemento de una computadora foténica a otro en un
nanosegundo (I X 107° s); ¢cudl es la distancia maxima
posible entre estas dos computadoras? [Pista: jcudnto viaja
la Iuz en un nanosegundo?]. Dé€ su repuesta a) en centime-
tros y b) en pulgadas (1 pulgada = 2.5 cm).

Distancia galactica Ladistanciade la galaxia Andromeda
(Messier 31), localizada en la direccién de la constelacion
Andromeda, esta a 2 500 000 afios luz de la Via Lactea,
nuestra galaxia. Como vimos en el ejemplo 6, un afio luz
es una medida de distancia. Si un afio luz equivale (aproxi-
madamente) a 6 millones de millones de millas, escriba la
distancia aproximada (en millas) a la galaxia Andrémeda
en notacion cientifica.

Galaxia Andromeda

Velocidad promedio El Pioneer 10, una sonda del espa-
cio profundo, tardé 21 meses en viajar de Marte a Jupiter.
Si la distancia de Marte a Jdpiter es de 998 millones de
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kilémetros, calcule la velocidad promedio del Pioneer 10

90.

x~ " =0, para todos los nimeros reales x

en kilémetros por hora (suponga que hay 30.4 dias en un 9. (x+y)> =2+
mes)- 92. () l=x"" parax # 0
93

= Para el analisis

En los problemas 87 a 92, responda verdadero o falso
87. 0°=0

-1
88. <—1> =x,conx #0
X

89. Si n es par, x" = 0 para todos los nimeros reales x.

. Por v) de la ley de los exponentes, si x # 0, entonces, ;a
qué es igual x"/x"*? Sin embargo, ;a qué es igual cualquier
nimero diferente de cero dividido por si mismo? Use la
respuesta a estas dos preguntas para explicar el fundamento
en que se basa la definicién x° = 1, para cualquier base x
diferente de cero.

2.4 Radicales

M Introduccion Muchos problemas en las ciencias, los negocios o la ingenieria conducen
a planteamientos como s> = 25 o x’ = 64. Los niimeros que satisfacen estas ecuaciones
exponenciales se denominan raices. En particular, un ndmero s que satisface la ecuacién
s* = 25 se llama la raiz cuadrada de 25, y un nimero x que satisface x> = 64 es una raiz
cubica de 64.

Hay dos nimeros reales que son raices cuadradas del nimero 25 porque

(=5°=25 'y 5*=25

Por convencidn, el simbolo V' representa la raiz cuadrada principal, que es un nimero real
no negativo. Asi, \/25 = 5.

En esta seccion repasaremos la definicién y las propiedades de las raices n-ésimas
principales de un nimero real x, donde n es un entero positivo.

Definicion 2.4.1 Raiz n-ésima principal

Supdngase que x es un nimero real y n = 2 es un entero positivo.

. . s 2 e . . n ., ..
i) Si x > 0, entonces la raiz n-ésima principal Vx es el nimero r positivo tal que
x=r"
.o . . . , Py . . n
i) Six < 0y nes un entero positivo impar, entonces la raiz n-ésima principal Vx es
un nimero r negativo tal que x = r".
. .. n L,
iii) Six < 0y n es un entero positivo par, entonces Vx no es un nimero real.
. . n
iv) Six = 0, entonces Vx = 0.

Para resumir i), i) y iv) de la definicién 2.4.1, la expresion

n . .
Vx=r significa x=r"

2.4 Radicales
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Vuelva a leer las primeras
oraciones
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M Terminologia La expresién V/x que representa la raiz n-ésima principal de x se llama
radical, el entero n es el indice del radical y el nimero real x se llama radicando. Si el indice
n es 2, normalmente se omite del radical; es decir, /25 se escribe \/25. Cuando n = 2,
decimos que Vx es la raiz cuadrada de x y cuando n = 3, decimos que V/x es la raiz ciibica
de x. Si el indice n es un entero positivo impar, se puede demostrar que para cualquier valor
de x hay exactamente una raiz n-ésima real de x. Por ejemplo,

Vi25=5 y  V-32=-2

Si el indice n es un entero positivo par'y x es positivo, entonces hay dos raices reales n-ésimas
. . n . ‘. .y . .
de x. Sin embargo, el simbolo V/x se reserva para la raiz n-ésima positiva (principal); deno-
, . . . . n . .
tamos la rafz n-ésima negativa mediante —V/x. Asi, por ejemplo:

V4 =2 y  —Vd=-2
1 _1 g1
81 3 y 81 3

Si n es par y x es negativo, no hay raiz n-ésima real de x.*

Raices
Halle @) V100 b) V=64 ¢) Vi

Solucién Habra una sola respuesta en cada caso, puesto que estamos calculando la raiz
cuadrada principal, la raiz cibica principal y la raiz cuarta principal.

a) V100 = 10, pues 10> = 100 < por i) de la definicion 2.4.1
b) V=64 = —4, pues (—4) = —64 < por ii) de la definicion 2.4.1

16 2 2\* 16
c) ¢ ST = g, pues 5 = 8T < por i) de la definici6én 2.4.1

M Leyes de los radicales Las propiedades siguientes se emplean frecuentemente para
simplificar expresiones que contengan radicales.

Teorema 2.4.1 Leyes de los radicales

Sean m y n enteros positivos, y x y y nimeros reales. Entonces,

b (VR = x iy N/ = {x, sin es impar

|x| sinespar

iy V= Vs iv)\"/§=\,,/\[§

V)W\n/);:%

siempre que los radicales representen nimeros reales.

DEMOSTRACION PARCIAL

Las leyes de los radicales iii) a v) pueden comprobarse con las leyes de los exponentes estu-
diadas en la seccién 2.3. Por ejemplo, para comprobar iii) sea

Vx = a y Vy=b (1)

* Una raiz par de un nimero negativo, por ejemplo V —35, recibe el nombre de niimero complejo. Los nimeros
complejos se explican en la seccién 3.4.
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Entonces, por definicién
x=d" y y=1D"
Por consiguiente, xy = a"b" = (ab)",
que puede escribirse en forma de radical como
Vxy = ab. (2)
Combinando (1) y (2), obtenemos \%Ty =ab =Vx \n/y =
Cada una de las leyes anteriores se ilustra en el ejemplo siguiente. Quiza la propiedad

mads conocida de los radicales, la raiz cuadrada de un producto es el producto de las raices
cuadradas:

Viy = Vi Vs ]

parax =0,y = 0, es s6lo un caso especial de iii) del teorema 2.4.1 cuando n = 2. Por ejem-

plo, V40 = V410 = V4V10 = 2V10.

[A]V[JWeFR Simplificacion mediante las leyes de los radicales

Simplifique cada una de las expresiones siguientes:

2
a) Y/ b)W/% o) V21y'  d) V81aKE o) (Vi)

Solucién  En cada caso, usamos una o més leyes de los radicales.

21,
a) VAaY 2 =Vx 2l =y por i) del teorema 2.4.1

2 VZE o
b) — = = — <«porii)yiv)del teorema 2.4.1
25 W25 s

) m _ WW _ WW _ 3y2 <« por ii) y iii) del teorema 2.4.1

d) 81356 = \3/(27 B3 = Y/ (3abc?)?3p? < factorizando el radicando
_ W V3?2 = 3abc? \/3p2 < porii)y iii) del teorema 2.4.1

e) (VrVs) = (Vrs) =rs < pori)yii)del teorema 2.4.1

[A]3[{Me]Y Uso de las leyes de los radicales

Simplifique cada una de las expresiones siguientes:

4 107,16
/324
@) V2iyViax? b :
2a

Solucién  En ambos incisos, dé una razén en la linea de color sobre el signo de igualdad
coloreado correspondiente

! 1
a) V222yViaxg = \/8)c3ygz3 = V(2xy2)* = 2xyz
2 2
A /32 104,16
D N6 = N 2atbh — 247 =

42a

Como acabamos de ver en el ejemplo 2, las leyes de los radicales del teorema 2.4.1 nos
permiten simplificar los productos y cocientes de los radicales que tienen el mismo indice.
Con frecuencia podemos simplificar sumas y diferencias de radicales que tienen el mismo
indice mediante el uso de las leyes distributivas, como se muestra en el ejemplo que sigue.

2.4 Radicales

73



74

(R JHeX'Y Simplificacion

Simplifique cada una de las expresiones siguientes:
a) V10 = Va0x* + v 90x*y® b) V8x' + V xy

Solucion  Nuevamente usamos las leyes de los radicales proporcionadas en el teorema
24.1.

@) V10 - Va0e + Vo0rys = V0 - 22V10 + 3310 < s
=V10(1 = 22 + 3%
b) V/8xt + \3/x47y3 = 2Vx + xy% < xV/x es un factor comiin
= xWx(2 +y)

M Racionalizacion Cuando quitamos los radicales del numerador o del denominador de
una fraccién, decimos que estamos racionalizando. En dlgebra normalmente racionalizamos
el denominador, pero en célculo a veces es importante racionalizar el numerador. El proce-
dimiento de racionalizacién implica la multiplicacién de la fraccién por 1 escrito en forma
especial. Por ejemplo,

esta fraccion es igual a 1

(A]\[Ne}H Racionalizacion del denominador

Racionalice el denominador de cada una de las expresiones siguientes:

3 1
a) i b) —=
V2 V2
Solucién
1
——
a) ﬁ = —3 \/2 = 32 = ﬁ <« usamos (3) en el numerador
V2 V2 V2 (V2?2 -
b) Como V2 - (\3f2)2 =V2-V2-V2=2, multiplicamos el numerador y el denomi-
nador por (%)2:
1 (V2 (v (Ve
ViT Vi (V)T (V) 2
V2-V2 V22 VA4 _
2 2 2 -

H Uso de un factor conjugado  Si una fraccién contiene una expresiéon como Vax + Vy,
usamos el hecho de que el producto de Vx +Vy y su conjugado Vx + Vy no contiene
radicales:

(Va+ Vo) (Va = Vi) = Ve (Vi = Vi) + Vy (Vi = V)
= VaVax = VaVy + Viva = ViVy
= (V) = Vay + Vay = (Vo)

=X — Yy
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Los conjugados de las expresiones x + \/y, Vi + V, X — \/, Vix — v, son, respectivamente,
x—Vy, Vx—y,x+Vy y Vx + y. Debe comprobar que el producto de cada una de estas
expresiones y su conjugado no contenga radicales.

(H]\Y[MeX: Racionalizacion de un denominador

Racionalice el denominador de la expresion.

1
Vx +3

Solucién  El conjugado del denominador es Vx — 3. Para eliminar el radical del deno-
minador, multiplicamos la expresion por

Vx—3
Vx—3
—_
1 1 Vx—-3 Vx-3

Asi, = . = '
Vi+3 Vx+3 Vx-3 x—3

H]3Y e}y M Racionalizacion de un numerador

Elimine los radicales en el numerador de
Vx + h — Vx
—h .

Solucién  Como el conjugado del numerador es Vx + & + Vx, procedemos asf:

1

T
Vith- Vi Vath+Vi @tk —x
h Vi+h+ Vx  h(Va+h+ Vi)
K < anular las h
CH(Vx + h+ V)
1
CVat h+ Vi =

La racionalizacion del numerador que se ilustra en el ejemplo 7, ocurre con frecuencia
en calculo.

([ [JNe XY Gravedad artificial

En las estaciones espaciales (o naves interplanetarias) se puede crear la gravedad artificial
mediante la rotacion de la estacién como una centrifuga gigantesca, rotacion que producird
una fuerza contra los astronautas a bordo, que no se podra distinguir de la gravedad. La
tasa de rotacién N, medida en rotaciones por segundo, necesaria para producir una acele-
racién de a m/s? en un punto a r metros (m) del centro de rotacién estd dado por

1 Ja

N=——
2N 1

Uno de los primeros disefios de
Si el radio de la estacion es de 150 metros, calcule la tasa de rotacion necesaria para pro-  una estacién espacial con gravedad
ducir el equivalente de la gravedad de la Tierra. artificial
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Solucion La aceleracién debida a la gravedad de la Tierra es de 9.8 m/s2. Por tanto,
identificamos a = 9.8 y r = 150, y obtenemos

_ 1 [5®
27\ 150°
Al usar las teclas y en una calculadora, encontramos que N = 0.04. Por tanto, se

requieren aproximadamente 0.04 rotaciones por segundo (o su equivalente, 2.4 rotaciones
por minuto) para producir el equivalente de la gravedad de la Tierra. =

Notas del aula

En esta nota hablaremos de algunos errores comunes en el uso de los radicales y las leyes

de los radicales.

i)  Esun error comun simplificar \/)? como x. Esto es valido s6lo para x no negativo.
Por ejemplo, si x = —3, vemos que

V(=3)=V9=3#-3.
El resultado correcto estd dado por ii) de las leyes de los radicales:
V(=3)? = |-3| =3.

i) Enelinciso b) del ejemplo 5, serfa incorrecto tratar de racionalizar 1/%/2 multiplicando
el numerador y el denominador por V/2:

1 V2 V2 V2

Vi V2 (VAR 2

ﬁ Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-5.

|

En los problemas 1 a 62, suponga que todas las variables 3.6

son positivas. 1. 4~ 2:

En los problemas 1 a 32, evalde los radicales. " xiylﬁ

1. V=125 "V 162"

2. /1N 13. V0.25¢ V7

3. /100 000 " V82 ViV 2w

4. V6 15. \/4ab* /164

5. v/0.0001 16. V162" 2x3y*

6. V32 17. \/57

1. V—64/27 VI

8. V/—1000/8 18. BV

N o Vb
e NV

10 \/ 10a” po, VAo Vory?
bc* V2
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21. V/A0.0016 En los 'p/roblemas 45 a 48, racionalice el numerador de la
expresion.

23. W 45, 2(x +Z — v

Vi +hnr+1- Va2 +1
2. (- /ryzs)z 56, (x ) - X

Vx+h+1—Vx+1

21. \V/ (—abc)? 4 h

—27x\} 1 1
8. 7y xy? N a E [Pista: primero combine los
- m 48. n términos en el numerador].
30. V—( ) En los problemas 49 a 56, combine los radicales y simplifi-
ue.

—16x? 1
31. = 49. 4Vx + 3Vx — 2V

—8x

(C2n) 5. V2 — V6 + V8
2T s 51. 4V/2 — V16

o ‘ 52. Vxy + 3V — Vi
En los problemas 33 a 44, racionalice el denominador de la

expresion. 53. 3V8x — V18xy* + V32x°

33 1 54. xtyz — \V/ xy'z + \ xyz*
C V27
V3 55 \/E A /a—3
34, —— " Nb b
V2
X X xy
35.
Vaitl o
Va En los problemas 57 a 60, escriba una férmula para la canti-
36. ﬁ dad que se da. Use notacién de radicales.
a
N R 57. La longitud s del lado de un cuadrado es la raiz cuadrada
37, ————— del drea A.
V2 + V5 58. La longitud s del lado de un cubo es la raiz ctbica del
V3 —\V7 volumen V.
38, V3 + V7 59. La longitud c de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo
Vit s es igual a la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de
39, Vx4 Vy las longitudes a y b de los otros dos lados.
Vx = Vy 60. La velocidad v de un satélite en una 6rbita circular alrede-
1 dor de la Tierra es igual a la raiz cuadrada del producto
R/ del radio r de la érbita y la aceleracién debida a la grave-
dad g, en la 6rbita.
2
n -
V4
1 = Aplicaciones diversas
42,
Vxy 61. Satélite terrestre Siun satélite da vueltas alrededor de la
4 Tierra en una 6rbita circular de radio r = 6.70 X 10% m,
3. 3 P halle su velocidad v si v = RVg/r, donde R es el radio de
la Tierra y g es la aceleracion debida a la gravedad en la
" 1 superficie de nuestro planeta. Use los valores R = 6.40 X
" V2x 10°my g = 9.8 m/s’.
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62. Relatividad De acuerdo con la teoria de la relatividad de 64. \Vab = Va\V/b, paraa, b = 0.

Einstein, la masa m de un objeto que se mueve a velocidad

v es dada por

donde my es la masa del objeto en reposo y ¢ es la veloci-
dad de la luz. Halle la masa de un electrén que viaja a
la velocidad de 0.6¢ si su masa en reposo es 9.1 X 107!

kg.

= Para el analisis

my
- —_— . . n . . . ’
11— oy 67. Sin es impar, Vx es definido para cualquier nimero real

65. Va* = a, para cualquier nimero real a.

66. (Va)® = a, para cualquier nimero real a.

X.

. n . . . P
68. Si 7 es par, Vx es definida para cualquier nimero real x.

69. V2 = Vx, para cualquier nimero real x.

70. Va*/b* = |a/b|, para cualesquiera nimeros reales a y
b #0.

En los problemas 63 a 70, responda falso o verdadero.

63. Va+b=Va-+ \/B,paraa,bzo.

Términos minimos significa que m
y n no tienen factores enteros
comunes.
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2.5 Exponentes racionales

M Introduccion El concepto de la raiz n-ésima de un ndmero nos permite ampliar la defi-
nicién de X" de exponentes enteros a exponentes racionales; y, como veremos, con frecuen-
cia es mds fécil trabajar con exponentes racionales que con radicales.

Definicion 25.1 Potencia racional de x

Supodngase que x es un niimero real y que n = 2 es un nlimero entero positivo.
. . n .
i) Si Vx existe, entonces
n
X = /x.

.o . n . . P z . 7
ii) Si Vx existe y m es cualquier entero tal que m/n estd en sus términos minimos,
entonces

XM= /X" = (%)m

En el inciso 7) de la definicién 2.5.1, x'/" es simplemente otra forma de designar la rafz
n-ésima principal de x. En el inciso ii) de la definicién 2.5.1, tenga en cuenta que n es un
entero positivo mayor o igual que 2 y m puede ser cualquier entero (positivo, cero o negativo),
y que el nimero racional m/n estd reducido a sus términos minimos. Por dltimo, para calcu-
lar X" se usa ya sea V/x™ o (V/x)™, pero por cuestiones pricticas, por lo general es mas facil
obtener la raiz n-ésima del nimero x en primer lugar y luego elevarla a la potencia m; en otras
palabras, usamos (Vx)".

Uso de la definicion 2.5.1/)

Para evaluar cada una de las potencias racionales siguientes, usamos el inciso i) de la
definicion 2.5.1.

a) (25)1/2 = \/25 = 5 <« raiz cuadrada principal
b) (64)1/3 = V/64 = 4 < raiz cibica principal
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Uso de la definicion 2.5.1ii)

Para evaluar cada una de las potencias racionales siguientes, usamos el inciso ii) de la
definicién 2.5.1.

a) (0.09)°2 = [(0.09)"*1 = (V0.09)> < m=5n=2
= (0.3)° = 0.00243 < laraiz cuadrada principal de 0.09 es 0.3

b) (—27) P =[(—2)"P1 ™ = [V=27]1* < m= 4n=3

_ (_3)74 _ 1 _ L - la raiz ctibica principal de —27
(_3)4 81 es —3y (2) de la definicién 2.3.2

[A]|{Xe]Y Una comparacion

Aunque el inciso ii) de la definicién 2.5.1 estipula la igualdad

(125)%3 = [(125)"3]2 = [(125)1]"3
el célculo
[(125)'P]? = [V125]% = 5% = 25 < usando (V)"
se puede hacer mentalmente, en tanto que
[(125)%]' = [15625]"% = V/15 625 = 25 <« usando V2"
podria necesitar el uso de la calculadora. =

El ejemplo 4 ilustra un caso en el que X, (¥)'" y (x'"Y" no son equivalentes. Este

ejemplo ilustra por qué m/n deben estar en sus términos minimos seguin indica el inciso i)
de la definicién 2.5.1.

(R[[JXeFY Comparacion de tres resultados
Compare a) X" b) @)y ¢) (x""Y" parax = =9, m =2y n = 2.

Solucion Al sustituir x = —9, m = 2 y n = 2 encontramos que:
a) X" =(=9*=(-9)'=-9
b) (xm)lln — [(_9)2]1/2 — 811/2 =9

c) (xl/")”’ = [(—9)1/2]2 = ( V —9)2 , que no es un numero real, pues contiene la raiz 4 V—9 es un ejemplo de un nlimero
= complejo. Los nimeros complejos

cuadrada de un nimero negativo. =

M Leyes de los exponentes Las leyes de los exponentes presentadas para los exponentes
enteros en el teorema 2.3.1 de la seccién 2.3 también son verdaderas para los exponentes racio-
nales.

Teorema25.1  Leyes de los exponentes racionales

Sean x y y niimeros reales y s y r nimeros racionales. Entonces,

l) xrxs — xr+s ll) (xr)s — xrs — (xs)r lll) (xy)r — xryr

) <x>’ x" ) x" s
=) =— V) —=x
y yr xs

siempre que todas las expresiones representen niimeros reales.

2.5 Exponentes racionales

se estudiaran en la seccion 3.4.
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Como se muestra en los ejemplos proximos, estas leyes permiten simplificar expresiones
algebraicas. Para el resto de esta seccion consideramos que todas las bases variables x, y, a,
b, etcétera, representan nimeros positivos, de modo que todas las potencias racionales estdn
definidas.

(A JHe Y Uso de las leyes de los exponentes

a) (3x1/2)(2x”5) = 3(2)x”2x'/5 = 6x”2+1/5 <—por i) del teorema 2.5.1
= VN0 = 710

by (@b )" = (A H = @8 porii) y i) del teorema 2.5.1

1/2
_ a
— al/Zb 2 _ —
b
X2By12 xon2
c) ﬁ = x2/3_1/4y1/2_3/2 = x(8—3)/12y—1 = —— <« porv) del teorema 2.5.1
Xy
3/4\ 3 3/4\3 37.3/4\3 9/4
Q) 3x _ (3x°%) _ 33 () _ 27x° o por i), iii) y iv) —
y1/3 (y1/3)3 (y1/3)3 y del teorema 2.5.1 -

R[S [JXeXH Simplificacion

5P\ (2,0
Simplifique (| —= .
plinq <s1/3>< §2 )

Solucion  Debe proporcionar los incisos de las leyes de los exponentes racionales (teo-
rema 2.5.1) que se emplean en esta simplificacion:

(5r3/4>2<2r3/2> - (25r3/2><2r3/2> 50 50 _
BE sl §2B3 §i2 §7/6 g6 -

Como veremos en los dos ejemplos que siguen, se pueden simplificar ciertas expresiones
radicales mas ficilmente si se vuelven a escribir con exponentes racionales.

(N[ [Noly M Escribir como un radical

. 4 .
Escriba VxV/x como un solo radical.

.z g e 4 . . . e
Solucion  Volvemos a escribir \/xV/x usando exponentes racionales y luego simplifica-
mos segtin las leyes de los exponentes racionales:

use i) del teorema 2.5.1
—

Vax = (X%)m = (x-xM)I2 = (Y2 = 150,
Por el inciso ii) de la definicién 2.5.1, escribimos x*’® como \/)75

(N[ [JNeX: Y Escribir como un radical

Escriba V/ 16/V/2 como un solo radical.

Solucién  Volvemos a escribir la expresion usando exponentes racionales:

Vie _ 16"
V2 o2

Luego, debemos hallar una base comiin para que podamos usar las propiedades de los
exponentes racionales para simplificar la expresion. Como 16 = 24, tenemos

16]/3 B (24)1/3 B 24/3

7112 - 7112 _21/2

— 4B-112 — 506

Por el inciso ii) de la definicién 2.5.1, el dltimo término 2%° es lo mismo que

V7 = V3. =
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[A]AN[JWeX:N Simplificacion
Simplifique (8 000 000)** \/0.0001 %'

Solucion  Escribimos los nimeros en notacién cientifica y usamos las leyes de los expo-
nentes:

(8 000 000)%3 \/0.000175'2 = (8 X 10%2P(1 X 1074 /512)1H
— 82/3(106)2/3(1074)]/4(,,8)1/4012)1/4
= (VB)*(10H (107" /27
= (4 X 1077
= 400077,

EJEMPLO 10 RIgiEIS0]

Supongamos que un inmueble costaba p ddlares hace n afios. Si ahora cuesta g délares,
entonces el promedio de la tasa de inflacién anual r esta dado por

1/n
r= (q) — 1.
p

Halle el promedio de la tasa de inflacién anual para una casa que ahora vale 500 000
délares si hace 12 afios se compré en $80 000.

Solucién  Primero identificamos p = 80 000, ¢ = 500 000 y n = 12. Al sustituir obte-
nemos:

B (500 000
~ 80000

Al usar la tecla en una calculadoracony = 625y x = rlz, obtenemos r = 0.165. Por
tanto, el promedio de la tasa de inflacién anual para esta propiedad ha sido 16.5%. =

1/12
) — 1= (625" —1.

En la seccién 7.1 indicaremos cdmo pueden definirse las expresiones con exponentes
irracionales como xV2 o x. Las leyes de los exponentes también son verdaderas para los
exponentes irracionales.

ﬁ Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RESP-6.

|

En los ejercicios siguientes suponga que todas las variables
son positivas.

1. x4+ Vax
8. \/xz—y2

En los problemas 1 a 8, vuelva a escribir la expresion usando

exponentes racionales. En los problemas 9 a 16, vuelva a escribir la expresion

usando notacién radical.

1. Vab g 25

5 )

2. Vix 10. 243

g 1 1. 3a)??

" (Va)? 2. 32"
13. 3 + a3

1 2/3
4. (Va) 14. 3 +a)
3
5. \/7x +y 15. ﬁ
6. Va* + b? 16. (3a) 32

2.5 Exponentes racionales
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En los problemas 17 a 22, encuentre los nimeros indicados.

17. a) (49)"7?

b) (49)* 172
18. a) (—8)'”
b) (8)— 1/3

19. @) (0.04)"?
b) (0.04)777?

2. a) ()7
D)
2. a) (27)"

b) (_27)—7/3
2 a (35)"
b ()

En los problemas 23 a 48, simplifique y elimine cualquier
exponente negativo.

23. (4x""?)(3x'3)
2. 3w)(Tw?)
2. a(4a’?)
2. (—50)x"
27. x1/2x1/4x1/8
28. (2a")(2a")(24")
29. (a’bH"

30. (100x%H) ™"
31 (25x"7y)*?
32. (4xty 61”2
Cd1/3

c'Bd

4x'2
(8)()1/3

2x1/2 6

kL T
(Z 1/6y2/3>

_yl2\ -1
% ()
31. ((—27a’b9)'P)?
38. a1/3(a2/3(ab)5/3b71/3)71/2
39, (x1/2)(x71/2)2x1/2
40. y1/4(y1/4(y1/2)74)71/2
n. (5x2/3(x4/3)1/4)3

42. (2Z1/2(2Z1/2)_ 1/2)1/2

33.

34.

(a— 1/3b2/961/6)9

(al/6b*2/3)6

(x1/5y3/10 )—10
x—z/syl/z

(p1/3q1/2)—1
S (pTlgH”

2x1/2 1 —-1/2
(7))
—4.6\ 1/6
a7. (rzi ;)
%0
12 14\ 1/3
® (y )
8x7y

En los problemas 49 a 56, vuelva a escribir la expresion
como un solo radical.

43.

w

44,

S

45

46.

(=2

49. \/5 V2
50. V/4\/2
51 V16
RV
52 V81
N3
53. VxVx
54, \/xVx
565, g
Va
56. V'V
Vy

En los problemas 57 a 60, use notacidn cientifica para simpli-

ficar la expresion.
57. V/0.000004(8 000)**(100 000)*°

58 /40 000 V/8 000
T (0.000004)%?

59. (\W/V/0.000001x%y'2)°
60. \/ (160 000a%?)?

= Aplicaciones diversas

61. Movimiento del péndulo En un péndulo sencillo el
periodo requerido para una oscilaciéon completa es de
aproximadamente T = 27(L/g)"?, donde L es la longitud
de la cuerda del péndulo y g es la constante gravitacional.
Use una calculadora para aproximar el periodo de un pén-
dulo con una cuerda de 10 pulgadas si el valor de g es de

32 ft/s> [Pista: use unidades coherentes].
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62. Esfera Elradio r de una esfera con volumen V estd dado fica de la particula. Halle la velocidad critica que se nece-
por r = (3V/4m)'. Use una calculadora para hallar el radio sita para empezar a mover un grano de feldespato que tiene
de una esfera que tiene de volumen 100 cm?. una gravedad especifica de 2.56 y un didmetro de 3 mm.
63. Velocidad del sonido La velocidad del sonido v medida
en pies por segundo a través del aire de temperatura 7 gra-
dos Celsius estd dada por = Para la discusion
1 087 12 En los problemas 65 a 74, responda falso o verdadero.
_ 273 + 1)
V= 1652 : 65 (Z2 + 25)1/2 =z + 5

66. 36x'> = 6\Vx

Use una calculadora para hallar la velocidad del sonido a

través del aire cuando la temperatura es de 20 °C. 6. (—)'"P=4__
64. Agua corriente Un arroyo de corriente rapida puede 68 [(—4)"P=—-4__

transportar particulas mas grandes que uno de corriente 69. (1) H'=-1

lenta. Los estudios de laboratorio han demostrado que la 70 (- (=) =1

velocidad critica v, del agua que se necesita para que una

particula arranque en la cuenca de un arroyo estd dada por M. 2= R

la férmula P

72. x2/3y*2/3 =1
73. (b4/3)3/4 =p

. . 3/2
donde v, se mide en metros por segundo, d es el didmetro a 2

1B —5=a
de la particula en milimetros y G es la gravedad especi-

v, = 0.1524¥°(G — )%,

a3 _—

2.6 Polinomios y productos notables

M Introduccion Ya hemos encontrado prictico usar letras como x 0 y para representar
ndmeros; cada simbolo se llama variable. Una expresion algebraica es el resultado de llevar
a cabo un ndmero finito de sumas, restas, multiplicaciones, divisiones o raices en un grupo
de variables y nimeros reales. Los siguientes son ejemplos de expresiones algebraicas:

4xy — [ Ty —3
X =22+ Vx—m, R A y 375}:2 .
x+y xy “+z

A veces una expresion algebraica representa un nimero real sélo para ciertos valores de
una variable. Al considerar la expresion V/x, encontramos que debemos tener x = 0 para que
Vi represente un nimero real. Cuando trabajamos con expresiones algebraicas, suponemos
que las variables estdn restringidas para que la expresion represente un nimero real. El con-
junto de valores permisibles para la variable se llama dominio de la variable. Por tanto, el
dominio de la variable en Vi es el conjunto de todos los niimeros reales no negativos {x|x
= 0}, y para 3/(x + 1) el dominio es el conjunto de todos los nimeros reales excepto x =
—1; es decir, {x|x # 1}

Si se sustituyen nimeros especificos por las variables en una expresion algebraica, el
nimero real que resulta se llama valor de la expresién. Por ejemplo, el valor de x> + 2y
cuandox = 1yy =2es (1) + 2(2) = 5.
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